TESIS

presentada el dia 17 de Febrero de 2012 en la
Universidad de la Republica, UdelaR

para obtener el titulo de

MAGISTER ENINGENIERIA MATEMATICA

por
Juan Manuel BRGOS
Instituto de Investigacion : IMERL - Facultad de Ingenieria
Componentes universitarios :

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA
FACULTAD DE INGENIERIA

Titulo de la tesis :

K-Confiabilidad en Redes: Factorizacion y Comportamiento Asint6tico

defensa realizada el 16 de Marzo de 2012 ante el comité de examinadores

Dr. Ing. Franco  RBLEDO Director de Tesis
Dr. Marcelo LANZILOTTA Presidente
Dr. Gonzalo BRERA

Dr. Ing. Antonio MAUTTONE






Resumen: Este escrito desarrolla nuevos métodos tanto aproximados como
exactos para el calculo de la confiabilidad de un grafo. Este estudio culmina
elegantemente en un Teorema que establece el comportamiento asintético de la
confiabilidad en términos de la conexidad del grafo en cuestion y en la Teoria
de Factorizacién. Estos son los resultados centrales de la tesis.
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Introduccion

El célculo de la Confiabilidad de una red es un problema de complejidad no
polinomial respecto al niimero de aristas por lo que hace valiosa cualquier nueva
técnica de calculo o aproximacién.

El Capitulo 1 es una introduccién al tema y contiene algunos métodos y
técnicas conocidas para el cdlculo exacto de la confiabilidad. Este capitulo in-
troductorio no tiene nada de original y sigue de cerca los libros [Bi] y [Co].

Los siguientes capitulos, hasta donde el autor conoce, son originales. El
Capitulo 2 es una introduccion al teorema de factorizaciéon enunciado y de-
mostrado en el Capitulo 5. Como aplicacién de la factorizacién mencionada se
expone una técnica para el calculo exacto de la K-confiabilidad basado en lo que
el autor denomina como formas simples, para grafos cuyo conjunto de vértices
de grado mayor o igual a tres estd incluido en K. Esto deriva en el Teorema de
Descomposicién (2.2.2), que permite descomponer un grafo en formas simples
para el cédlculo de la confiabilidad:

Teorema 0.0.1. La K-confiabilidad de un grafo G tal que K contiene a los
vértices de grado mayor o igual a tres, puede erpresarse como una SUMa CuyYos
términos son productos de confiabilidades de formas simples.

También se muestra con un ejemplo cémo calcular el polinomio de confiabi-
lidad de un grafo en un sentido practico. El capitulo concluye en otra aplicacion
que desarrolla un algoritmo de complejidad polinomial para el calculo de con-
fiabilidad de un grafo de Monma generalizado.

El Capitulo 3 aborda el problema de aproximar la confiabilidad cuando las
confiabilidades de sus aristas son altas. Esto concluye en la descripcién del com-
portamiento asintético de la confiabilidad cuando las aristas tienden a ser per-
fectas (Teorema 3.3.3). Este teorema relaciona el comportamiento asintético de
la confiabilidad de un grafo aleatorio con su conexidad. Para el caso particular
de un grafo homogéneo, el teorema permite una estimacién del indice de Moore-
Shannon. El teorema central del capitulo es el Teorema (3.3.3) que describe el
comportamiento asintético mencionado:

Teorema 0.0.2. Sea G = (V, E, (pc)ecr) un grafo aleatorio m-conexo de con-
fiabilidades no nulas en sus aristas. Considerando a la confiabilidad de G como
funcion de las variables (pe)ccr, tenemos que su serie de Taylor alrededor de 1
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donde los puntos suspensivos denotan términos de mayor grado.

El Capitulo 4 es una aplicacién del Capitulo 3. En éste se estudia la de-
scomposicién de la red de transporte de ANTEL en su regién Este y Oeste y se
calculan aproximaciones de sus polinomios de confiabilidad. Como corolario de
las técnicas del capitulo anterior, desarrolla una técnica sencilla para el calcu-
lo de la mejora de confiabilidad en el disefio de nuevas conexiones en la red
mediante la férmula:

AN = ANS™=? =3 "a;b; <0

siendo a1, b1 ¥ ao, by las distancias en aristas a los extremos de los arcos a los que
estd conectada la nueva arista responsable de la mejora que se quiere cuantificar
(ver Figura (4.4)). Como corolario se tiene un resultado cualitativo no trivial
respecto al diseno de mejoras de la red. El capitulo concluye calculando algunas
mejoras relevantes.

El Capitulo 5 es la teoria de factorizacion. El nivel matematico de este capitu-
lo es muy superior respecto al resto de la tesis y desarrolla nuevas técnicas in-
teresantes en si mismas. La primera seccién transforma el problema en principio
probabilistico en un problema combinatorio mediante un funcional apropiado.
La segunda seccién consiste en el teorema de factorizacién y muestra que una
vez resuelta la combinatoria del problema, el teorema se reduce, en esencia, a
invertir la matriz de conexidad (concepto explicado en el texto). Que esta matriz
es invertible es el objeto de toda la ultima seccién.

El apéndice muestra algunos polinomios de confiabilidad calculados mediante
el Teorema de Descomposicién (2.2.2) del capitulo dos.



Capitulo 1

K-Confiabilidad de Redes

1.1. Definicion de K-Confiabilidad

Un modelo matematico de una red cuyos nodos son perfectos y existe pro-
babilidad no nula de fallas en sus aristas, es mediante un grafo no dirigido
aleatorio (o grafo estocdstico) G cuyos vértices son perfectos (probabilidad de
falla nula) y sus aristas e; tienen asociadas variables aleatorias independientes
con distribucién de Bernoulli:

e; ~ Ber(p;)

siendo p; la probabilidad de que la arista e; esté operativa. De aqui en maés, los
grafos seran no dirigidos.

Definicién 1.1.1. Un grafo no dirigido G es un par (V, E) tal que V es un
conjunto finito cuyos elementos llamaremos vértices y E es un subconjunto
de {{a,b} / a,b € V} x N que llamaremos aristas tales que aristas distintas

({a1, b1}, n1), ({az, b2}, n2) € E implica que ny # no.

Definicién 1.1.2. Un grafo aleatorio G es una terna (V, E, ®) tal que (V, E) es
un grafo y ® es una funcién del conjunto de aristas E al conjunto de medidas
de probabilidad del espacio {0,1}, es decir, ® : E — Ber.

Toda variable aleatoria de Bernoulli estd caracterizada por un pardmetro
p entre cero y uno por lo que podemos escribir a un grafo aleatorio como
(G, {pe}ecr) siendo G un grafo y p. el pardmetro de la variable ®(e). Denotemos
por Ver(G) y Ar(G) alos conjuntos de vértices y aristas de G respectivamente.

Definicién 1.1.3. Un estado £ del grafo G es una funcién & : Ar(G) — {0,1}.

Sea K un subconjunto de vértices de G:

K CcVer(G)

Dado un estado £ de G, considere el grafo que resulta de remover las aristas
no operativas de G, es decir:



Definicién 1.1.4. Un estado £ del grafo G determina un grafo G —E~1(0) que
resulta de remover las aristas e; de G tales que £(e;) = 0.

Decimos que un estado £ es K-operativo si para cada par de vértices de K
existe un camino constituido enteramente por aristas operativas que los conecta
en G, esto es:

Definicién 1.1.5. Un estado &£ del grafo G es K-operativo si existe alguna
componente conexa C; de G — £71(0) tal que K C Ver(C;).

Al conjunto de estados K-operativos lo denotamos por Opg. Decimos que
un estado & es un pathset si £ € Opg, caso contrario decimos que es un cutset.

Definimos la K-confiabilidad de G como la probabilidad de que un estado
sea un pathset:

Definicién 1.1.6. La K-Confiabilidad de un grafo aleatorio G es

Rk (G) = P(€ € Opk)

De forma explicita, podemos calcular la K-Confiabilidad de la siguiente ma-
nera:

PE)= [l p€le)+ 1 —p)-Ee)) (1.1)

e; €AT(G)

Rx(G)= ) P(E)

E€0pK

En [Br], Brown sostiene que el algoritmo que resulta de la férmula de arriba
deberia ser usado por su ficil implementacién. Ocurre que este algoritmo re-
quiere tener la lista completa de todos los estados operacionales y esto es muy
poco eficaz para grafos grandes.

1.2. Algoritmo para el Calculo Exacto de la K-
Confiabilidad

Definicién 1.2.1. Considere una arista e = ({v,w},n) € E de un grafo G =
(V, E) y definamos la siguiente relacién de equivalencia en V:a ~bsia=bo
{a,b} = {v,w}. Considere la funcién sobreyectiva canénica 7 : V. — V/ ~ tal
que 7m(a) = [a]~. Definimos la contraccién de la arista e en G como el grafo G -e
tal que

G-e=(V/~,E-e)

siendo E-e = { ({w(a),7(b)},n) / ({a,b},n) € E—{e} } (vealaFigura 1.2). Si K
es un subconjunto de vértices, denotamos por K, = 7(K) al nuevo subconjunto
de vértices que resulta de la contraccién.
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Figura 1.1: Extracciéon de la arista e
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Figura 1.2: Contraccién de la arista e
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Definicién 1.2.2. Considere una arista e = ({v,w},n) € E de un grafo G =
(V, E). Definimos la extraccién de e en G como el grafo (vea la Figura 1.1)

G-e=(V,E—{e})

Veamos el teorema de factorizacién simple.

Teorema 1.2.1. Sea G un grafo aleatorio y K un subconjunto de vértices de G.
Considere una arista e; de G y los grafos G—e; y G-e; resultantes de remover y
contraer e; de G respectivamente. Sea K; el subconjunto de vértices K de G - e;
resultante de la contraccion. Asi tenemos que

Rk (G) =piRk,(G-¢e;)+ (1 —pi)Rx(G — e;)

Demostracion: El conjunto de estados queda particionado de la siguiente
manera

{0, 134D = {g/&(ei) = 0} U{E/E(er) = 1}
por lo que, mediante la regla de probabilidad de Bayes,

Rk(G) = P
+ P((Opk) N (E(e;) = 0))
) =1)) + P(E(ei) =

1 —p;)P((Opx)|(E(es) = 0))

0)P((Opx)|(E(e:) = 0))
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Podria darse una demostracién igual de sencilla del teorema anterior (1.2.1)
mediante la férmula (1.1).

Definicién 1.2.3. Dados dos estados £ y F de G, definimos £ < F si £71(1) C
F~1(1). El estado € es un K-minpath si es minimal respecto a este orden parcial
en el conjunto de los K-pathsets en Opg .

Es claro que si £ < F y £ es un K-pathset entonces F también lo es.
Esta propiedad de los pathsets se denomina coherencia. También es claro, por
induccién, que para todo K-pathset F existe un K-minpath £ tal que € < F.
En este sentido podemos decir que el conjunto de los K-minpath genera Opg:
Opg es el conjunto de todos los estados F para los que existe un K-minpath &
tal que £ < F.

Definicién 1.2.4. Una arista e de un grafo G es K-irrelevante si £(e) = 0 para
todo K-minpath &£.

Lema 1.2.2. Sie es una arista K-irrelevante entonces
RK(G) = RK(G - 6)
Demostracion: Debido a que e es una arista K-irrelevante de G, el conjunto

de K-pathsets Opg estd constituido por pares £ y F tales que E(e) = 1, F(e) =
0 y coinciden en las aristas de G distintas de e. De la férmula (1.1) tenemos que

P(&;,G)+ P(F;G) = H [pi€(e;)+(1—pi)(1—E(€;))] = P(Elg-c; G —€)
e;€Ar(G—e)
por lo que
Rg(G)= Y P(&G) = Y Plflo-e;G—e)=Rg(G-e)
E€0pK E€0pK
lo que concluye la demostracion. O

Definicién 1.2.5. Un arco A de un grafo G es un subgrafo de tipo lineal cuyos
extremos (que pueden coincidir) son vértices de grado mayor o igual a tres (como
vértices de G) y sus vértices interiores son de grado dos (como vértices de G).

Lema 1.2.3. Sea A = {ejy, ea,...e,} un arco de largon conn aristasey, e, ...e,
y probabilidades p1,pz, . .. pn respectivamente de un grafo aleatorio G, sin nodos
interiores pertenecientes a K. Sea G el grafo aleatorio resultante de remover el
camino A de G y conectar una arista de probablidad p1ps .. .p,. Entonces

Ri(G) = Rk (G)

Demostracion: Hagamos induccién en n, el largo del arco A. Sin = 0 o
n = 1 no hay nada que probar. Supongamos que el resultado vale para n — 1.
Aplicando el teorema de factorizacién simple (1.2.1) a e,, tenemos que

Ri(G) = pnRi (G- en) + (1 = pn) R (G = €n)



y observando que las aristas ey, es, . . . e, _1 son K-irrelevantes en G—e,,, tenemos

Rk (G) = pnRi (G - e,) + (1 — pn) Rk (G — A)

Aplicando la hipdtesis inductiva al arco eq, es, ...e,_1 de G - e, junto con el
teorema de factorizacién simple (1.2.1), concluimos que

Rg(G) = opulpip2.-- - Pn1Rx(G-A)+ (1 —=pip2...pn—1)Rx (G — A)]+ (1 — pp)Rx (G — A)
= pip2...PnRr(G-A)+ (1 —pip2...pp) Rx (G — A)

Por el teorema de factorizacién simple (1.2.1), el lema estd demostrado. O

Lema 1.2.4. Sean ey, ea,...e, un conjunto de aristas conectadas en paralelo
con probabilidades p1,pa, . .. pn de un grafo aleatorio G. Sea G el grafo aleatorio
resultante de remover las aristas ej,es,...e, de G y conectar una arista de
probabilidad 1 — (1 — p1)(1 —p2) ... (1 — p,). Entonces

Rk (G) = Rk (G)

Demostracion: Hagamos induccién en n. Sin =0 o n =1 no hay nada que
probar. Supongamos que el resultado vale para n — 1. Aplicando el teorema de
factorizacién simple (1.2.1) a e,, tenemos que

y observando que las aristas ej,es,...e,—1 (abuso de notacién mediante) son
K-irrelevantes en G - e,,, tenemos

Ri(G) = ppRi (G- e, —{e1,e2,...6n_1}) + (1 — pn)Ri (G — €,)

Aplicando la hipétesis inductiva al conjunto ey, es,...e,_1 de G — e, junto
con el teorema de factorizacién simple (1.2.1), concluimos que

Rg(G—e,)=(1—=(1=p1)1—p2)...(1 —pp_1))Rx(G-e, — {e1,€2,...€n-1})
+(1—=p1)(1 —pa)...(1 = pu_1)Ri(G — {e1,ea,...€n})

Sustituyendo y haciendo las cuentas, obtenemos la expresién

Rrk(G)=1—-1—-p1)L—p2)...(1 —pn))Rx(G - e, —{e1,€2,...€n-1})
+(1 7p1)(]‘ 7p2) e (1 7pn)RK(G - {615627' . en})

Por el teorema de factorizacién simple (1.2.1), el lema estd demostrado. O

Los tres lemas anteriores constituyen lo que se conoce como reducciones
simples; es decir, transformaciones del grafo aleatorio G que dejan invariante su
K-Confiabilidad.

Estos lemas junto al teorema de factorizacién simple (1.2.1), motivan el al-
goritmo recursivo FACT para el célculo de la K-Confiabilidad:

Entrada: (G, {pe}ecr), K.
Salida: Rk (G).



1. Aplique reducciones simples en serie, luego en paralelo y luego quite aristas
K-irrelevantes.

2. Si el grafo resultante es un arbol, entonces, si es conexo devuelva el pro-
ducto de las probabilidades, sino devuelva cero.

3. Si el grafo resultante no es un arbol, elija una arista e; del grafo resultante.

4. Devuelva Rk (G) = p;Rk,(G - e;) + (1 — p;) Rk (G — ¢;), siendo p; la pro-
babilidad de operacién de e;.

Este algoritmo es estudiado en [SC].

1.3. Polinomio de K-Confiabilidad

Considere un grafo aleatorio G, cuyas aristas son variables aleatorias idéntica
e independientemente distribuidas con distribucién de Bernoulli con pardmetro
p:
€1,€a,...e, ~ Ber(p)

siendo e1,es,...e, las aristas de G). Por el algoritmo recursivo FACT para
el calculo exacto de la K-Confiabibilidad, tenemos que la funcién que toma el
pardmetro p y devuelve la K-Confiabilidad del grafo G}, cuyas aristas tienen
probabilidad de operacién p, es un polinomio en p; es decir,

Definicién 1.3.1. Rk (p) = Rx(G)) es el polinomio de K-Confiabilidad de G.

El considerar grafos aleatorios con igual probabilidad de operacién en sus
aristas se debe a que permiten una descripcién de su polinomio de K-Confiabilidad
en términos del nimero de i- K-pathsets, esto es:

Ric(p) = 3 CFpi(1—p)
=0

tal que CX es el nimero de K-pathsets con i aristas operativas exactamente,
siendo n el nimero de aristas de G.

En particular, conocer el polinomio de K-Confiabilidad es equivalente a cono-
cer los nimeros CX. Todo K-minpath es un drbol de G que cubre K, también
conocido como &rbol de Steiner. Conociendo los niimeros C¥, podemos resolver
el siguiente problema: Dado un nimero b y un subconjunto de vértices K, de-
terminar si existe algtin arbol de Steiner con un niimero menor o igual a b de
aristas. Simplemente observando que el primer nimero CX no nulo coincide con
el nimero de minpaths minimos, es decir, drboles de Steiner minimos (respecto
al nimero de aristas), el problema se reduce a si m < b o no. El problema
anterior es N P-completo por lo que hemos demostrado lo siguiente:

Teorema 1.3.1. Calcular el polinomio de K-Confiabilidad es un problema N P
completo.



Capitulo 2

Formas Simples y Grafos de
Monma Generalizados

2.1. Introduccion al Teorema de Factorizacion

De aqui en maés, grafo conexo significa arista-conexo.

Definicién 2.1.1. Sea G un grafo y K un subconjunto de vértices. G es K-
conexo si para todo par de vértices en K existe un camino en G que los conecta.

De forma equivalente, podemos decir que G es K-conexo si existe alguna
componente conexa C; de G tal que K C Ver(C;).

Definicién 2.1.2. Sea G = (V, E) un grafo y considere un par de vértices v, w
de V. Definamos la siguiente relaciéon de equivalencia en V: a ~ bsia =0 o
{a,b} = {v,w}. Considere la funcién sobreyectiva canénica 7 : V. — V/ ~ tal
que 7(a) = [a]~. Definimos la identificacién de v con w en G como el grafo
G/(v =w) tal que

G/(v = w) = (V] ~, E/(v = w))

siendo E/(v =w) ={ ({n(a),n(b)},n) / ({a,b},n) € E } (vea la Figura 2.2).

Observe que dada una arista e = ({v,w},n) € E de un grafo G = (V, E),
G e=(G-e)/(v=w)

Lema 2.1.1. Considere un grafo G. Sean K; y K5 subconjuntos de vértices
de subgrafos G1 y Go de G respectivamente tales que G = G1 UGy y {a,b} =
KiNKy; =G1NGs (vea la figura (2.1)). Sea K = K1 UK5. Bajo estas hipdtesis,
si G es K-conezo, entonces G es Ky-conexo y G es Ko-conexo, siendo G; y
K; el grafo y el conjunto resultante de la identificacion de los nodos a y b en el
grafo y conjunto G; y K; respectivamente (vea la figura (2.2)).

Demostracion: Sea k en K;. Existe un camino en G que conecta a k con a.
Entonces, existe un subcamino en GG; que conecta a k con a o b; es decir, existe
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Figura 2.1: Estructura del grafo G

[

Figura 2.2: Identificacién de vértices
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un camino en G1 que conecta a k con a = b. Como esto vale para todos los k
en K1, tenemos que GG es Ki-conexo. Analogamente, G es Ks-conexo. O

Lema 2.1.2. Considere un grafo G. Sean K1 y Ko subconjuntos de vértices
de subgrafos G1 y Go de G respectivamente tales que G = G1 U Gs y {a,b} =
KiNnKy = Gy NGy, Sea K = K1 U Ky. Entonces, en la notacion del lema
anterior, G es K-conexo si y solo si vale alguna de las siguientes afirmaciones:

1. Gy es Ki-conexo y Go es Ko-conexo.

1. G es Ky-conexo y G1 es Ky-conexo.

Demostracion: Veamos el directo. Por el lema anterior G; es Ki-conexo y
G es Ky-conexo. Supongamos que G no es Ko-conexo; es decir, existen vértices
u,v en Ky tales que no existe un camino en Go que los conecte.

Veamos que G; es Kj-conexo. Supongamos por absurdo que no lo es; es de-
cir, existen vértices x,y en K; tales que no existe un camino en G; que los
conecte. Sin embargo, G es K-conexo por lo que existen caminos 1 y 72 en G
que conectan a x con u y a y con v respectivamente. Como tanto -y; como s
pasan por a o por b (pero no por el mismo punto), concluimos que a y b no
estan conectados en G ya que si estuviesen conectados por un camino en G,
existirfa un subcamino que los conecta por Gy o por Gy porloque z ey o uy
v estarian conectados. Esto tltimo es absurdo ya que G es K-conexo y tanto a
como b estdn en K. Asi G es Ki-conexo.

Veamos el reciproco. Supongamos sin pérdida de generalidad que G; es K-
conexo y Go es Ky-conexo. Veamos que G es K-conexo. Sean k1 y ko en K. Si
k1 v ko estan en K7, entonces existe un camino por (z; que conecta a k; con
ko y como G; C G este camino estd en G. Si k; estd en Ky y ko estda en Ko,
entonces existe un camino en Go que conecta a ks con a o b. Supongamos sin
pérdida de generalidad que lo conecta con a. Existe también un camino en Gy
que conecta a a con ky. La concatenacion de estos dos caminos conecta a ki con
ko por G. Andlogo si k1 estd en Ko y ko estd en K. Finalmente, si k1 y ko estdn
en Ko, entonces existen caminos por Go que conectan tanto a k; como a ko con
a o b. Si estos caminos se conectan en el mismo punto entonces ki y ko estdn
conectados por Go C G, sino existe un camino por G que conecta a a con by
la concatenacién de estos tres caminos conecta a ki con kg por G. O

Como corolario inmediato, tenemos la siguiente férmula de factorizacion para

la K-confiabilidad.

Teorema 2.1.3. Considere un grafo G. Sean Ky y Ko subconjuntos de vértices
de subgrafos G1 y Go de G respectivamente tales que G = G1 U Gs y {a,b} =
KiNKy =G NGy Sea K = K1 UK. Entonces (vea la figura (2.3)), en la
notacion del lema anterior,

Ri(G) = Rk, (G1)Rg (G2) + R (G1) Rk, (G2) — Rk, (G1) Ry, (G2)

Demostracion: Por el lema anterior 2.1.2, el conjunto de estados operativos
del espacio muestral es la unién de los conjuntos de estados C7 y C que verifican
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(8- (HO-C G

Figura 2.3: Ilustracion del Teorema 2.1.3

SPACY

Figura 2.4: Ilustraciéon del Teorema 2.1.4

los items i y 47 del lema. La interseccién de estos conjuntos es el conjunto de
estados que verifica que G es Kj-conexo y G5 es Ks-conexo. De la identidad

P(AUB)=P(A)+ P(B)—-P(ANB)
y la independencia de los eventos sigue el resultado. O

Teorema 2.1.4. Considere un grafo G. Sean K1 y Ko subconjuntos de vértices
de subgrafos G y G2 de G respectivamente tales que G = G1 U Gs y {a} =
KiNKy; =G NGy Sea K = K1 UKs. Entonces (vea la figura (2.4)),

Rk (G) = Rk, (G1) Rk, (G2)

Demostracion: Basta tomar a = b en el teorema anterior. O

A modo de ejemplo, calculemos el polinomio de confiabilidad de la regién
Oeste de la red de ANTEL respecto a todos los nodos (caso All Terminal). Para
esto conviene calcular el polinomio de confiabilidad respecto a todos los nodos
de un grafo con vértices de grado 2 (ver definicién 2.2.1) y n aristas, es decir,
un anillo de longitud n, que denotaremos como R(n). Por la definicién 1.1.6,
tenemos que:

R(n) = n(1—p)p" ' +p"

A continuacién, se puede ver de forma esquematica el grafo de la regién Oeste
de la Red de ANTEL junto a la cantidad de aristas de cada uno de sus arcos:
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Factorizamos el grafo G como en la figura siguiente:

S, yd LO-0

y observamos que, identificando al grafo con su polinomio de confiabilidad,
Go = p”R(15)R(12)

Factorizando el grafo @1 de la siguinte manera:

4y

/—)ﬁ

4

tenemos

G1 = p?R(4)R(14) + H R(15) — p?R(4)R(15)

siendo H el siguiente grafo:

13



Factorizando cualquiera de los arcos del grafo H de la figura anterior, tenemos
que su polinomio es

H = p*R(2)R(2) + R(2)R(4) — p’R(4)

Factorizando ahora el arco entre los nodos PAY y ALG del grafo G, tenemos
que
G1 = p*R(3)R(16) + R(2)R(19) — p*R(19)

Finalmente, factorizando el arco con seis aristas entre los nodos M RC' 'y M AB,
tenemos que

Go = pPR(9) Auz(9) + R(6) Auzx(18) — pb Auz(18)

siendo Auz(n) el polinomio de confiabilidad del siguiente grafo auxiliar:

a

cuyo arco a tiene n aristas. Factorizando este arco, tenemos que
Auz(n) = p"R(5)R(7) + R(n)R(12) — p"R(12)
Juntando todas las piezas, tenemos finalmente el polinomio buscado:
Rau(G) = —184580 p°"+1005912 p°° —2191715 p°° 42386639 p°>* —1298933 p°3 4282678 p>2

Observe que el resultado final puede expresarse como sumas y productos de
polinomios de confiabilidad de grafos lineales y de anillos. Este es un resultado
general y serd probado en la seccién siguiente.

2.2. Formas Simples

Definicién 2.2.1. El grado de un vértice v de un grafo G = (V, E) es el niimero
de aristas adyacentes a él; es decir,

gr(v) = # {({a’b}’n) €eE/ve {avb} }
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Definicién 2.2.2. Diremos que un grafo conexo G tiene forma simple si sus
vértices tienen grado menor o igual a dos.

Pensando al grafo como un espacio topoldgico (es decir, olvidéndonos por el
momento de su estructura combinatoria), podemos pensar a una forma simple
como una uno-variedad diferenciable conexa compacta con borde. Del teorema
de clasificacion de estas variedades (ver el apéndice de Milnor, [M4]), concluimos
que una forma simple es un grafo de tipo anillo o de tipo lineal.

Definicién 2.2.3. Un arco A de un grafo G es un subgrafo de tipo lineal cuyos
extremos (que pueden coincidir) son vértices de grado mayor o igual a tres (como
vértices de G) y sus vértices interiores son de grado dos (como vértices de G).

Observe que las formas simples, por definicién, no tienen arcos. Para el
reciproco, tenemos el siguiente lema:

Lema 2.2.1. Sea G un grafo conexo sin arcos. Entonces G es una forma simple
o un drbol conexo con un unico vértice de grado mayor o igual a tres.

Demostracion: Si todos los vértices de G tienen grado menor o igual a
dos, entonces, por definiciéon, G es una forma simple. Supongamos que existe
un vértice v de G de grado mayor o igual a tres. Recorriendo algin camino
partiendo de este vértice v, concluimos que todos sus vértices interiores tienen
grado dos y que éste no puede conectarse consigo mismo ni con ningin otro
camino partiendo del mismo vértice v ya que sino este camino seria un arco.
Por la finitud del grafo, concluimos que este camino termina en un vértice de
grado uno. Razonando anidlogamente para los otros caminos partiendo de v,
tenemos el resultado. O

Las formas simples son importantes en el cdlculo exacto de la K-confiabilidad
en el siguiente sentido:

Teorema 2.2.2. La K-confiabilidad de un grafo G tal que K contiene a los
vértices de grado mayor o igual a tres, puede erpresarse como una suma cuyos
términos son productos de confiabilidades de formas simples.

Demostracion: Hagamos induccion en el nimero de arcos de G. Supongamos
que el teorema vale para un nimero menor o igual a n— 1 arcos. Tomando como
G1 un arco cualquiera A de Gy como G5 el grafo resultante de remover el
arco A, es decir G — A, los teoremas de factorizacién (2.1.3) y (2.1.4) junto a la
hipétesis inductiva muestran que el teorema vale para n arcos. Del lema anterior
y el teorema de factorizacién (2.1.4), es claro que el teorema vale para n = 0,
es decir, cuando G no tiene arcos. (]

La confiabilidad de una forma simple puede evaluarse por definicién o apli-
cando los teoremas de factorizacion simple del capitulo uno. La descomposicion
de la confiabilidad de G en confiabilidades de formas simples no es unica. En
la seccién siguiente se muestra una aplicacion del teorema de descomposicion
(2.2.2) en el cédlculo de la confiabilidad de un grafo de Monma generalizado.

Todos los polinomios de confiabilidad del Apéndice A fueron calculados us-
ando el método del teorema de descomposicién (2.2.2).
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as a a

by b,
Figura 2.5: Grafo de Monma

2.3. Algoritmo Polinomial para la K-Confiabilidad
de Grafos de Monma Generalizados

Los grafos de Monma (ver Figura (2.6)) son de gran relevancia en el disenio
robusto de redes de fibra éptica. En [M M P], Monma, Munson, y Pulleyblank
demuestran el siguiente teorema:

Teorema 2.3.1. Para cualquier conjunto de nodos V' con funcion de distancia
definida sobre V- x V| existe un grafo de costo minimo G=(V,E) satisfaciendo
las siguientes condiciones:

1. cada nodo en G tiene grado 2 o 3.

2. eliminando cualquier arista o par de aristas de G surge una arista puente
en alguna de las componentes conezxas resultantes.

En el mismo trabajo demuestran ademas que el costo éptimo de las solu-
ciones éptimas de los problemas “Minimum-weight 2-edge-connected spanning
network” (denotado MW2ECSN) y “Minimum-weight 2-node-connected span-
ning network” (denotado MW2NCSN) son iguales.

Como corolario inmediato del Teorema mencionado, se tiene que en los pro-
blemas MW2ECSN y MW2NCSN de un grafo G con funcién de distacia definida
en V x V, existe un 6ptimo global que o bien es un ciclo o bien tiene como grafo
nodo inducido un grafo como el de la Figura (2.5). A este tipo de grafos los
llamaremos grafos de Monma en este contexto.

De aqui en mas, en pos de aliviar la notacién, se identificara al grafo G con
su K-confiabilidad R (G). Dado un arco A (definido en la seccién anterior) con
un subconjunto de vértices de K que contiene a los extremos de A, conviene

=
introducir la notacién A para indicar el nuevo grafo y el nuevo subconjunto
de vértices distinguidos que resulta de la identificacién de los extremos de A.

Considere el grafo de Monma generalizado M,, de la Figura (2.6) tal que a;
y b; son arcos y sea K un subconjunto de vértices tal que los extremos de a; y
b; estan en K. Tomando al arco by, _sa,bs,_3 como el grafo GG en el teorema
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b2n—2 b2n—4 b2
Figura 2.6: Grafo de Monma generalizado

de factorizacién (2.1.3), tenemos la siguiente relacién

—— P
M, = (b2n72anb2n73 _b2n72anb2n73)Mn71 + bapn—2anban_30n_1 Np_1

siendo N,, el grafo de Monma M,,, con la arista a,, perfecta, es decir, probabi-
lidad de operacién igual a uno.

Podemos pensar a la relacién anterior como una relaciéon inductiva en los
pares (M,, N,), comenzando el cdlculo en el primer par (Ma, N3) de formas
simples:

—~ A —
( M, > _ | b2n—2anbon—3 —ban_2anban_3 ban_2anbon_30n_1 ( M, >
~ Np_1
" bop—2b2n—3 —bap_2boy_3 ban—2bon—3Gn_1 "

M2 _ b2a2b1 a1
NQ - b261a1
De esta manera, tenemos una descomposicion de la K-confiabilidad del grafo

M,, en confiabilidades de grafos simples como expresa el teorema (2.2.2). En par-
ticular, la induccién anterior determina un algoritmo de complejidad polinomial.

Otros algoritmos lineales o polinomiales se desarrollan para el cdlculo exacto
del polinomio de confiabilidad de grafos con ciertas restricciones, simetrias o
recursividades. Por ejemplo vea [LMC], [SW]y [Tal.
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Capitulo 3

Comportamiento Asintdtico

3.1. Indices de Confiabilidad y Nimeros de Conec-
tividad

Considere un grafo GG con aristas de igual confiabilidad p. En la préctica,
las aristas tienen alta confiabilidad por lo que nos interesa la regién p ~ 1 en
el estudio de la confiabilidad de G. En general, cualitativamente las curvas de
confiabilidad son como la de la Figura (3.1). En esta seccién se muestra cémo
aproximar el polinomio de confiabilidad en la regién p ~ 1. Recuerde que en
este escrito, grafo conexo significa arista-conexo.

Definicién 3.1.1. Sea G un grafo con aristas de igual confiabilidad p y K un
subconjunto de vértices. Sea Ry (p) = Rk (G) el polinomio de confiabilidad de
G. Considere el polinomio

Bi(p) =1-Rx(1—p)=Ifp+IJp>+.. . IKp"

Los coeficientes IX se denominan indices de confiabilidad.

Observe que la grafica de B es la rotacién de 180° con centro en (1/2,1/2) de
la grafica de Ry debido a que Ry (p) estd entre cero y uno cuando p estd entre
cero y uno, lo mismo ocurre con Bg. En particular, el primer indice de confia-
bilidad no nulo es un niimero positivo. Mas adelante veremos una demostracion
combinatoria de este hecho. Observe que cuanto més pequeno sea este nimero,
mejor sera la confiabilidad del grafo en la regién p ~ 1.

Definicién 3.1.2. Siguiendo la notacién precedente, sea NX el nimero de
formas distintas de desconectar algin par de vértices de K extrayendo exac-
tamente m aristas del grafo G. Los ntimeros NX se denominan nimeros de
K-conectividad. Decimos que G es j-K-conexo si j es el primer indice tal que
N, ]-K # 0.

Es claro que si NX = 0 entonces NjK = 0 para todo j < m. En particular,

si G es j-K-conexo entonces NX # 0 para todo m > j.
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Figura 3.1: K es el conjunto de nodos de grado mayor o igual a tres de la region
Oeste de la red de ANTEL

El siguiente lema muestra la relacion entre los indices de confiabilidad y los
nimeros de conectividad.

Lema 3.1.1. En la notacion precedente, tenemos que:
— n—m-41
K i nT K -
Im = Z(_l)ZNm—i ( i >
i=0

Demostracion: En pés de aliviar la notacién, se omitira el sub o supraindice
K en esta demostracién. Por la definicién de R(p), tenemos que B(1l — p) =
1 — R(p) es la probabilidad de desconexién de algiin par de vértices de K dado
que las aristas tienen confiabilidad p. Es claro entonces que

B(1-p) = 1-R(p) = N1(1—p)p"_1+N2(l—p)zp"_2—|—N3(1—p)3p"_3+. LN, (1-p)"
por lo que
B(p) = 1-R(1—p) = Nip(1—p)"*+Nop*(1—p)" 2+ N3p*(1—p)" > +... N,,p"

es decir
-1
B(p) = Nip+ (N2 = (n = )N)p* + (N3 — (n — 2)Na + ( " )N1>p3+...

y tenemos el resultado. O

Del lema se deducen relaciones interesantes entre los indices de confiabilidad
y los ntimeros de conectividad:
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n

Y Irf=1

Xn:(—l)iff( = Xn:(—l)’?””'Nf(

=1 i=1

La primer relacién era esperable ya que Rk (0) = 0 por lo que Bg (1) =1 =
IE + IX 4 .. .. Vemos también que el coeficiente del término de mayor grado de
Ry esta relacionado con la conectividad del grafo de la siguiente manera:

Rg(p) = ()" (NE = NS+ p" + ...

Teorema 3.1.2. El comportamiento asintdtico del polinomio de confiabilidad
de un grafo G m-K-conexo cuando p — 1 estd determinado por su m-€simo
nimero de K -conectividad N :

Rg(p) =1=N5(1=p)™ 4 Oms1(1 —p)

Demostracion: De las relaciones entre indices de confiabilidad y nimeros de
conectividad del lema anterior, tenemos que el primer indice de confiabilidad no
nulo coincide con el primer niimero de K-conectividad no nulo, es decir, NX.
Asi tenemos el comportamiento asintético de Bk (p) cuando p — 1:

Bk(p) = Nfp’ + O(p’*")

Por definicién del polinomio Bk (p), tenemos el resultado. |

3.2. Estimacién del Indice de Moore-Shannon

En la practica, las redes de fibra éptica de area metropolitana se disenan de
forma que sean al menos 2-conexas. En general tienen una estructura anillada
(anillos o ciclos que comparten nodos en comun). As{ es razonable suponer,
siguiendo la teoria precedente, que

BA”(p) = QAHPQ + I?”pg + ...
En esta seccion todos los nimeros de conectividad e indices de confiabilidad son

All-terminal y en p6s de aliviar la notacién, se omitird el supraindice All en
ellos.

Definicién 3.2.1. El indice de Moore-Shannon de G es el nimero estrictamente
entre cero y uno (puede no existir) tal que

Rau(pms) = pus

Asi tenemos que

pvs = Rau(pms) =1— Baun(l—pus) = 1= L(1—pus)* — I3(1—pus)® — ...
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Figura 3.2: Indice de Moore-Shannon de la region Oeste de la red de ANTEL

por lo que
1—pus = Io(1 = paurs)® + I3(1 = pas)® + ..

De esta manera, 1 — pp;s ~ x siendo z la solucién de la ecuacion
z = La? + I3a3
que, debido a que que z # 0, es solucién también de la ecuacién
Isz? + La —1=0
por lo que tenemos la siguiente estimacién del indice de Moore-Shannon:

1 —Ir + /I3 4 4I3

21,

PMms =

En términos de los nimeros de conectividad de la red tenemos, por el lema
(3.1.1):

—Na + /N3 +4(N3 — (n — 2)N2)
2(N3 - (77, - 2)N2)
Haciendo el desarrollo de Taylor de la expresién anterior tenemos entonces la

siguiente aproximacion del indice de Moore-Shannon para redes al menos 2-
conexas:

pms ~1—

1 I3 I3
~1——+ —=%(1 —
pMs ot Ig,( +O(122))
Debido al lema (3.1.1), si

[Nz — (n — 2)Ny|

: <<1
N3
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entonces cometemos el mismo error que en la aproximacién anterior aproximan-
do ahora por

A modo de ejemplo, en el caso de la regién Oeste de la red de ANTEL, por
inspeccién exhaustiva tenemos que Ny = 212y N3 —(n—2)Ng = —87 (n = 57 es
el nimero de aristas) por lo que podemos prescindir de N3 en la aproximacion.
El error cometido en la aproximacion es

Ipars — Pirs| = 2,39500880898347b — 5

siendo p}, ¢ la aproximacién y pass el valor exacto del indice de Moore-Shannon,
vea la Figura (3.2).

3.3. Comportamiento Asintético de la Confiabi-
lidad

Si bien la relacion entre la K-Confiabilidad y la combinatoria de un grafo
G justifica tomar sus aristas con confiabilidad uniforme, esto no se ajusta en
general a la realidad ya que la confiabilidad de una arista e es

R(e) = A¢

siendo d la longitud de e y A una constante entre cero y uno caracteristica de
la fisica de e (fibra éptica en nuestro caso).

En la realidad, medimos la longitud de las aristas del grafo respecto a una
unidad caracteristica propia de las dimensiones del grafo; es decir, la escala
natural del grafo (esta puede ser el decdmetro o el Kilémetro). Podemos pensar
entonces que una arista de longitud n unidades (cometiendo un error a lo sumo
de una unidad caracteristica) est4 compuesta por n aristas en serie de igual
confiabilidad. Haciendo esto para cada arista, podemos aproximar al grafo G
mediante el grafo homogéneo resultante G es decir,

Definicién 3.3.1. Sea G = (V, E, (p.)ecr) un grafo aleatorio de confiabilidades
no nulas en sus aristas y €, A nimeros reales tales que e >0y 0 < A < 1. Dada
una arista e de G de confiabilidad p., definamos

() 11np,

ne) = |—
elnA

donde los paréntesis rectos denotan la funcién parte entera. Sea G’& 2 el grafo

aleatorio resultante de sustituir cada arista e de G por n(e) aristas conectadas en

serie y asociarle a cada arista una variable aleatoria de Bernoulli de pardmetro
A=

En la definicién anterior, € se interpreta como la unidad caracteristica y
A como la constante propia de la fisica de las aristas (consideramos la misma
constante para todas las aristas) como fue explicado anteriormente.
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Cometeremos el abuso de notaciéon Ver(G) C Ver(Ge a). Mediante este
abuso, podemos calcular la all terminal confiabilidad de un grafo G como sigue:

Lema 3.3.1. Sea G = (V, E, (pe)ecr) un grafo aleatorio de confiabilidades no
nulas en sus aristas y A un numero real tal que 0 < A < 1. Entonces,

RAIZ(G) = ;1_1}(1) RVET‘(G)(GS,A)
y el limite anterior no depende de A.

Demostracion: Aplicando la reduccién simple 1.2.3 a cada camino de G’s, A
entre dos vértices de G, obtenemos el grafo aleatorio G 4 cuyo grafo (es decir,
s6lo su parte combinatoria) coincide con el grafo de G y sus probabilidades para
cada arista e estan relacionadas como sigue:

11np,

11np,
-1 < = -
elnA <nle)

“elnA

11 Inpe
e

(AF)FWE > (AT > (A7)

b

Be > (4 2 p,

por lo que concluimos que en el limite las probabilidades de cada arista de los
respectivos grafos aleatorios G 4 y G coinciden:

— l{m (A% n(e)
De sli%( )
Observe que el limite no depende de A. Por definicién, la K-Confiabilidad de un
grafo es una funcién continua respecto a las confiabilidades de sus aristas por
lo que tenemos el resultado. O

Definicién 3.3.2. Dado un grafo G, definimos el conjunto m-CutSets como el
conjunto cuyos elementos son conjuntos de m aristas de G de forma tal que al
removerlas del grafo GG, éste resulta desconexo.

Considerando a la confiabilidad de un grafo como funcién de los logaritmos
de las respectivas probabilidades de sus vértices, el siguiente teorema muestra el
comportamiento asintético de la confiabilidad cuando estos logaritmos tienden
a cero y su relacién con la conexidad del grafo.

Teorema 3.3.2. Sea G = (V, E, (pe)ecr) un grafo aleatorio m-conexo de con-
fiabilidades no nulas en sus aristas. Considerando a la confiabilidad de G como

funcion de las variables (Inpe)ecr, tenemos que su serie de Taylor alrededor de
0 es:

Ray(G)y=1—(-1)™ Z (In pe,)(n pey)...(In pe, )+ ...

{e1,...em }eém—CutSets

donde los puntos suspensivos denotan términos de mayor grado.
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Demostracion: Sean e, A nimeros reales tales quee > 0y 0 < A < 1. Debido
a que los vértices de grado mayor o igual a tres de G, 4 estan contenidos en
Ver(G), por inspeccién tenemos entonces que

N%er(c) = Z n(e;)n(es)...n(em,)

{e1,...em }eém—CutSets

y que NZVCT(G) es un polinomio de grado menor o igual a i en las variables
((n(e))eek), siendo NY () el i-6simo ntimero de Ver(G)-conectividad del grafo
homogéneo G¢ 4. Observe que debido a que G es m-conexo, G 4 es m-Ver(G)-
conexo. Observe también que el nimero de aristas del grafo homogéneo G. 4 es

la suma de los nimeros n(e).

Recuerde que, debido al lema 3.1.1, la K-confiabilidad de un grafo ho-
mogéneo H con n aristas y confiabilidad p en cada arista es:

R (p) = 1=Ny (1—p)—(Na — (n — 1)N1) (1—p)2—<N3 —(n—2)Na + ( " ! > N1> (1-p)*+...

siendo N; el i-ésimo numero de K-conectividad del grafo homogéneo H. De esta
manera, haciendo las siguientes sustituciones en la expresién anterior:

tenemos que:

Ryer(@)(Geon) = 1—(1— A7) 3 n(er)...nlen)— S (1A P, ((n(e))eer)

{e1,...e;m €M —CutSets j=m+1

donde cada P; es un polinomio de grado menor o igual j en las variables
(n(€))ecn-

(i]nﬁ)m > (In pe,) .- (In pe,,) + - ..

{e1,...e;m }EM—CutSets

<(1—-A45m Z n(er)...n(em)

{e1,...em }EMm—CutSets

<(1;_1nﬁ)m{ > (In pe,) ... (In pe,,)

€1,...em Em—CutSets

donde los puntos suspensivos denotan términos que tienden a cero cuando ¢
tiende a cero. Debido a que

1-— A°

elnA

— -1
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cuando ¢ tiende a cero, tenemos que

(1—A%)™ > n(er)...nlem) — (=1)™ > (Inpe,) - .. (Inpe,)

{e1,...e;m }EM—CutSets {e1,...em yeM—CutSets

cuando ¢ tiende a cero. Por un argumento similar al anterior, concluimos que
el limite de (1 — A°)7P; ((n(e))ecr) cuando e tiende a cero es un polinomio
homogéneo de grado j > m en las variables (Inp.)ccr ya que los términos de
grado menor a j tienden a cero. Por el lema anterior concluimos el resultado. [

El teorema anterior puede utilizarse para estimar la confiabilidad de una red
m-conexa de la siguiente manera. Asumiendo que: la constante A, constante
propia de la fisica de la arista, es la misma para cada arista, que conocemos la
matriz de distancias entre nodos y que conocemos (calculando exhaustivimente)
el conjunto de los m-CutSets de la red, entonces, recordando que la confiabilidad
de cada arista es p = A? siendo d el largo de la arista, tenemos la siguiente
estimacién de la confiabilidad:

s Hem

RA”(G) ~1— (71nA)m Z de1d82 ... d

{e1,...em }emM—CutSets

siendo d. la longitud de la arista e. Cuanto més proximo a cero sean las canti-
dades d In A, mejor serd la aproximacién.

Debido a que Inp =p— 14 Oz(p — 1) tenemos que en el caso particular de
un grafo homogéneo, el teorema anterior se reduce al teorema 3.1.2 en el caso
de la All-terminal confiabilidad. De hecho, por el mismo argumento podemos
enunciar el teorema anterior de la siguiente manera:

Teorema 3.3.3. Sea G = (V, E, (pe)ecr) un grafo aleatorio m-conexo de con-
fiabilidades no nulas en sus aristas. Considerando a la confiabilidad de G como
funcion de las variables (pe)ecr, tenemos que su serie de Taylor alrededor de 1
es:

Ran(G) =1- ) (1= pe)(1 = pea) oo (1= pey) + -

{e1,...em }eM—CutSets

donde los puntos suspensivos denotan términos de mayor grado.

Es decir, escribiendo el polinomio obtenido por el algoritmo FACT para el
célculo exacto de la confiabilidad en las variables (1 — p.)ecp, obtenemos un
polinomio cuyos primeros términos son los de la expresion anterior.
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Capitulo 4

Caso de Estudio: Red de
ANTEL

4.1. Regiones Este y Oeste de la Red de ANTEL

Los siguientes resultados tedricos estan fuertemente motivados por la red de
ANTEL. Se usara fuertemente el teorema de factorizacién previo junto a los
indices de confiabilidad discutidos anteriormente. En esta seccién, confiabilidad
se refiere a All-terminal confiabilidad.

Considere un grafo G como en el lema (2.1.1) del capitulo dos, de forma tal
que los grafos G; y G resultantes sean al menos 2-conexos.

Estudiemos la confiabilidad de G en la regién p ~ 1. Por medio del teorema
de factorizacién (2.1.3), tenemos que

R(p) = Ri(p)Ra(p) + Ri(p)Ra2(p) — Ri(p)R2(p)

siendo I? la cgnﬁabilidad del grafo G, Ry y Ro la§ confiabilidades de los grafos Gy
y G2y Ry vy R las confiabilidades de los grafos Gy y Ga. Asi, desarrollando hasta
segundo orden la expresién anterior en sus indices de confiabilidad, tenemos que

RA—p)=0—Hyp?..)A = Jip—Jop®..)+ (1 — Hip— Hop?.. ) (1 — Jop? ...

7(1 - Hlprgpz )(1 - lef Jgpz...)

es decir
B(p) =1—R(1 —p) = (Ho + Jo + Hi J))p* + ...
por lo que G es al menos 2-conexo y ademads

Iy = Ho+ Jo + HiJy

Un caso particular de la expresion anterior es cuando G1 o Go es 2-conexo, es
decir, cuando H; = 0 o J; = 0. En este caso, mediante la relaciéon entre indices
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Figura 4.1: Red de ANTEL

de confiabilidad y ntimeros de conectividad del lema (3.1.1), tenemos que

N§ = N + N2
siendo N§' el segundo numero de conectividad de G'y ]\75 el segundo ntmero de
conectividad de G;.

En el caso particular de la red de ANTEL, Figura (4.1), entre varias descom-
posiciones que admite la red, por convencién tomamos los nodos TIU y TITA
como los nodos a y by definimos en la manera obvia las regiones (subgrafos)
Este y Oeste como los grafos G; y G2. Convenimos también, en este escrito,
pensar a la arista que conecta a TIU con TIA como una arista del subgrafo
Este (vea las figuras (4.2) y (4.3)). En esta descomposicién, a diferencia de la
region Este, la regién Oeste es 2-conexa por lo que vale la expresion anterior y
tenemos que:

NANTEL _ N2E n Nzw
siendo N3*NTEL ¢] segundo niimero de conectividad de la red de ANTEL (all
terminal) y ]\72E y NQW el segundo nimero de conectividad (all terminal) de las
regiones Este y Oeste respectivamente con sus nodos de interconexion identifi-
cados.

En particular, tenemos la siguiente estimacién del indice de Moore-Shannon

de la red de ANTEL:
T
NE + NJV

Para la red de ANTEL, mediante inspeccién exhaustiva, tenemos que NQE =

191 mientras que NQ‘/V = 206 por lo que N3*NTEL — 397 1o que nos da una
estimacién del indice de Moore-Shannon:

pANTEL ~0,997481108
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Figura 4.3: Regién Este de la red de ANTEL
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4.2. Diseno de Mejoras respecto al Comportamien-
to Asintético

Debido a que la red de ANTEL es 2-conexa, por el teorema 3.1.2 el com-
portamiento asintético de su polinomio de confiabilidad estd determinado por
su segundo nimero de conectividad. Estudiemos como afecta a este nimero la
interconexion de nuevas aristas en la red.

Definicién 4.2.1. Decimos que {a,b} es un par de K-desconexién de G si a
y b son aristas del grafo G tales que al ser removidas deconectan algin par de
nodos de K. Denotamos el conjunto de los pares de K-desconexion de G como
PE.

Es claro de las definiciones que

NE = 4P

Lema 4.2.1. Néq” = NQQTZ?) + ZAGAT’COS < Z;

) siendo L4 el largo del arco A

y la suma es en los arcos de G.

Demostracion: Sea v un nodo de G perteneciente a algin arco A y que dista
de los extremos de este arco en a y b aristas. Entonces tenemos que:

N§T23U{U} _ Nzgr23 +ab

siendo Nzgr23 el segundo nimero de conectividad respecto a los nodos de grado
mayor o igual a tres y Ny r230{v} g segundo nimero de conectividad respecto

a los nodos de grado mayor o igual a tres union el vértice v. Haciendo uso de la

relacion
(3)(a)rm=("3")
tenemos que
( g)+ ( g )+N2g,.23u{v} < a;rb>+Ngr>3 ( l; >+N29T>3

Inductivamente, agregando todos los nodos restantes del arco A uno por uno,
tenemos que

T v l T
Ngr=2t EA}z( ) )+N§ =

siendo NQQTZBU{DEA} el segundo niimero de conectividad respecto a los nodos de
grado mayor o igual a tres union los vértices del arco A. Repitiendo el argumento
para el resto de los arcos de GG, tenemos el resultado. O

Lema 4.2.2. Sea G un grafo 2-conexo y sea G el grafo resultante de conectar
un arco A en G entre nodos de G. Entonces

“79r>3 gr>3
NJ= < NS
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Figura 4.4: Mejora de la confiabilidad de la red conectando una arista

Demostracion: Debido a que G es 2-conexo, ningin par de desconexiéon de
G tiene alguna arista en el nuevo arco A por lo que

gr>3 gr>3
PZ=" C P

lo que, tomando cardinales, implica el resultado. ([
Llegamos asi al resultado central de esta seccion.

Teorema 4.2.3. Sea G un grafo 2-conexo y sea G el grafo resultante de conectar
una arista A en G entre nodos de G. Entonces

Al
N, <N

Demostracion: Supongamos que la arista A estd conectada en nodos interi-
ores de arcos distintos de G. Sean ai,b; v as, by las distancias en aristas a los
extremos de los arcos a los que estd conectada la arista A (ver Figura (4.4)).
Entonces, haciendo uso del lema anterior, tenemos

~FAU All _ 779723 gr>3
Ny = N =Ny =" = N§™= =% "aib; <0
i

lo que demuestra el resultado. Las otras posibilidades en la interconexién de la
arista A con G se demuestran analogamente. O

Cabe destacar, que para el cdlculo de mejoras respecto a la confiabilidad,
debido al lema (4.2.1), tenemos la siguiente férmula:

AN = ANS™Z? =3 "a;b; <0

siendo a1,b1 y as,be las distancias en aristas a los extremos de los arcos a
los que estd conectada la nueva arista responsable de la mejora que se quiere
cuantificar (ver Figura (4.4)). El valor de la férmula anterior es que distingue
la contribucién local de la contribucion global en la mejora de la confiabilidad,
distincién posible en la regién p ~ 1. De la férmula anterior, también vemos
que una vez elegido un par de arcos para conectar una nueva arista, los mejores
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vértices para hacerlo son los del medio de cada arco (o los més cercanos a la
mitad del arco), resultado cualitativo no trivial.

Para la regién Oeste (ver Figura (A.1)), agregando una arista, tenemos las
siguientes mejoras:

Mejora | AN

SCT-YOU | -24
COL-LIB | -34
SCT-VCA | -23

YOU-VCA | -25

Agregando dos aristas, una de las maneras de obtener el valor més alto de
posibles mejoras es con la siguiente conexién:

Mejoras | AN
SCT-YOU, COL-LIB | -56

Anélogamente, para la regién Este (ver Figura (A.2)), agregando una arista,
tenemos las siguientes mejoras:

Mejora | AN
MIN-ZPC | -53
MGU-ZPC | -55
ZPC-CHF | -50
CHF-HIT | -13

Agregando dos aristas, una de las maneras de obtener el valor méas alto de
posibles mejoras es con la siguiente conexion:

Mejoras | AN
MGU-ZPC, HIT-MIN | -64

Sin embargo, la mejora anterior no es muy realista respecto a la longitud de
las lineas requeridas. Una mejora menos confiable pero mas realista es:

Mejoras | ANSY
MIN-ZPC, CHF-HIT | -60
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Capitulo 5

Teoria de Factorizacion

5.1. Combinatoria del Problema

En todo el capitulo Gy, G2 y G seran grafos con subconjuntos distinguidos
de vértices K1, Ky y K respectivamente tales que G = G UGs, K = K1 U Ky

y
{kl,kg,...kn}:KlﬂngGlﬂGg

También supondremos en todo el capitulo que para cada vértice v € K existe
un camino en G que conecta a v con algun k;.

Lema 5.1.1. G es K-conexo si y solo si G es {ki,ka,...ky}-conezo.

Demostracion: El directo es trivial. Para el reciproco, sean a y b vértices en
K. Existen caminos P, y P, que conectan a a y b con k; y k; respectivamente.
Como G es {k1, ks, ...k, }-conexo, existe un camino P que conecta a k; con kj.
El camino P, U P U P, conecta entonces a a con b. ([l

El lema anterior motiva la siguiente definicién.

Definicién 5.1.1. Definimos la siguiente relacién de equivalencia, k; ~! k; si
existe un camino en G; que conecta a k; con k;, [ = 1,2. Llamaremos esta-
do de conectividad a una particién de {k1, k2, ...k, } y definimos el estado de
conectividad de G; como

Cr = {k1 ko, .. K}/ ~

Denotaremos Con al conjunto de estados de conectividad. Observe que todo
estado de conectividad C determina una tnica relacién de equivalencia ~¢ (dos
elementos son equivalentes si pertenecen a la misma clase) de forma tal que las
correspondencias son inversas; es decir, podemos identificar estados de conec-
tividad con relaciones de equivalencia en {k1, ko, ...k, }. La Figura 5.1 muestra
con un ejemplo dos formas ttiles de representar a los estados de conectividad.

Definicién 5.1.2. Sea A un estado de conectividad. Definimos el grafo que
resulta de la identificacién de los vértices {k1, ko, ... k,} de G; = (V, E) en las
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{{13}.{2.4}} = 1324 -

Figura 5.1: Estado de Conectividad

clases de A como el grafo Gi* = (V/ ~ 4, E4), siendo
EY ={ ({r(a),7(b)},n) / ({a,0},n) € E }
y K = 7(K;) el conjunto de vértices distinguidos del nuevo grafo donde
7V =>V/~y
es la funcién sobreyectiva candnica tal que 7(a) = [a]~ .

Definicién 5.1.3. El conjunto de estados de conectividad de G es Con x Con
y (C1,C2) es el estado de conectividad de G.

Considere a G como un grafo aleatorio cuyas aristas tienen confiabilidad de
operacion independientes con distribucién de Bernoulli.
Definicién 5.1.4.
R(C) = P(C=0)
PG(A7 B) = P((Av B) = (61762))
siendo A, B y C estados de conectividad y | = 1, 2.

Los estados de conectividad forman una particion del espacio muestral de
estados de Gy, [ = 1,2; es decir,

1= Y P(C)

ceCon

Mas aun, los estados de conectividad de G; son independientes de los estados de
conectividad de G5 por lo que Con x Con es una particiéon del espacio muestral
de estados de G' y ademés

Po(A,B) = Pi(A)P(B)

Definicién 5.1.5. Diremos que un estado de conectividad (A, B) de G es conexo
si

{k‘l,kg,...kn}/ ~= {{k17k2;kn}}

siendo ~ la relacién de equivalencia: k; ~ k; si k; ~4 kj o k; ~p k;j.
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Figura 5.2: Estados de Conectividad de G conexos

Figura 5.3: Estados de Conectividad de G no conexos

Las Figuras 5.2 y 5.3 muestran ejemplos de estados de conectividad de G.
De esta manera tenemos que la K-confiabilidad de G estd dada por

RG)= > Pa(AB = >  Pi(AP(B)

(A,B) conexo (A,B) conexo

Todas las consideraciones anteriores sugieren la siguiente construccién. Sea
V' el Q-espacio vectorial con base los estados de conectividad y considere el
funcional que resulta de la extension lineal de P; que, abusando de la notacién,
lo denotaremos con el mismo nombre P;. Asi tenemos el funcional

PPP: VRV =R

y junto con él, la siguiente expresién para la confiabilidad

R(G) =P & P, >  A®B
(A,B) conexo

La expresion anterior convierte el problema original de la factorizacién, en
principio probabilistico, en un problema combinatorio. En concreto, el problema
a resolver ahora es el de expresar el vector Rde V@V

R= Y  A®B
(A,B) conexo

en términos de todas las identificaciones posibles de G; y G2 en los vértices
{k1, ks, ...k, }. Para esto, definamos R 4(G;) como la Kj*-confiabilidad del grafo
Gf‘ que resulta de la identificacién de los vértices {ki, k2, ... k,} de G en las
clases de A, siendo K| ZA el conjunto de vértices distinguidos resultante.

Lema 5.1.2. R-A(Gl) = ZB / (A,B) conexo ‘PZ(B)

Demostracion: Basta observar que G;“ es K lA—conexo si y sélo si C; verifica
que (A,C;) es conexo por lo que

RA(G)) = P(C, € {B/ (A,B) conexo})
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=§+@+C+

(1]

N=
-

Figura 5.4

y debido a que los estados de conectividad forman una particion del espacio
muestral de estados de G, tenemos el resultado. O

Asi, mediante el funcional P, : V — R, tenemos que

Ra(G1) =P, > B
B / (A,B) conexo

Definiendo el vector de V' (ver Figura 5.4)
Ra= > B
B / (A,B) conexo

hemos convertido el problema original en el siguiente problema combinatorio:
Expresar el vector R de V ® V' en términos de los vectores R4 de V.

5.2. Teorema de Factorizacion

Siguiendo con las definiciones y notaciones de la seccién anterior, ordenando
los estados de conectividad tenemos entonces que

R= Z (lij.Ai &® -Aj
i,j=1

siendo A = (a,j) la matriz de conexidad con entrada a;; = 1 si (A;, A;j) es
conexo y a;; = 0 en caso contrario. Considere el operador lineal T': V' — V tal
que T(A) = R4.

Lema 5.2.1. La matriz de conexidad es simétrica y es la matriz asociada al

operador T en la base Con.

Demostracién: Por definicién, A es simétrica. Tomando coordenadas respec-
to a la base Con tenemos

[T(Aj)]COn = [RAj]Con = (a1j,a2j, . amj)

por lo que
[Tcon = (ai;)
O

El siguiente lema es nada trivial y toda la seccién siguiente estd dedicada a
su demostracién (Teorema 5.3.7) y calculo (Teorema 5.3.9).
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Lema 5.2.2. La matriz de conexidad A es invertible en M,,(Q).

Observacion 5.2.1. La matriz de conexidad A no es invertible en M, (Z) sin > 2
y por el Lema 5.2.1, el Teorema 5.3.10 de la seccién siguiente mide cuan lejos
estd de serlo.

Tenemos asi el teorema de factorizaciéon buscado.

Teorema 5.2.3. Sea (b;j;) = A™! siendo A la matriz de coneridad. Entonces

R= Y bijRa, ®Ruy,

i,j=1

y la expresion anterior no depende del orden elegido en Con.

Demostracion: Debido al lema 5.2.1, tenemos que

Aj = bijRa,
por lo que
R = Z a;jbribp; Ra, @ Ra,
h,i,j,k=1

Como (a;;) y (bi;) son inversas

m
> " briaij = Ok,
i=1

y tenemos que

R= Z OkjbnjRa, @ Ra, = Z breRa, @ Ra,
h,j,k=1 h,k=1

Finalmente, debido a que A es simétrica, su inversa también lo es y tenemos
que

R= )" buRa, @ Ra,
h,k=1

Resta ver que la expresién es independiente del orden elegido en C'on. Para
esto, basta hacer una formulacién intrinseca y no relativa a ningtin orden en
Con; es decir,

R = Y A®R4

AeCon

= Y NI @ Ry

AeCon

= Y T ' Ra)®Ra
AeCon
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Figura 5.5

La formulacién anterior es la expresién del teorema independiente del orden
en la base. Fijando un orden y tomando coordenadas tenemos la expresién del
teorema. O

La expresion del teorema anterior es la version combinatoria del teorema
de factorizacién. Para obtener su versién probabilista basta aplicar, como fue
explicado en la seccién anterior, el funcional P; ® Ps; es decir,

Corolario 5.2.4. En las hipdtesis y notaciones precedentes, la confiabilidad de
G se factoriza como

R(G) = > bijRa,(G1)Ra,(G2)

ij=1

Veamos que la teoria reproduce el teorema de factorizacién del capitulo 2
(Teorema 2.1.3). Ordenando la base Con de la siguiente manera:

—~~
Con ={12, 12 }

tenemos que la matriz de conexidad es
01
(1)
-1 1
-1 _
=)

R=Rpyp®@Rig+Ri2®Rpy — Ri2 @ R

y su inversa es

por lo que

factorizacién que se ilustra en la Figura 5.5.
Veamos el caso n = 3. Ordenando la base Con de la siguiente manera:

s TN
13 2

~~
Con = {123,123, 123,123}

tenemos que la matriz de conexidad es

S

Il
_ oo oo
e e e e R an}
—— 0 = O
_ O = = O
= =
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y su inversa es

Para el caso n = 4, ordenando la base Con de la siguiente manera:

Con = {1234,12 3

tenemos que la matriz de conexidad es

o o o = = = o~
O A 4000 A A - - O
O OO A O rdrdrdrdr—~ O —~
SO 1A O A0 A ™ O — — —
O OO A OO A ™™ O — — — —
OO " ™" = O A O —
O O " O A O = —
O 4 OO A A O = =~ — —~ —~
OO OO OO0 OO A H O A H OO A
OO OO OO O A O A O -
OO OO OO OO OO A HO A+ O
[l el o NoNolol ol i a i ie e R B
SO OO0 O —H OO A O A
O OO OO OO HAH OO O ~H —~
O OO OO OO ODOoOOoOOo OO o

|

<

y su inversa es

-1 -1 -2 -2 -2 =2
-2 -1 -1

-1
1

1

-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
2
-1
-1

-1
-1

-1
2
-1
-1
-1
-1

2
-1
-1
-1
-1
-1

-2
-2

-1
-1
-1

-1

-1
-1
-1

-1
-1
-1

-1
-1

-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1

-1

-1

-1
-1

-1 -1 -1

2
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5.3. Invertibilidad de la Matriz de Conexidad

En esta seccion identificaremos a los estados de conectividad con sus simetrias;
es decir, existe una correspondencia biunivoca

A—)S_A

entre los estados de conectividad y los subgrupos del grupo de permutaciones
Sy generados por transposiciones tal que

A= {ki k... .kn}/Sa

es decir, el estado de conectividad coincide con el conjunto de érbitas de {k1, k2, . . .

por la accién del subgrupo (generado por transposiciones) S (consultar [OBr]).
(Observacién: El hecho de que los subgrupos sean generados por transposiciones
es para garantizar la maximalidad del subgrupo respecto a la propiedad ante-
rior y asegurar la unicidad en la asociacién.) De hecho, podemos pensar a los
estados de conectividad como representaciones de los subgrupos del grupo de
permutaciones generados por transposiciones.

Esta identificacién muestra que los estados de conectividad tienen natural-
mente una estructura de monoide conmutativo con unidad (consultar [Gel])

e={id} =~ {{k1},{ko},.. . {kn}}

con el producto

A-B=(AUB)

Es claro que el producto estd bien definido ya que el subgrupo generado por
subgrupos generados por transposiciones estd generado también por transposi-
ciones. Observe también que Con tiene un orden parcial natural dado por la
inclusion de los subgrupos asociados.

Esta identificacién proporciona una manera elegante y 1til de caracterizar
un estado de conectividad de G: (A, B) es conexo si y sélo si

AB:Sn%{kl,kQ,kn}

Definicién 5.3.1. El grupo de permutaciones S,, actiia por conjugacién en los
estados de conectividad:

o(A)=cAo™!

En particular, tenemos clases de conjugacién en Con, concretamente, las
orbitas en Con bajo la accién del grupo S,; es decir, A ~ B si existe una
permutacién o tal que A = o(B) = cBo~1.

Lema 5.3.1. Sea o una permutacion de S,. Entonces o : Con — Con es un
morfismo unital de monoides, es decir, o(id) = id y ademds

o(A-B)=0c(A) a(B)
Demostracion: Es claro que o(id) = id. Veamos que o es morfismo de
monoides. Observe que o(A - B) contiene a o(A) y a o(B) por lo que, por

definicion,

o(A-B) Do(A)-a(B)
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Por otro lado, 0~ (o (A) - o(B)) contiene a A y a B por lo que, por definicién,
A-Bc o l(o(A)-o(B))
Aplicando o tenemos que
o(A-B) Co(A)-a(B)
O

De esta manera, el Q-espacio vectorial V' generado por el monoide conmu-
tativo Con es ahora una Q-algebra asociativa y conmutativa con unidad. El
morfismo de monoides o se extiende linealmente a un morfismo unital de alge-
bras, siendo ¢ una permutacién de S,,.

Considere el operador lineal 7 : V' — V tal que 7(S,) = S, y para todo
estado de conectividad A distinto de Sy,

mA)= J] A-A-B)
B/ B£A

Lema 5.3.2. Sea A un estado de conectividad. El vector w(A) verifica las si-
guientes propiedades:

1. B-n(A)=0VB /B <A
2.C-n(A)=n(A)VC /C<A
3. m(o(A)) =o(n(A)) Yo € S,

En particular, A-w(A) = w(A) y B-w(A) = 0 para todo estado de conectividad
B distinto y conjugado a A.

Demostracion:

1. El algebra es conmutativa y Con es una base de idempotentes, es decir,
A? = A para todo estado de conectividad A.

2. Basta ver que C- A= AsiC < A.
3.

o(w(A) = o [ (A-A-B)
B/ BtA
I (e —0o(A)-o(B)
B/ B£LA
- I1 (o(A) —a(A)-o(B))
a(B) / o(B)£o(A)
= m(o(A))

donde utilizamos, en la iltima igualdad, que o es invertible.
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Definicién 5.3.2. Para cada estado de conectividad A definimos su nimero de
conexidad a4 como el coeficiente de S, en el desarrollo de 7(A), es decir,

7T(,A)=...+a_,45n

Observe que por el punto tres del lema 5.3.2, el nimero de conexidad es
invariante por conjugacién, es decir,

QA = O5(A)

para toda permutacion o. Los lemas que siguen tienen por objetivo calcular los
ntimeros de conexidad y mostrar en particular que son siempre distintos de cero.

Definicién 5.3.3. Denotamos por I',, al grafo que consta de n vértices y una
arista entre cada par de vértices. Denotamos por Fﬁ al grafo que resulta de la
identificacién de los vértices {1,2,...n} de T, en las clases de A.

Sea G un grafo y considere su polinomio de confiabilidad R(G). Denotare-
mos por mgr(R(G)) al término de R(G) cuyo grado coincide con el nimero de
aristas de G. Observe que si G tiene aristas irrelevantes, mgr(R(G)) = 0. Si el
término mgr(R(G)) es distinto de cero, entonces es el término de mayor grado
del polinomio.

Lema 5.3.3. Sea G un grafo con k aristas entre un par de vértices distintos
iy j de G. Considere el grafo G que resulta de extraer k — 1 aristas entre los
vértices i y j de G. Entonces,

mgr(R(G)) = (—p)*~" mgr (R(G))

Demostracion: El resultado es claro para kK = 1. Supongamos que hay k& > 1
aristas entre los vértices ¢ y j de G y que el resultado vale cuando hay una
cantidad menor o igual a k —1 de ellas. Considere una arista a entre los vértices
1y 7 de G. Aplicando el teorema de factorizacién simple a la arista a tenemos

R(G)=p R(G-a)+ (1 - p)R(G — a)

siendo G - a el grafo que resulta de contraer a y G — a el grafo que resulta de
extraer a. Observe que el nimero de aristas de G - a y G — a es el nimero de
aristas de G menos uno y debido a que k > 1, G - a tiene aristas irrelevantes.
Asi,

mgr(R(G)) = (—p) mgr(R(G — a))

Por la hipétesis inductiva, tenemos el resultado. O
Lema 5.3.4. FEl polinomio de confiabilidad de Ty, es
RT,) =x(n—-1)!p?+...

stendo g, el grado mds alto de la expresion, el nimero de aristas de I'y,, a saber,
[ n
9=\ 2
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n+l =

n+l

Figura 5.6: Relacion entre los grafos I'

n+l1

Figura 5.7: Grafo H, 4

Demostracion: Para aliviar la notacién, identifiquemos en esta demostracién
a un grafo con su polinomio de confiabilidad. Veamos por inducciéon que

n

mgr(Lni1) = (*1)n+1n mgr(L'n) p
Para n = 1 es claro que la relacién se verifica ya que I's = p y I'y = 1. Supon-

gamos que se verifica para n.

La Figura 5.6 muestra la relacién entre los distintos grafos I'. Factorizando
la arista entre los vértices n y n + 1 del grafo I';, 11 mediante el teorema de
factorizacién simple y empleando el truco descrito en el lema anterior, tenemos
que

Fhir = p(_p)n71 Lpt...+(1—=p) Hopa

donde los puntos suspensivos denotan términos de grado menor al ntimero de
aristas de I',,41 y el grafo H,, 41 es el grafo que resulta de extraer la arista entre
los vértices n y n + 1 del grafo I';, 41, ver Figura 5.7.

Por hipétesis inductiva,
mgr(l'n) = (=1)"(n — 1) mgr(T'n-1) Pt

lo que implica, debido a que la relacién entre los grafos I',, y I';,_1 es la misma
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que la relacién entre Hy, 41 y I';, (ver Figuras 5.6 y 5.7), la siguiente relacién
mgr(Hys1) = (~1)"(n — 1) mgr(T,) p"

Asi, tenemos que

Cpi1 =p(—p)" ' Tt . +(1=p)(=1)"(n=1) T, p" ... = (=1)"T'n T, p"+. ..

donde los puntos suspensivos denotan términos de grado menor al nimero de
aristas de I';,11. Asi concluimos que

n

mgT(Fn-H) = (_1)n+1n mgr(rn) p

Esta relacién recursiva muestra que mgr(I'y,) es distinto de cero por lo que es
el término de mayor grado de I';,, a saber,

r, = (_1)n+(n—1)+.4.2(n _ 1)!p(n—1)+4..1 ¥
lo que demuestra el lema. (I

Lema 5.3.5. Sea A un estado de conectividad con m clases de aq,as,...an
elementos. Entonces
R(TY =+(m—1)! p? + ...

siendo g, el grado mds alto de la expresion, el nimero de aristas no irrelevantes
A .
de I';}, es decir,
9= E a;a;
i)
Demostracion: Para aliviar la notacion, identifiquemos nuevamente en esta
demostracion a un grafo con su polinomio de confiabilidad. El grafo I'! tiene
. a; . e
como vértices las m clases de A, ( 2’ ) lazos irrelevantes en cada vértice ¢

respectivamente y finalmente tiene a;a; aristas entre los vértices ¢ y j siendo a;
y a; el nimero de elementos de las clases i y j respectivamente.

Sea, f‘ﬁ_ el grafo que resulta de quitar los lazos irrelevantes de I‘ﬁ de forma
que T4 y T/ tienen el mismo polinomio de confiabilidad. Mediante el truco de
la simplificacién del lema 5.3.3, podemos relacionar a I'/* con T, como sigue

mgr(T7) = (=p)># @9 mgr(Ty,)
()
= (P (Em -1 p\
= +(m— 1)l pizi 4

lo que demuestra el resultado. O

Lema 5.3.6. Sea A un estado de conectividad con m clases. Entonces,

aq=x(m—1)!
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Demostracion: Sea A un estado de conectividad y considere otro estado B
tal que B £ A. Existe una transposicién T en B que no pertenece a A. Debido
aque ACA-By () C A-B tenemos que A- (1) C .A- B por lo que

AB(A-A-()=A-B-A-B=0

Hemos demostrado asi que,

A-B. 11 (A-=A- (1)) ] =0
T transp. / (T)£A

por lo que podemos escribir el vector 7(A) de la siguiente manera

m(A) = II (A-A- (1)) =A- I1 (e = (7))

T transp. / (T)LA T transp. / (T)£A
Desarrollando la expresién anterior concluimos que
ap,=Cy—C1+Cy—C3+...

siendo C; la cantidad de subconjuntos F' de cardinal ¢ del conjunto de trans-
posiciones {7 transp. / (t) £ A} tales que (F) - A=5,.

Identificando a la transposicién (i) con la arista entre los vértices i y j de T'y,,
podemos interpretar a C; como la cantidad de pathsets (estados operacionales)
de T/ con sélo i aristas operacionales. De esta manera tenemos que

R(T3)

Co(1=p)? + Cip(1 —p) " + Cop*(1 —p)? 2 + ...
= (—1)9(00 —C1+Cy—C3+ .. .)pg
(=1)%aq p? + ...

donde g es el nimero de aristas no irrelevantes de I'! y los puntos suspensivos
denotan términos de grado menor que g. Por el lema anterior,

ag==x(m—1)!
O

Sean {01,004, ...0O} las clases de conjugacién de los estados de conectivi-
dad. El nimero de clases de un estado de conectividad es invariante por conju-
gacién por lo que tiene sentido definir a mp, como el nimero de clases de algin
elemento de O;.

Identificando los distintos niveles del diagrama de Hasse (diagrama de inclu-
siones) de los subgrupos generados por transposiciones de .S,, y observando que
estados conjugados pertenecen al mismo nivel, podemos ordenar a Con de la
siguiente manera: Numeramos una clase del primer nivel, proseguimos con otra
clase del mismo nivel y asi hasta acabar con las clases del primer nivel. Conti-
nuamos numerando una clase del segundo nivel, proseguimos con otra clase del
mismo nivel y asi hasta acabar con las clases del segundo nivel. Lo mismo con
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el tercer nivel y asi, hasta acabar los niveles. A un orden como el descrito lo
llamaremos orden coherente. Observe que este verifica que

A; < .Aj = 1<]
Teorema 5.3.7. Sea A la matriz de conexidad. Entonces,

k
det(A) = + [ [(mo, — 1)! ¥

i=1

Demostracion: El determinante de A no depende del orden que tomemos
en la base C'on por lo que podemos tomar un orden coherente. Sea B la matriz
asociada a 7 en la base C'on con el orden coherente elegido. En la demostracion
del lema anterior concluimos que

m(A) = A- II (e = (7))

T transp. /| (T)£A

por lo que B es triangular inferior con unos en su diagonal,

0 0
* 1 0
B= .
* % 1
En particular,
det(B) =1

Interpretando la expresién del vector w(A) en términos de la base Con como
operaciones elementales de filas en la matriz de conexidad A, por el lema 5.3.2
tenemos la siguiente identidad:

o, Iﬁ(91 0 ce 0
BtA B * o, Iﬂo2 e 0
* * ... ap, Ijo,

Debido a que det(B*) = det(B) = 1 tenemos que

k
det(A) = Haoi 1O
i=1
lo que, por el lema anterior, concluye la demostracion. (I

Tomemos como ejemplo el caso n = 4. Las clases de conjugacién de estados
de conectividad son:
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0, = {1234}

AN AN AN AN AN AN
O, = {1234,13 24,23 14,1 23 4, 13 24, 12 34}
ASNAN AN AN
0; = {14 723,71324,712 34}
AN AN AN A
O, = {1232,27131,3124, 1234
~ =
05 = {1231}

y los respectivos me, son 4,3,2,2,1. Por el teorema anterior, el determinante
de la matriz de conexidad es

det(A) =4 —IN1'B-1)%2-D32-1)*1-1)!! =4384

Podemos darle otra estructura de monoide conmutativo con unidad al con-
junto C'on con la intersecciéon como el producto y S,, como la unidad. Anéloga-
mente a la construccion anterior, toda permutacién en S,, es un morfismo unital
de monoides y extendiendo este morfismo a V', la Q-algebra asociativa y conmu-
tativa con unidad generada por el monoide C'on con este nuevo producto, toda
permutacién es un morfismo unital de algebras.

Considere el operador lineal £ : V' — V tal que &( {id} ) = {id} y para todo
estado de conectividad A distinto de {id},

A= ) -0

c/c<A
Lema 5.3.8. Sea A un estado de conectividad. El vector £(A) verifica las si-
guientes propiedades:

1. BNnéA)=0vVB / B< A

2.CNEA)=¢A)YC/C> A

3. £(0(A)) = 0(£(A)) Yo € Sy

Demostracion: Andloga a la demostracién del lema 5.3.2. (]

Teorema 5.3.9. Tomemos un orden coherente en Con. Sean B y D las matrices
asociadas a los operadores m y & en la base Con y sea

agr Lo, 0 0
o 0 ap, .Iu@2 .. 0
0 0 . ag) '[wk,
Entonces,
A'=BCD
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Demostracion: Siguiendo la demostracién del teorema 5.3.7, observe que,
por el lema 5.3.2, la matriz C' B' A es tal que su entrada ij es uno si A; < A;,
es decir, si A; N A; = A; y cero en otro caso.

Interpretando la expresion del vector £(A) en términos de la base Con como
operaciones elementales de filas en la matriz C B! A y observando que en esta
expresion sélo aparecen los elementos C tales que C < A, por el lema 5.3.8
tenemos que

I=D'CB'A
va que si B £ Ay C < A, entonces B £ C. Debido a que A es simétrica,
transponiendo la expresién anterior vemos que A también tiene inversa a derecha

yque A~'' = B C D. (]

Tomemos como ejemplo el caso n = 3. Un orden coherente en la base Con

e o N T T
Con = {123,1723",713 2,712 3,123}

Calculemos las matrices B, C' y D del teorema anterior:

~~ ~~ ~~ =
7(123) = 123 — 123 — 1372 — 1723 +2. 123
~~ = =~
r("12°3) = "12°3 — 123
~~ ~~ =
m(13°2) = "1372 — 123
~~ A~ A=
m(17237) = 1723 — 123
=~ —~~
7(123) = 123

por lo que la matriz asociada a 7 en la base Con es

1
-1 1
B=| -1 0 1
-1 0 0 1

2 -1 -1 -1 1

Observe que la ultima fila tiene como entradas los respectivos niimeros de conex-
idad por lo que
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€(123) = 123
= =
€"12°3) = "12°3 — 123
~~ =~
€"1372) = "1372 — 123
= =
€(17237) = 1723 —123
=~ A~ A= ~~ ~~
€(123) = 123 — 1273 — "1372 — 1723 +2.123

por lo que la matriz asociada a £ en la base Con es

1 -1 -1 -1 2

1 0 0 -1

D = 1 0 -1
1 -1

1

Por el teorema anterior, tenemos que la inversa de la matriz de conexidad
en el cason = 3 es

1 1 1 -1 -1

-1 1 ~1 1 0
A= -1 0 1 -1 1

-1 0 0 1 ~1

2 -1 -1 -1 1 1

El grupo de permutaciones Ss tiene la particularidad de que sus subgrupos
minimales no triviales coinciden con sus subgrupos maximales no triviales y ésta
es la razon de porqué en este caso la matriz D coincide con la transpuesta de B.
Esta coincidencia sélo ocurre en este caso. Si bien es més tedioso, el cdlculo de
la inversa de la matriz de conexidad en los demas casos sigue exactamente los
mismos pasos que el cdlculo anterior y se efectiia mediante el dlgebra generada
por el monoide de los estados de conectividad. Esta es la virtud de la teorfa.

Finalmente, por el teorema 5.3.9, podemos interpretar a los ntmeros de
conexidad, salvo el signo, como los nimeros cuya descomposicién prima genera
los factores invariantes del grupo abeliano de torsién

Z{Con)
Z(R4 /| A€ Con)

que resulta del cociente entre el grupo abeliano libre generado por los estados
de conectividad y el subgrupo generado por los vectores R4 tal que A es un
estado de conectividad (consultar [Ge2]).

Teorema 5.3.10.

Z{Con)
Z{Ra | A€ Con)

1O,

e

Lime, —1)!

i

i=1
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Demostracion: Siguiendo la demostracién del teorema 5.3.9 tenemos que,
debido a que B y D son matrices triangulares con entradas enteras y unos en
su diagonal, B y D son matrices invertibles en M,,(Z); es decir

B,De GL,(Z)
y en particular, £ es un automorfismo de Z(Con), es decir
¢ € Aut(Z{Con))

Asi tenemos que

oo, Iﬁ@l 0 e 0
DA — 0 o, .Iu(f)2 . O B*l
0 0 PPN o, Iﬁok

Sea N el subgrupo de Z(Con) generado por los vectores a4.A tal que A es
un estado de conectividad. Debido al lema 5.2.1, a que B es invertible en M,,(7Z)
y a que

m m m m
§(Ray) = aié(A) = > diiaigAx = D aibrieijAr =Y eij(aidy)
i=1

ik=1 ik=1 i=1

siendo (e;;) = B™' y (d;;) = D, tenemos que N es isomorfo por ¢ al subgrupo
de Z{Con) generado por los vectores R 4 tal que A es un estado de conectividad.
Tenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

0—=Z(R4 | A€ Con) —= Z(Con) E ey e 0
|
£, ~ £, ~ |
Y

0 N Z{Con) — @®F_, Lo, —1)1 *9 ——0

donde utilizamos el lema 5.3.6. Por el lema de los cinco, resultado clasico de
dlgebra homoldgica (consultar [Rot]), tenemos el resultado. g

A modo de ejemplo, en el caso n = 3 tenemos

Z{Con)

ZRa] Ac Cony = 12

mientras que en el caso n = 4 tenemos que

Z{Con)

~ ZeDLS ~ZsDTLT
Z(Ra] Ac Cony ~ 7605 =508

Observe que, a diferencia de los casos anteriores, en los casos n > 4 los factores
invariantes proporcionan informacion mas fina que la mera descomposicién pri-
ma del determinante de la matriz de conexidad. Por ejemplo, para n = b5,
tenemos
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@) #O |'m

[12345] 1
12345 10
~~
127734°5) | 15
123 45 10

1234'5]
(123745) | 10
(12345 1

— NN W W ok a0

por lo que

Z{Con)
Z{Ra | A€ Con)

~ Ty QI 7P 07 ~Zg 7 © 73
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Capitulo 6

Conclusiones

El objetivo de la tesis de crear nuevos métodos tanto aproximados como
exactos para el cdlculo de la confiabilidad de un grafo fue alcanzado. Este estudio
culmina elegantemente en el Teorema 3.3.3 que establece el comportamiento
asintotico de la confiabilidad en términos de la conexidad del grafo en cuestion
y en la Teoria de Factorizacién desarrollada en el capitulo 5. Estos son los
resultados centrales de la tesis.
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Apéndice A

Polinomios de Confiabilidad

A diferencia del capitulo anterior, en este apéndice consideramos a las re-
giones Este y Oeste de la red de ANTEL compartiendo la arista entre los nodos
TIU y TIA. Las Figuras (A.1) y (A.2) muestran los nodos de mayor trafico
(nodos color amarillo) de la red de ANTEL. Observe que el conjunto de nodos
de grado mayor o igual a tres esta contenido en el conjunto de nodos de mayor
trafico por lo que vale el teorema de descomposicién en formas simples (Teorema
2.2.2) para el célculo exacto de la confiabilidad.

El polinomio de confiabilidad de la regién Este de la red de ANTEL respecto
a los nodos de grado mayor o igual a tres es:

536 p®F 2742 p®ic2az p®F —4639 pF 12634 pi 2481 PP 11823 PP +590 P - 1696 pTT + 406
p e +1353 p 7 2723 p ™t +4224 p7P —5708 p P 16966 p L7252 p P +6836 p?? -6586 p 1T+ 6245
pY7-5240 p*®+4025 p*-3453 p*t 42z pPP —2032 pYP +1456 pt 1163 pP+E17 PP o257 P4
28 p? +81p f-162 p?o+201 p?t-178 pP 475 pPi—101 pt +e0 p?0-49 p?F 123 p?P-17 p¥T 18
p26+p25 +8 p24+p23 +4 p22 +p21 +p20

El polinomio de confiabilidad de la regién Oeste de la red de ANTEL respecto
a los nodos de grado mayor o igual a tres es:

—22 p T +16 p ¥ +4z pFF—2a p™m23 P 430 pTE 413 p l—38 p M —41 pPT 429 p P r2e pYT —56 ptt
23 pM a7 pP 12 2P 16 p¥ m 16 p Mg pP 130 77 36 p¥F —25 T L1 41 pTT o210 Y-
8p33+32 p%2 a4 p31 11 p%0+4 p2% 17 p28 p27 4 p26 13 2546 pPhyg pliz p22apilig p20y
4p19

El polinomio de confiabilidad de la regién Este de la red de ANTEL respecto
a los nodos de mayor trafico es:
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Figura A.2: Nodos de mayor trafico de la Regién Este de la red de ANTEL
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5268 p®—20248 p® 4162941 p® —67457 p®? +46531 pBl-42344 p®O 450705 pP¥ —45071 p3F 4
29061 p°7 -23128 p t+24772 p®F -12997 p 248 p*F +1441 p*2 +747 p 726 p" P -za7E pPP
2457 p*F 1249 p¥T+1803 pY 0 -1071 pPF 1021 p Y -107 pPF el p ¥ —217 p M r3 piP o210 3P -
57 p %40 p¥ T —26 p38+19 0 +27 p 16 P 27 PP +12 PP+ a p¥P 45 P2 4 pPE

El polinomio de confiabilidad de la regién Oeste de la red de ANTEL respecto
a los nodos de mayor trafico es:

—56d p T 4+976 pSF +a52 p57 — 1212 ¥ 4514 p5F rop0 PP — 1222 PPl oBd PP 4004 pYTan P
290 p?T+a14 p? 1442 p?P 256 pt 433 pP 51 pP 25 p o133 P +10 PP oz PB4z P
18 p°°+13 p?°+6 p7*

El polinomio de all terminal confiabilidad de la regién Oeste de la red de

ANTEL es:

-184580 p®"+1005912 p°°®-2191715 p°° +2386639 p°t-1298933 p°  +282678 p?
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