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Prólogo

Este libro está destinado a un curso semestral de postgrado en Matemática, intro-
ductorio a la Teoŕıa Ergódica de los Sistemas Dinámicos Discretos. Está organizado
para que partes del libro (por ejemplo los caṕıtulos 1 a 3, 6 y 7) puedan ser utilizadas
también en cursos de las carreras de grado en Matemática y de postgrado en F́ısica e
Ingenieŕıa Matemática.

Aunque la exposición del libro está enfocada desde el punto de vista de los sistemas
dinámicos discretos y deterministas, su lectura no requiere conocimientos previos en
esta materia. Las definiciones y resultados básicos en este tema están contenidos
en la exposición. Requiere en cambio algunos conocimientos previos (básicos) sobre
topoloǵıa de espacios métricos, sobre la teoŕıa de la medida e integración abstrac-
tas, y sobre geometŕıa diferencial. Estos prerrequisitos están incluidos en los cursos
curriculares de la carrera de grado en Matemática.

Los caṕıtulos 1 y 2 introducen los conceptos y primeros resultados básicos de la teoŕıa
ergódica de los sistemas dinámicos discretos y de dinámica topológica: definición y
existencia de medidas invariantes y ergódicas, recurrencia y transitividad, el teore-
ma ergódico de Birkhoff-Khinchin, y las propiedades medibles que caracterizan la
ergodicidad.

El caṕıtulo 3, introduce la dinámica diferenciable. Expone, esencialmente mediante
ejemplos, algunos resultados sobre sistemas dinámicos hiperbólicos.

En el caṕıtulo 4 se enuncian y demuestran otros teoremas ergódicos, cuyas pruebas
son de mayor complejidad que las de los caṕıtulos anteriores: el teorema subaditivo
de Kingmann, el teorema multiplicativo de Oseledets, y el teorema de desintegración
ergódica.

Los caṕıtulos 5, 6 y 7 tratan la teoŕıa abstracta de atractores topológicos y estad́ısticos
de sistemas dinámicos en variedades riemannianas. Se introduce las medidas Sinai-
Ruelle-Bowen (SRB) o f́ısicas, se demuestra su existencia para sistemas diferenciables
hiperbólicos con suficiente regularidad, se define las medidas de Gibbs, y se incluye
una reseña breve de la Teoŕıa de Pesin. El caṕıtulo 7 estudia los atractores en sistemas
continuos, no necesariamente diferenciables, demostrando para ellos la existencia de
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atractores topológicos de Milnor y estad́ısticos de Ilyashenko, y la relación entre estos
y las medidas “SRB-like” o pseudo-f́ısicas.

El caṕıtulo 8 expone los conceptos y resultados básicos de la teoŕıa espectral desde el
punto de vista de la teoŕıa ergódica, la jerarqúıa ergódica, la dinámica del shift y las
medidas de Bernoulli.

El caṕıtulo 9 trata las definiciones y propiedades básicas de la entroṕıa métrica y
topológica, incluyendo las pruebas del Teorema de Kolmogorov-Sinai y del Principio
Variacional de la Entroṕıa.

Finalmente, en el apéndice se incluye el enunciado y la prueba del Lema de Pliss, y
su uso para demostrar el Teorema Ergódico Multiplicativo de Oseledets.

Eleonora Catsigeras1

1Instituto de Matemática y Estad́ıstica ”Prof. Ing. Rafael Laguardia”, Facultad de Ingenieŕıa,
Universidad de la República, Montevideo, Uruguay.
La autora agradece la financiación parcial de la Comisión Sectorial de Investigación Cient́ıfica (CSIC)
de la Universidad de la República, y de la Agencia Nacional de Investigación e Innovación (ANII)
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viii ÍNDICE GENERAL

3.6. Variedades invariantes de conjuntos hiperbólicos . . . . . 72
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Caṕıtulo 1

Dinámica medible y
topológica

Usaremos definiciones, notación y algunos resultados básicos de teoŕıa de la medida
abstracta y de la topoloǵıa en espacios métricos compactos, cuyos enunciados y de-
mostraciones se pueden encontrar por ejemplo en [Fo 1984], [Rud 1979a] o [Ste 2005].

1.1. Dinámica de los automorfismos de medida.

Sea (X,A) un espacio medible y sea T : X 7→ X una transformación medible, es decir
T−1(A) ∈ A ∀A ∈ A.

Definición 1.1.1. Sistema dinámico discreto
Se llama sistema dinámico discreto por iterados de T hacia el futuro a la aplicación
que a cada n ∈ N le hace corresponder la transformación T n : X 7→ X donde T n :=
T ◦ T . . . ◦ T n veces, si n ≥ 1 y T 0 := id. Es inmediato chequear que T n es medible
para todo n ∈ N.
Si además T es bi-medible (i.e. T : X 7→ X es medible, invertible y su inversa
T−1 : X 7→ X es medible), entonces el sistema dinámico discreto, por iterados de T
hacia el futuro y el pasado, se define como la aplicación que a cada n ∈ Z le hace
corresponder T n, donde T−1 es la inversa de T y T n := (T−1)|n| := T−1◦T−1◦. . . T−1

|n| veces si n ≤ −1.

Se observa que si T n+m = T n ◦ Tm ∀ n,m ∈ N, y además si T es bi-medible se
cumple esa propiedad para todos n,m ∈ Z. Esta propiedad algebraica (cuando T
es bi-medible) se llama propiedad de grupo. Significa que el sistema dinámico es una
acción del grupo de los enteros en el espacio X .

Definición 1.1.2. Se llama órbita positiva o futura o+(x) por el punto x ∈ X , y x
se llama estado inicial de la órbita, a la sucesión

o+(x) := {T n(x)}n∈N .

1
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Si T es bi-medible se llama órbita negativa o pasada a la sucesión

o−(x) := {T−n(x)}n∈N

y se llama órbita o(x) bilateral (o simplemente órbita cuando T es bi-medible) a la
sucesión bi-infinita

o(x) := {T n(x)}n∈Z.

Cuando T es medible pero no bi-medible, llamamos simplemente órbita a la órbita
positiva o futura.

Se observa que T n+m(x) = T n(Tm(x)) y por lo tanto el iterado Tm(x) es el estado
inicial de la órbita por x que se obtiene corriendo el instante 0 al que antes era instante
m.

Definición 1.1.3. Punto fijo (o periódico de peŕıodo 1) es x0 tal que T (x0) = x0.
Punto periódico es x0 tal que existe p ≥ 1 tal que T p(x0) = x0. El peŕıodo es el mı́nimo
p ≥ 1 que cumple lo anterior. Se observa, a partir de la propiedad de grupo, que si
un punto es periódico de peŕıodo p entonces su órbita está formada por exactamente
p puntos.

Definición 1.1.4. Sea T medible en un espacio (X,A). Una medida µ se dice que es
invariante por T , o que T preserva µ, o se dice también que T es un automorfismo
del espacio de medida (X,A, µ)), si

µ(T−1(A)) = µ(A) ∀A ∈ A.

Se observa que pueden no existir medidas de probabilidad invariantes para cierta
T : X 7→ X transformación medible dada, como se muestra en el Ejemplo 1.1.7. Sin
embargo:

Teorema 1.1.5. Existencia de medidas invariantes.
Sea X un espacio métrico compacto, y sea T : X 7→ X continua. Entonces existen
(usualmente infinitas) medidas de probabilidad en la sigma-álgebra de Borel, que son
invariantes para T .

Demostraremos este teorema en la siguiente sección 1.2.

Ejercicio 1.1.6. Sean (X,A, µ) e (Y,B, ν) u espacios de medida y sea T : X 7→ Y
medible. Se define T ∗µ como la medida en (Y,B) tal que (T ∗µ)(B) := µ(T−1(B)) =
ν(B) para todo B ∈ B.
(a) Encontrar un ejemplo en que T ∗µ = ν pero µ(A) 6= ν(T (A)) para algún A ∈ A
tal que T (A) ∈ B.
(b) Encontrar un ejemplo en que T sea medible, cumpla T ∗µ = ν pero T−1 no sea
medible.
(c) Demostrar que si T es medible, invertible y su inversa T−1 es medible, entonces
T ∗µ = ν si y solo si (T−1)∗ν = µ. Cuando se cumplen todas esas condiciones, se dice
que T (y por lo tanto también T−1) es un isomorfismo de espacios de medida.
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Ejemplo 1.1.7. Sea T : [0, 1] 7→ [0, 1] tal que T (x) = x/2 si x 6= 0 y T (0) = 1 6= 0.
Afirmamos que:
No existe medida de probabilidad invariante por T .

Demostración: Si existiera, llamémosla µ. Consideremos la partición de intervalo
(0,1] dada por los subintervalos disjuntos dos a dos An = (1/2n+1, 1/2n] para n ∈ N.
Se cumple T−1(An) = An−1 para todo n ≥ 1. Como µ es T invariante se deduce
µ(An) = µ(A0) ∀n ≥ 0. Se tiene µ((0, 1] =

∑
n≥0 µ(An) =

∑
n≥0 µ(A0) ≤ 1. Luego

µ(A0) = 0, de donde µ((0, 1]) = 0 y µ({0}) = 1. Luego µ(T−1({0})) = 1 lo cual es
absurdo porque T−1({0}) = ∅. �

Ejercicio 1.1.8. Probar que si T : X 7→ X es medible entonces T preserva la medida
µ si y solo si para toda f ∈ L1(µ) se cumple

∫
f ◦ T dµ =

∫
f dµ

Proposición 1.1.9. Sea T : X 7→ X una transformación medible en un espacio
medible (X,A). Si µ es una medida finita o sigma-finita y A0 es un álgebra que
genera a A tal que µ(T−1(A)) = µ(A) ∀A ∈ A0 entonces µ es invariante por T .

Demostración: Sea ν(A) = µ(T−1(A)) definida para todo A ∈ A. En la subálgebra
A0 la premedida ν coincide con la premedida µ (ambas restringidas a la subálgebra
son premedidas). Como existe una única extensión de una premedida dada en un
álgebra a la sigma álgebra generada, entonces µ = ν en A. �

Corolario 1.1.10. Si T : Rk 7→ Rk es una transformación Borel medible y µ es una
medida σ-finita tal para todo conjunto A que sea unión finita de rectángulos de Rk se
cumple µ(T−1(A)) = µ(A) entonces µ es invariante por T en toda la sigma-álgebra
de Borel.

1.2. Prueba de existencia de medidas invariantes

En esta sección X denota un espacio métrico compacto y T : X 7→ X una transfor-
mación continua, a menos que se indique lo contrario.
Introduciomos algunas definiciones y resultados del Análisis Funcional:
Notación: El espacio de las funciones continuas y su dual.
Denotamos C0(X,R) el espacio de las funciones continuas ψ : X 7→ R con la topoloǵıa
de la convergencia uniforme en X (inducida por la norma del supremo). Es decir

dist(ψ1, ψ2) := ‖ψ1 − ψ2‖0,

donde se denota
‖ψ‖0 := máx

x∈X
|ψ(x)| ∀ ψ ∈ C0(X,R).

Denotamos C0(X, [0, 1]) al subespacio de funciones continuas ψ : X 7→ [0, 1] que
toman valores no negativos ni mayores que 1, con la norma del supremo definida
antes (o del máximo, en nuestro caso, pues X es un espacio métrico compacto).
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El espacio C0(X, [0, 1]) es métrico acotado y cerrado. En efecto, el ĺımite de una suce-
sión uniformemente convergente de funciones continuas en C0(X, [0, 1]) es continua, y
pertenece a C0(X, [0, 1])). Además C0(X, [0, 1]) tiene una base numerable de abiertos,
y por lo tanto existe un subconjunto numerable {ψi}i∈N denso en C0(X, [0, 1]) (ver
por ejemplo [Fo 1984, Proposition 4.40])

Denotamos como C0(X,R)∗ al dual de C0(X,R); es decir al conjunto (al que luego
dotaremos de una topoloǵıa adecuada) de todos los operadores lineales

Λ : C0(X,R) 7→ R.

Definición 1.2.1. El espacio M de las probabilidades y la topoloǵıa débil∗

Sea X un espacio métrico compacto. Sea M el espacio de todas las medidas de
probabilidad.

En M introducimos la siguiente topoloǵıa, llamada topoloǵıa débil∗:

Si µn, µ ∈ M decimos que la sucesión {µn} es convergente a µ en la topoloǵıa débil∗,
es decir

ĺım
n→+∞

µn = µ en M,

cuando:

ĺım
n→+∞

∫
ψ dµn =

∫
ψ dµ en R ∀ ψ ∈ C0(X,R).

Observación 1.2.2. Por definición de convergencia en la topoloǵıa débil∗ de una
sucesión de medidas de probabilidad, la sucesión converge a la medida µ si y solo si
para cada función continua, la sucesión de integrales converge a la integral respecto a
µ. Es falso que para todo A boreliano la sucesión de medidas de A converja a µ(A).
En efecto, véase el ejercicio siguiente:

Ejercicio 1.2.3. Sea X = [0, 1]. Para cada n ≥ 0 sea µn la medida delta de Dirac
concentrada en el punto 1/2n.

a) Probar que existe µ = ĺımn→+∞µn en la topoloǵıa débil∗ y encontrar la medida
ĺımite µ.

b) Encontrar A ⊂ [0, 1] boreliano tal que no existe ĺımn→+∞µn(A).

Sugerencia: A = {1/22j : j ≥ 0}.
c) Encontrar B ⊂ [0, 1] boreliano tal que existe ĺımn→+∞(µn(B)) 6= µ(B).

Observación 1.2.4. Observemos que, para cada µ ∈ M, el operador Λµ : C0(X,R) 7→
R definido por:

Λµ(ψ) :=

∫
ψ dµ

es lineal, positivo (es decir Λµ(ψ) ≥ 0 si ψ ≥ 0) y acotado (es decir existe k > 0 tal
que |Λµ(ψ)| ≤ k para toda ψ ∈ C0(X,R) tal que ‖ψ‖0 ≤ 1). Además Λµ(ψ) = 1 si
ψ : X 7→ R es la función constante igual a 1.

El siguiente teorema establece el rećıproco de la propiedad observada arriba, y es un
resultado clásico de la Teoŕıa Abstracta de la Medida y del Análisis Funcional:
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Teorema de Representación de Riesz
Sea X un espacio métrico compacto.
Para todo operador lineal Λ : C0(X,R) 7→ R que sea positivo y acotado, existe y es
única una medida finita µ (de Borel y positiva) tal que

Λ(ψ) =

∫
ψ dµ ∀ ψ ∈ C0(X,R)

Además si Λ(1) = 1 entonces µ es una probabilidad. Es decir, µ(X) = 1, ó, usando
nuestra notación, µ ∈ M.

Una demostración del Teorema de Representación de Riesz puede encontrarse, por
ejemplo, en [Rud 1979a, Teorema 2.3.1]
Debido al Teorema de Representación de Riesz, el espacio M se puede identificar
con el espacio de los operadores lineales de C0(X,R) que son positivos, acotados
y que valen 1 para la función constante igual a 1. (Recordemos que el espacio de
los operadores lineales de C0(X,R) se llama dual de C0(X,R) y se denota como
C0(X,R)∗). En el Análisis Funcional se definen diversas topoloǵıas en el dual de un
espacio de funciones. Una de ellas es la llamada topoloǵıa débil∗, que es la topoloǵıa
de la convergencia punto a punto, definida como sigue:

ĺım
n→+∞

Λn = Λ en C0(X,R)∗

si y solo si

ĺım
n→+∞

Λnψ = Λψ en R ∀ ψ ∈ C0(X,R).

De las definiciones anteriores, deducimos que la topoloǵıa débil estrella en M es la
topoloǵıa inducida por la topoloǵıa débil estrella (o de la convergencia punto a punto)
en el dual C0(X,R)∗ del espacio funcional de las funciones continuas. La topoloǵıa
débil∗ puede definirse como la topoloǵıa producto de las definidas por la convergencia
de los valores numéricos Λn(ψ) que toman los operadores Λn para cada ψ ∈ C0(X,R)
fija.
El siguiente teorema es clásico del Análisis Funcional, y es una consecuencia del
teorema de Tichonov (ver por ejemplo [Fo 1984, Teorema 4.43])que establece, bajo
ciertas hipótesis, la compacidad de la topoloǵıa producto:

Teorema 1.2.5. (Corolario del Teorema de Tichonov) Si X es un espacio
métrico compacto, entonces para toda constante k > 0 el subconjunto de los operadores
lineales acotados por k es compacto en el espacio dual C0(X,R)∗ con la topoloǵıa débil
estrella.

Como caso particular, observemos que el espacio M de las probabilidades de Borel
en X (via el teorema de Representación de Riesz) es un subconjunto cerrado del
espacio de los operadores lineales acotados con la topoloǵıa débil estrella (es decir, si
Λn(1) = 1 y Λn → Λ, entonces Λ(1) = 1).
Más detalladamente:
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Teorema 1.2.6. Compacidad y metrizabilidad del espacio de probabilidades

Sea X un espacio métrico compacto. Sea M1 el espacio de todas las medidas µ (de
Borel, positivas y finitas)tales que µ(X) ≤ 1. Sea en M1 la topoloǵıa débil∗, definida
en 1.2.1. Entonces:
(a) M1 es compacto.
(b) M1 es metrizable. (Es decir, existe una métrica dist que induce la topoloǵıa
débil∗; esto es una distancia en M1 ×M1 tal que

ĺım
n

dist(µn, µ) = 0 si y solo si ĺım
n
µn = µ

con la topoloǵıa débil∗).
(c) Si {ψi}i∈N ⊂ C0(X, [0, 1]) es un conjunto numerable denso de funciones, entonces
la siguiente métrica induce la topoloǵıa débil∗ en M1:

dist(µ, ν) :=
+∞∑

i=1

1

2i

∣∣∣∣
∫
ψi dµ −

∫
ψi dν

∣∣∣∣ ∀ µ, ν ∈ M1. (1.1)

(d) M1 es secuencialmente compacto. (Es decir, toda sucesión de medidas en M1

tiene alguna subsucesión convergente).

Consecuencia: Siendo M = {µ ∈ M1 : µ(X) = 1} cerrado en M1, se deduce que
(e) El espacio de probabilidades M con la topoloǵıa débil∗ es compacto, metrizable y
secuencialmente compacto.

Ejercicio 1.2.7. Demostrar el Teorema 1.2.6 como consecuencia del Corolario 1.2.5,
identificando el espacio M1 con el dual de C0(X,R) via el Teorema de Representación
de Riesz.

Proposición 1.2.8. Sea {ψi : i ≥ 1} un conjunto numerable denso en C0(X, [0, 1]).
Dos medidas µ1 y µ2 en M1(X) coinciden si para todo i ≥ 1 se cumple

∫
ψi dµ1 =

∫
ψi dµ2

Demostración: Por la unicidad de la medida del teorema de Riesz alcanza probar que
para toda ψ ∈ C0(X,R) se cumple:

∫
ψ dµ1 =

∫
ψ dµ2 (1.2)

La igualdad (1.2) vale obviamente para ψ idénticamente nula. Si ψ no es idénticamente
nula, basta demostrar (1.2) para ψ/‖ψ‖0, donde ‖ψ‖0 = máxx∈X |ψ(x)|. Entonces
supongamos que ‖ψ‖0 = 1. Cualquier función real ψ puede escribirse como ψ = ψ+ −
ψ−, donde ψ+ = máx{ψ, 0}, ψ− = −mı́n{ψ, 0}. Observemos que ψ+, ψ− ∈ C0([0, 1]).
Si demostramos la igualdad (1.2) para ψ+ y ψ−, entonces vale también para ψ. Basta
entonces probar la igualdad (1.2) para toda ψ ∈ C0(X, [0, 1]). Por la densidad de las
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funciones {ψi} en C0(X, [0, 1]), existe una sucesión ψin
convergente uniformemente (es

decir con la norma del supremo en C0(X,R)), a la función ψ. Por lo tanto, converge
también puntualmente y está uniformemente acotada por 1. Cada ψin

verifica la
igualdad (1.2). Luego, por el teorema de convergencia dominada, ψ también cumple
(1.2). �

Observación 1.2.9. Sea X un espacio métrico compacto no vaćıo, sea B la sigma-
álgebra de Borel, y sea M el espacio de todas las medidas de probabilidad de Borel
en X con la topoloǵıa débil∗.
El espacio M es no vaćıo. Por ejemplo, si elegimos un punto x ∈ X entonces δx ∈ M,
donde δx es la probabilidad Delta de Dirac soportada en el punto x ∈ X . Esto es
δx es la probabilidad que a cada boreliano B ⊂ X le asigna δx(B) = 1 si x ∈ B, y
δx(B) = 0 si x 6∈ B.

Ahora agreguemos una dinámica en X :

Definición 1.2.10. El pull back T ∗ : M 7→ M
Sea (X,A) un espacio medible, sea T : X 7→ X medible y sea M el conjunto de las
medidas de probabilidad en (X,A). Definimos el siguiente operador en M, llamado
pull back del mapa T :

T ∗ : M 7→ M (T ∗µ)(B) = µ(T−1(B)) ∀ µ ∈ M ∀ B ∈ B.
Es inmediato verificar que µ es invariante por T si y solo si T ∗µ = µ, es decir, las
medidas invariantes por T son los puntos fijos por T ∗ en el espacio M.

Ejercicio 1.2.11. Probar que para toda ψ ∈ L1(µ) se cumple:
∫
ψ dT ∗µ =

∫
ψ ◦ T dµ.

Sugerencia: Chequear primero para las funciones caracteŕısticas χB de los borelianos,
luego para las combinaciones lineales de las funciones caracteŕısticas (funciones sim-
ples), y luego para las funciones medibles no negativas, usando el Teorema de conver-
gencia monótona. Finalmente probar la igualdad para toda ψ ∈ L1(µ) separando ψ
en parte real e imaginaria, y cada ψ real en su parte positiva y negativa.

Proposición 1.2.12. Sea X espacio métrico compacto, y M el espacio de las proba-
bilidades de Borel en X con la topoloǵıa débil∗. Si T : X 7→ X es continuo, entonces
T ∗ : M 7→ M es continuo en M.

Demostración. Basta chequear que si ĺımn µn = µ en M entonces ĺımn T
∗µn = T ∗µ.

En efecto, como ĺımn µn = µ, entonces, para toda ψ ∈ C0(X,R):

ĺım
n→+∞

∫
ψ dµn =

∫
ψ dµ

En particular, siendo T : X 7→ X continuo, la igualdad anterior se cumple para ψ ◦T .
Luego deducimos que

ĺım
n→+∞

∫
ψ ◦ T dµn =

∫
ψ ◦ T dµ.
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Usando el resultado del Ejercicio 1.2.11, deducimos que

ĺım
n→+∞

∫
ψ dT ∗µn =

∫
ψ dT ∗µ ∀ ψ ∈ C0(X,R).

Por lo tanto la sucesión de medidas T ∗µn converge en la topoloǵıa débil∗ de M, a la
medida T ∗µ como queŕıamos demostrar.

Ahora probaremos el Teorema 1.1.5, utilizando el llamado procedimiento de Bogliubov-
Krylov [Bog-Kry 1937]. Este procedimiento parte de cualquier medida de probabilidad
en el espacio X , toma promedios aritméticos de los iterados del operador pull back
T ∗ de esta medida hasta tiempo n, y finalmente una subsucesión convergente en la
topoloǵıa débil estrella de esos promedios. Se obtienen medidas invariantes por T
(bajo la hipótesis de que T : X 7→ X es continuo). El procedimiento de Bogliubov-
Krylov permite “fabricar” medidas de probabilidad invariantes, usando como “semil-
la”cualquier medida de probabilidad.

Demostración del Teorema 1.1.5 de existencia de medidas invariantes:

Demostración. Elijamos una medida de probabilidad de Borel cualquiera ρ ∈ M.
Construyamos para cada 1 ≤ n ∈ N, la siguiente probabilidad:

µn =
1

n

n−1∑

j=0

(T ∗)jρ

Es inmediato probar, a partir de la definición del operador T ∗ (que cumple T ∗µ(B) =
µ(T−1(B)) para todo boreliano B), que

T ∗µn =
1

n

n−1∑

j=0

(T ∗)j+1ρ

Como el espacio M de las probabilidades de Borel es secuencialmente compacto con
la topoloǵıa débil∗, existe una subsucesión {µni

}i∈N ( con ĺımi ni = +∞), que es
convergente en M. Llamemos µ ∈ M a su ĺımite; es decir:

µ = ĺım
i→+∞

1

ni

ni−1∑

j=0

(T ∗)jρ

Basta demostrar ahora que T ∗µ = µ, es decir µ es una probabilidad T -invariante.

Usando la continuidad del operador T ∗ (Proposición 1.2.12), deducimos que

T ∗µ = ĺım
i→+∞

T ∗


 1

ni

ni−1∑

j=0

(T ∗)jρ


 = ĺım

i→+∞

1

ni

ni−1∑

j=0

(T ∗)j+1ρ
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Integrando cada ψ ∈ C0(X,R) respecto de la medida T ∗µ, y luego respecto de la
medida µ, aplicando la definición de ĺımite de la sucesión de medidas µni

con la
topoloǵıa débil∗, y la continuidad del operador T ∗ en M, obtenemos:

∫
ψ dT ∗µ−

∫
ψ dµ = ĺım

i→+∞

(∫
ψ dT ∗µni

−
∫
ψ dµni

)
=

ĺım
i→+∞

1

ni

(∫
ψ d (T ∗)niρ−

∫
ψ dρ

)

Entonces
∣∣∣∣
∫
ψ dT ∗µ−

∫
ψ dµ

∣∣∣∣ ≤ ĺım
i→+∞

1

ni
‖ψ‖0

(
ρ(X) + ρ(T−ni(X))

)
=

ĺım
n→+∞

2

n
‖ψ‖0 = 0.

En la última igualdad tuvimos en cuenta que ρ es una probabilidad. Obtuvimos que
∣∣∣∣
∫
ψ dT ∗µ−

∫
ψ dµ

∣∣∣∣ = 0 ∀ ψ ∈ C0(X,R).

Por lo tanto los operadores lineales ψ 7→
∫
ψ dT ∗µ y ψ 7→

∫
ψ dµ son el mismo. Por

la unicidad de la medida en el teorema de Riesz deducimos que T ∗µ = µ, como
queŕıamos demostrar.

Ejercicio 1.2.13. Sea (X,A) un espacio medible y sea M el conjunto de todas las
medidas de probabilidad en (X,A). Suponga que existe µ ∈ M(X) tal que T ∗µ(A) ≤
2µ(A) para todo boreliano A ⊂ X .
a) Probar que 2µ− T ∗µ ∈ M(X).
b) Si X es un espacio métrico compacto, A es la sigma-álgebra de Borel y si T
es continua, probar que dado µ0 ∈ M(X) existe µ ∈ M(X) tal que 2µ − T ∗µ =
µ0. Sugerencia: Para todo µ ∈ M(X) definir G(µ) = 1/2 · (T ∗µ + µ0), µn =

1/n ·∑n−1
j=0 G

j(µ0) y tomar una subsucesión convergente en M(X). Probar que G es
continuo en M(X). Observar que G conmuta con las combinaciones lineales finitas

convexas de probabilidades. Es decir si µ =
∑k

i=1 λiνi, donde νi ∈ M(X), 0 ≤ λi ≤ 1

y
∑k

i=1 λi = 1, entonces G(ν) =
∑k

i=1 λiG(νi).

1.3. Ejemplos y puntos periódicos hiperbólicos

Ejemplo 1.3.1. Sea en S1 (el ćırculo) la rotación T (e2πix) = e(2πi)(x+a), donde a es
una constante real. Si a es racional, T se llama rotación racional en el ćırculo, y si a
es irracional, T se llama rotación irracional. A través de la proyección Π : R 7→ S1

dada por Π(x) = e2πix, la medida de Lebesgue m en R induce una medida m∼ en S1

dada por m∼(A) = m(Π−1(A)∩ [0, 1]). Esta medida m∼ se llama medida de Lebesgue
en el ćırculo. Como m en R es invariante por traslaciones, es fácil probar que m∼ en
el ćırculo S1 es invariante por las rotaciones.
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Ejercicio 1.3.2. Probar que para la rotación racional en el ćırculo todos los puntos
son periódicos con el mismo peŕıodo. Probar que la rotación irracional en el ćırculo no
tiene puntos periódicos. Probar que la medida de Lebesgue en el ćırculo es invariante
por las rotaciones.

Observación 1.3.3. Aunque no es inmediato, se puede probar que todas las órbitas
de la rotación irracional del ćırculo son densas. (Lo probaremos en §2.6.2).

Ejercicio 1.3.4. Tent map Sea el intervalo [0,1] dotado de la sigma álgebra de
Borel. Sea T : [0, 1] 7→ [0, 1] dada por T (x) = 2x si x ∈ [0, 1/2] y T (x) = 2 − 2x si
x ∈ [1/2, 1]. Probar que T preserva la medida de Lebesgue en el intervalo. (Sugerencia:
graficar T y probar que la preimagen de un intervalo I tiene la misma medida que I.
Usar el corolario 1.1.10.

Definición 1.3.5. Sea T : X 7→ X Borel medible en un espacio métrico X . Decimos
que un punto periódico x0 de peŕıodo p es un atractor si existe un entorno V de x0

invariante hacia delante por T p (es decir T p(V ) ⊂ V ) y tal que

dist (T n(x0), T
n(y))n→+∞ → 0 ∀y ∈ V

Cuando T es invertible con inversa medible decimos que un punto periódico x0 de
peŕıodo p es un repulsor si existe un entorno V de x0 invariante hacia atrás por T p

(es decir T−p(V ) ⊂ V ) y tal que

dist (T n(x0), T
n(y))n→−∞ → 0 ∀y ∈ V

Proposición 1.3.6. Sea f : S1 7→ S1 un difeomorfismo; es decir f es de clase C1 (i.e.
derivable con derivada continua), invertible (i.e. biyectiva; existe la transformación
inversa f−1 : S1 7→ S1), y su inversa f−1 es también de clase C1)
Supongamos que el difeomorfismo f : S1 7→ S1 preserva la orientación (i.e. f ′ > 0).
Sea x0 un punto periódico de peŕıodo p tal que la derivada (fp)′(x0) es menor que 1.
Entonces x0 es un atractor. Análogamente, si (fp)′(x0) es mayor que 1 entonces x0

es un repulsor.

Demostración: La segunda afirmación se obtiene de la primera usando f−p en lugar
de fp. Demostremos la primera afirmación renombrando como f a la transformación
fp. Entonces x0 es fijo. Graf́ıquese f(x) para x ∈ S1 ≈ [0, 1] del intervalo [0, 1] en
śı mismo, en el que se ha identificado el 0 con el 1 en el punto x0. La gráfica de f
corta a la diagonal por lo menos en el punto 0 ∼ 1 = x0 Gráficamente, los iterados
futuros de y en un entorno de x0 suficientemente pequeño, se obtienen trazando la
vertical de abscisa y, cortándola con la gráfica de f , trazando luego la horizontal por
ese punto, cortándola con la diagonal, trazando la vertical por ese punto, cortándola
con la gráfica de f , y aśı sucesivamente (ver por ejemplo [Jo 2005, Figure on page
19]). Si la función es continua con derivada continua, y la derivada f ′(x0) = a > 0
en el punto fijo x0 es menor que uno, entonces los sucesivos puntos en la gráfica
de f obtenidos por la construcción anterior, tienden monótonamente al punto fijo
x0. En efecto, por la definición de diferenciabilidad y de derivada: ‖f(y) − f(x0)‖ ≤
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(a+(1−a)/2) ‖y−x0‖ para todo y suficientemente cercano a x0, digamos ‖y−x0‖ < δ.
Es decir ‖f(y) − x0‖ ≤ b‖y − x0‖ donde 0 < b = a + (1 − a)/2 = (1 + a)/2 < 1.
Luego, f(y) también cumple ‖f(y) − x0‖ < δ. Se puede aplicar, por inducción, la
desigualdad anterior a todos los iterados futuros fn(y) (es decir para todo n ∈ N).
Obtenemos ‖fn(y) − x0‖ ≤ bn‖y − x0‖. Siendo 0 < b < 1, deducimos que fn(y)
converge monótonamente a x0. �

Definición 1.3.7. Un punto periódico x0 con peŕıodo p de un difeormofismo f :
X 7→ X en una variedad diferenciable X se dice hiperbólico si los valores propios
(complejos) de la derivada dfp

x0
de fp en x0, tienen todos módulo diferente de 1. Se

recuerda que la derivada dfp
x0

es una transformación lineal de Rm en Rm, donde m es
la dimensión de la variedad X .

Consecuencia: Si x0 es un punto periódico hiperbólico de un difeomorfismo f de
clase C1 del ćırculo S1, entonces es un atractor si |(fp)′(x0)| < 1, y es un repulsor
si |(fp)′(x0)| > 1. (Siendo x0 hiperbólico, sabemos que |fp)′(x0)| 6= 1 por definición,
aśı que los dos casos anteriores son los únicos posibles). En efecto, si f preserva al
orientación del ćırculo, aplicamos la Proposición 1.3.6, y si f invierte la orientación,
aplicamos la misma Proposición a f2 para deducir que x0 es un punto fijo atractor
(resp. repulsor) de f2. Es fácil probar que si x0 es un punto fijo de f que es atractor
(resp. repulsor) para f2, entonces también es atractor (resp. repulsor) para f .
Para un difeomorfismo f en el ćırculo S1, y más en general para un mapa de clase
C1 en una variedad de dimensión 1, un punto periódico hiperbólico x0 se llama pozo
si |(fp)′(x0)| < 1, y se llama fuente si |(fp)′(x0)| > 1. Generalizando este resultado
cuando la variedad tiene dimensión mayor que uno, adoptamos la siguiente definición:

Definición 1.3.8. Pozos, fuentes y sillas
Sea f : X 7→ X un difeomorfismo en una variedad diferenciable X . Sea x0 un punto
periódico hiperbólico para f de peŕıodo p (i.e. los valores propios de dfp

x0
tienen todos

módulo diferente de 1). El punto x0, y también la órbita (finita) de x0, se llama pozo
si los valores propios de dfp

x0
tienen todos módulo menor que 1. Se llama fuente si

todos tienen módulo mayor que 1. Y se llama silla si alguno tiene módulo mayor que
1 y algún otro módulo menor que 1. (Obsérvese que las sillas solo pueden existir si la
dimensión de la variedad es 2 o mayor).

Ejercicio 1.3.9. (a) Encontrar ejemplo de un difeomorfismo f : R2 7→ R2 con un
punto fijo hiperbólico tipo silla, otro ejemplo con un pozo y otro con una fuente.
(b) Encontrar un ejemplo de f : R2 7→ R2 que tenga exactamente tres puntos fijos,
sean los tres hiperbólicos, uno tipo fuente, otro pozo y otro silla. (c) Demostrar que
para cualquier difeomorfismo f : M 7→ M , los pozos son atractores, las fuentes son
repulsores, y las sillas no son atractores ni repulsores.

Ejercicio 1.3.10. Encontrar un ejemplo de difeomorfismo f : R2 7→ R2 que tenga
un punto fijo atractor que no sea pozo (i.e. que no sea hiperbólico), otro que tenga
un punto fijo repulsor que no sea fuente (i.e. que no sea hiperbólico) y otro que tenga
un punto fijo no hiperbólico que no sea ni fuente ni pozo pero que todas las órbitas
futuras en un entorno cualquiera de x0 suficientemente pequeño, o bien tiendan a x0

o bien se salgan del entorno.
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Exponente de Lyapounov negativo significa contracción exponencial: Si
f : S1 7→ S1 es un difeomorfismo y x0 es un punto fijo atractor hiperbólico (i.e.
|f ′(x0)| < 1, es decir x0 es un pozo), entonces

ĺım
n→+∞

log dist(fn(x), x0)

n
= −λ < 0 ∀x en algún entorno de x0

donde −λ = log |f ′(x0)| < 0 se llama exponente de Lyapounov en x0.

Ejercicio 1.3.11. Demostrar la afirmación anterior. Sugerencia: Probar que

dist (fn+1(x), x0)

dist (fn(x), x0)
→ e−λ < 1

Interpretación: La distancia de fn(x) al atractor hiperbólico se contrae exponen-
cialmente con coeficiente asintóticamente igual a e elevado al exponente de Lyapounov
−λ < 0.

Exponente de Lyapounov positivo significa dilatación exponencial: Si f :
S1 7→ S1 es un difeomorfismo y x0 es un punto fijo repulsor hiperbólico (i.e. |f ′(x0)| >
1, es decir x0 es una fuente) entonces

ĺım
n→−∞

log dist(fn(x), x0)

n
= σ > 0 ∀x en algún entorno de x0

donde σ = log |f ′(x0)| > 0 se llama exponente de Lyapounov en x0.

Ejercicio 1.3.12. Demostrar la afirmación anterior. Sugerencia: Aplicar lo ya proba-
do a f−1 y la fórmula de derivada de la función inversa para deducir que

ĺım
n→−∞

dist (fn+1(x), x0)

dist (fn(x), x0)
→ eσ > 1

Interpretación: La distancia de fn(x) al repulsor hiperbólico (al crecer n y mien-
tras fn(x) esté en un entorno pequeño del repulsor) se dilata exponencialmente con
coeficiente asintóticamente igual a e elevado al exponente de Lyapounov σ > 0.

Ejercicio 1.3.13. Flujo polo norte-polo sur Llamaremos sección de flujo polo
norte-polo sur en el ćırculo S1, a un difeomorfismo f : S1 7→ S1 de clase C1, que preser-
va la orientación, y tal que existen solo 2 puntos fijos N y S, son ambos hiperbólicos,
N repulsor y S atractor. Graficar f en [0, 1]mod1 tomando 0 ∼ 1 = N . Demostrar
que todas las órbitas excepto N y S son monótonas y convergen a S. (Sugerencia:
ver prueba de la afirmación 1.3.6.) Demostrar que las únicas medidas de probabilidad
invariantes son las combinaciones lineales convexas de δN y δS . Sugerencia: consid-
erar una partición numerable del intervalo (0, S) formado por An = [xn, xn+1) para
n ∈ Z donde x0 se elige cualquiera en el intervalo abierto (0, S) y xn := fn(x0) para
todo n ∈ Z. Usando argumento similar a la prueba del ejemplo 1.1.7, probar que
µ((0, S)) = 0. Análogamente probar que µ((S, 1)) = 0, de donde µ({N,S}) = 1.
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Definición 1.3.14. Difeomorfismo Morse-Smale en S1. Un difeomorfismo f :
S1 7→ S1 se dice Morse-Smale si preserva la orientación y existen exactamente una
cantidad finita de puntos periódicos (todos del mismo peŕıodo) y son todos ellos
hiperbólicos.

Ejercicio 1.3.15. Probar que en un difeomorfismo f Morse-Smale en el ćırculo las
únicas medidas invariantes son las combinaciones lineales convexas de las medidas

δx0 + δf(x0) + . . .+ δfp−1(x0)

p

donde x0 es un punto periódico de peŕıodo p. Sugerencia: Graficar fp en S1 = [0, 1]/ ∼
donde 0 ∼ 1 es un punto periódico de peŕıodo p. Probar que los atractores y los repul-
sores se alternan. Probar que para toda medida invariante el arco entre un repulsor
y un atractor consecutivos tiene medida cero, usando el procedimiento del ejercicio
1.3.13.

1.4. Dinámica topológica

Definición 1.4.1. Recurrencia topológica. Sea T : X 7→ X una transformación
Borel medible en un espacio topológico X . Sea x ∈ X . Se llama omega-ĺımite de x al
conjunto

ω(x) = {y ∈ X : ∃nj → +∞ tal que T nj(x) 7→ y}
Cuando T es bi-medible (i.e. T es medible, invertible y con inversa medible) se llama

alfa-ĺımite de x al conjunto

α(x) = {y ∈ X : ∃nj → −∞ tal que T nj (x) 7→ y}

Un punto x se dice recurrente si
x ∈ ω(x)

Dicho de otra forma x es recurrente si existe una subsucesión nj → +∞ tal que
T nj (x) → x. Luego para todo entorno V de x existe una subsucesión nj ∈ N tal que
T nj (V ) ∩ V 6= ∅.

Ejercicio 1.4.2. Sea X un espacio métrico compacto y sea T : X 7→ continua. Probar
que:
(a) ω(x) es compacto no vaćıo para todo x ∈ X .
(b) ω(T n(x)) = ω(x) para todo n ∈ N, es decir el conjunto ω(x) depende de la órbita
por x y no de qué punto en la órbita de x se elija.
(c) T (ω(x)) = ω(x) ⊂ T−1(ω(x)) para todo x ∈ N. Es decir ω(x) es un conjunto
invariante por T hacia el futuro.
(d) Si además T es un homeormorfismo (i.e. T es continua, invertible y con inversa
T−1 continua) probar que:
(i) α(x) es compacto no vaćıo para todo x ∈ X , α(T n(x)) = α(x) para todo n ∈ Z y
T (α(x)) = α(x) = T−1(α(x)).
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(ii) Si x ∈ ω(x) entonces α(x) ⊂ ω(x). Sugerencia: Si x ∈ ω(x) entonces T−n(x) ∈
ω(x) para todo n ∈ Z, luego α(x) ⊂ ω(x) = ω(x).
(iii) x ∈ ω(x) si y solo si ω(x) = o(x), donde o(x) = {T n(x) : n ∈ Z}.
Definición 1.4.3. Conjunto no errante. Sea T : X 7→ X una transformación
Borel medible en un espacio topológico X . Un punto x ∈ X es no errante si para todo
entorno V de x existe una sucesión nj → +∞ tal que T nj(V ) ∩ V 6= ∅. El conjunto
de los puntos no errantes de T (que puede ser vaćıo) se denota como Ω(T ) y se llama
conjunto no errante.

Ejercicio 1.4.4. Sea X un espacio topológico de Hausdorff y sea T : X 7→ X Borel
medible.
(a) Probar que el conjunto de los puntos recurrentes está contenido en el conjunto
no errante Ω(T ) (la inclusión opuesta no es necesariamente cierta, como se verá más
adelante).
(b) Sea µ una medida de probabilidad invariante por T . Si X tiene base numerable
de abiertos probar (sin usar el enunciado del teorema de recurrencia de Poincaré que
viene más adelante) que µ(Ω(T )) = 1, es decir: casi todo punto es no errante para
cualquier medida de probabilidad invariante por T .
Sugerencia: Probar que para todo V de la base de abiertos que tenga medida positiva
la sucesión de conjuntos medibles T−n(V ), n ∈ N no puede ser de conjuntos disjuntos
dos a dos a partir de un cierto n0 en adelante. Deducir que existe una subsucesión
nj → +∞ tal que T−nj(V ) ∩ V 6= ∅ y esto implica V ∩ T nj(V ) 6= ∅. Un punto es
errante (no es no errante) si está contenido en algún V abierto tal que no cumple lo
anterior. Deducir que los puntos errantes forman un conjunto de medida nula.

Definición 1.4.5. Transitividad topológica Sea X un espacio topológico y T :
X 7→ X Borel medible. Se dice que T es transitiva si dados dos abiertos U y V no
vaćıos, existe n ≥ 1 tal que T n(U) ∩ V 6= ∅.
Supóngase que X es de Hausdorff sin puntos aislados. Es fácil probar que si existe una
órbita positiva densa entonces T es transitiva. Y si además, T es continua y el espacio
topológico tiene base numerable de abiertos y es de Baire (esto es: toda intersección
numerable de abiertos densos es densa) entonces T es transitiva si y solo si existe una
órbita positiva densa.
La transitividad significa que para cualquier abierto U , por pequeño que sea, los
iterados positivos de U transitan por todo el espacio desde el punto de vista topológico
(es decir, por todos los abiertos del espacio).

Observación 1.4.6. Se observa que para dos conjuntos cualesquiera U y V :

T n(U) ∩ V 6= ∅ si y solo si T−n(V ) ∩ U 6= ∅
Es fácil ver que si T es continua y transitiva, entonces dados dos abiertos U y V no
vaćıos, existe nj → +∞ tal que T−nj(V )∩U 6= ∅. En particular, tomando U = V ∋ x,
se deduce que:
Si T : X 7→ X es continua y transitiva entonces Ω(T ) = X.

Ejercicio 1.4.7. Probar las afirmaciones de la Observación 1.4.6 y las que están
inmediatamente después de la definición de transitividad en 1.4.5.
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1.5. Recurrencia y Lema de Poincaré

Sea T : X 7→ X Borel medible en un espacio métrico compacto X . Recordando la
Definición 1.4.1 y teniendo en cuenta la compacidad secuencial de X , un punto x es
recurrente si y solo si para todo entorno V de x existen infinitos iterados hacia el
futuro de x en V . Es decir, existe nj → +∞ tal que T nj (x) ∈ V .

Definición 1.5.1. Sea T : X 7→ X medible en un espacio medible (X,A). Sea E ∈ A.
Un punto x ∈ E vuelve infinitas veces a E si existen infinitos iterados hacia el futuro
de x en E. Mejor dicho: existe nj → +∞ tal que T nj(x) ∈ E para todo j ∈ N.

Los siguientes dos teoremas, llamados Lemas de Recurrencia de Poincaré, se encuen-
tran por ejemplo en [Mañ 1983a, pag. 32-35] (ver también [Mañ 1987]). En [Wa 2000,
§1.4] se encuentra también la versión medible siguiente:

Teorema 1.5.2. Lema de Recurrencia de Poincaré. Versión medible

Sea T : X 7→ X medible que preserva una medida de probabilidad µ. Sea E un conjunto
medible tal que µ(E) > 0. Entonces µ-c.t.p de E vuelve infinitas veces a E.

Demostración. Sea FN :=
⋂

n≥N T−n(X \E) y sea F :=
⋃

N≥0 FN . Por construcción
x ∈ F si y solo si T n(x) 6∈ E para todo n suficientemente grande. Esto ocurre si y
solo si la órbita futura {T n(x)}n≥0 de x no pasa infinitas veces por E. Basta probar
entonces que µ(F ∩ E) = 0.

Por construcción T−1(FN ) = FN+1. Como µ es T -invariante, tenemos µ(FN+1) =
µ(FN ) para todo N ≥ 0. Luego µ(FN ) = µ(F0) para todo N ≥ 0. Siendo FN+1 ⊃ FN

para todo N ≥ 0, entonces µ(F ) = ĺımN→+∞ µ(FN ) = µ(F0) y F ⊃ F0. Luego
µ(F \F0) = 0. Como E∩F0 = ∅, deducimos que E∩F ⊂ F \F0, de donde µ(E∩F ) = 0,
como queŕıamos demostrar.

Teorema 1.5.3. Lema de Recurrencia de Poincaré. Versión topológica

Sea T : X 7→ X Borel-medible en un espacio topológico X con base numerable. Si
T preserva una medida de probabilidad µ, entonces µ-c.t.p. es recurrente (es decir
x ∈ ω(x) µ-c.t.p. x ∈ X).

Demostración: Sea {Vj}j∈N una base de abiertos. Por 1.4.1: x 6∈ ω(x) si y solo si x ∈⋃
j∈N

Aj para algún j ∈ N, donde Aj = {x ∈ Vj : x no vuelve infinitas veces a Vj}.
Por 1.5.2 µ(Aj) = 0 Luego, la unión numerable de los conjuntos Aj , que coincide con
el conjunto de los puntos no recurrentes, tiene µ medida nula. �

Ejercicio 1.5.4. Sea (X,A) un espacio medible. Sea T : X 7→ X medible que preserva
una probabilidad µ. Sea E ∈ A tal que µ(E) > 0. Probar que

∑

n∈N

χE(T n(x))

diverge µ- c.t.p x ∈ E
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Ejercicio 1.5.5. Sea T : X 7→ X Borel medible en el espacio topológico X compacto
, y preservando una medida de probabilidad µ. Sea supp (µ) el soporte compacto de µ
(i.e. el mı́nimo compacto con medida µ igual a 1). Probar que ∅ 6= supp(µ) ⊂ Rec(T )
siendo Rec(T ) el conjunto de los puntos recurrentes de T .

Teorema 1.5.6. Teorema de Hopf. Sea T : Rk 7→ Rk Borel bimedible (medible,
invertible con inversa medible) que preserva la medida de Lebesgue m. Entonces casi
todo punto de Rn o bien es recurrente o bien tiene omega ĺımite vaćıo.

Ejercicio 1.5.7. Demostrar el teorema de Hopf enunciado antes. Sugerencia: Rk =⋃
i∈N

Xi donde Xi es una bola abierta de radio ri → +∞ creciente con i. Sea

X̃i = {x ∈ Xi : T j(x) ∈ Xi para infinitos valores positivos de j}.

Sea T̃i : X̃i 7→ X̃i la transformación que a cada x ∈ X̃i hace corresponder el primer
retorno a Xi: T̃ (x) = T j(x) ∈ X̃i para el mı́nimo j = j(x) natural positivo tal que

T j(x) ∈ Xi. Probar que m(T̃iX̃i) = m(X̃i); luego c.t.p. de X̃i está en la imagen de T̃i.

Probar que T̃i preserva m. Aplicar el teorema de recurrencia de Poincaré para deducir
que m-c.t.p de X̃i es recurrente. Probar que c.t.p. de Xi o bien es recurrente o bien
su omega ĺımite no intersecta a Xi.

Observación 1.5.8. En [Fra-McC 2011], y en la bibliograf́ıa alĺı citada, se reseñan
varios otros resultados sobre recurrencia, además de los lemas básicos de recurrencia
de Poincaré. Algunos de estos resultados miden, en relación a potencias de n, la
frecuencia con la que órbita futura del punto recurrente x se acerca a x, la vinculan
con las medidas ergódicas y con la entroṕıa métrica del sistema (la entroṕıa métrica es,
gruesamente hablando, una medición, ponderada según una probabilidad invariante
µ, del desorden espacial que produce f al ser iterada).

1.6. Ergodicidad

Definición 1.6.1. Ergodicidad I
Sea (X,A, µ) un espacio de medida de probabilidad y T : X 7→ X medible que
preserva µ. Se dice que T es ergódica respecto a la medida µ, o que µ es una medida
ergódica para T , si dados dos conjuntos medibles con medida positiva U y V existe
n ≥ 1 tal que T n(U) ∩ V 6= ∅.

Nota: Observar que la ergodicidad es la versión en el contexto medible de la tran-
sitividad topológica. Se resalta que por definición, si una medida es ergódica para T ,
entonces es T -invariante. No se define ergodicidad de medidas no invariantes.

Definición 1.6.2. Ergodicidad II
Sea (X,A, µ) un espacio de medida de probabilidad y T : X 7→ X medible que preserva
µ. Se dice que T es ergódica respecto a la medida µ, o que µ es una medida ergódica
para T , si todo conjunto medible A que sea invariante por T (es decir T−1(A) = A)
tiene o bien medida nula o bien medida 1.
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Teorema 1.6.3. T es ergódica según la definición I para la medida de probabilidad
µ si y solo si es ergódica según la definición II.

Demostración: Supongamos que no se cumple la definición II. Entonces, existe un con-
junto A invariante por T que tiene medida positiva distinta de 1. Luego el complemen-
to Ac de A es también invariante por T y tiene medida positiva. Como A = T−1(A),
toda órbita positiva con estado inicial en A está contenida en A. Deducimos que no
existe n ∈ N tal que T n(A) intersecta a Ac. Concluimos que T no es ergódica según
la definición I.
Rećıprocamente, suponemos por hipótesis que se cumple la definición II. Todo con-
junto A invariante por T tiene medida o bien nula o bien 1. Supongamos por absurdo
que no se cumple la definición I. Entonces existen conjuntos medibles U y V con
medida positiva tales que

⋃
n∈N

T−n(V ) ∩ U = ∅. Entonces el conjunto

A =
⋂

N∈N

( ⋃

n≥N

T−n(V )
)

es medible, invariante por T (verificar que T−1(A) = A) y tiene medida positiva
(verificar que µ(A) ≥ µ(V ) usando que µ es medida de probabilidad T -invariante),
pero A no intersecta a U que también tiene medida positiva. De lo anterior se deduce
que A no puede tener medida 1, con lo que encontramos un conjunto invariante que
tiene medida positiva menor que 1, contradiciendo la hipótesis. �

Ejercicio 1.6.4. Sea T : X 7→ X que preserva una medida de probabilidad µ. (a)
Probar que µ es ergódica para T si y solo si todo conjunto A medible invariante para el
futuro (i.e. A ⊂ T−1(A)) cumple µ(A) = 0 ó µ(A) = 1). (b) Probar que µ es ergódica
para T si y solo si todo conjunto Amedible invariante para el pasado (i.e. T−1(A) ⊂ A)
cumple µ(A) = 0 ó µ(A) = 1. Sugerencias: (a) Considerar B =

⋃
n≥0 T

−n(A), probar
que µ(B) = µ(A) y que B es T -invariante. (b) Considerar el complemento de A.

Definición: Una medida de Borel µ en un espacio topológico se dice positiva sobre
abiertos si µ(V ) > 0 para todo abierto V no vaćıo.

Ejercicio 1.6.5. Sea X un espacio topológico y T : X 7→ X Borel medible que
preserva una medida de probabilidad µ que es positiva sobre abiertos. Probar que si
T es ergódica respecto de µ entonces T es transitiva (topológicamente).

Ejercicio 1.6.6. Probar que los difeomorfismos Morse-Smale en el ćırculo tienen
medidas ergódicas pero no son transitivos topológicamente.

Observación 1.6.7. Más adelante demostraremos que la medida de Lebesgue es
ergódica para la rotación irracional del ćırculo (Teoremas 2.6.1 y 8.4.1). Luego, como
la medida de Lebesgue es positiva sobre abiertos, la rotación irracional es transitiva
topológicamente. Entonces existe alguna órbita densa. Es fácil ver, usando que la
rotación en el ćırculo conserva las distancias, que al existir una órbita densa, todas
las órbitas son densas.
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También probaremos que el tent map T en el intervalo es ergódico respecto a la
medida de Lebesgue. Luego T es topológicamente transitivo y existe órbita densa. Sin
embargo no todas las órbitas en el futuro por T son densas: en efecto, existen órbitas
periódicas (que, como órbitas en el futuro, son conjuntos finitos, y por lo tanto no son
densos).

1.6.8. Promedios temporales asintóticos de Birkhoff

El Teorema Ergódico de Birkhoff-Khinchin, que enunciaremos completamente más
adelante (Teorema 2.1.2), establece que si T : X 7→ X es una transformación medible
que tiene medidas de probabilidad T -invariantes, entonces para toda probabilidad µ
que sea T -invariante y para toda función ψ ∈ L1(µ), existe µ-c.t.p. x ∈ X el siguiente
ĺımite:

ψ̃(x) := ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

ψ ◦ T j(x).

Teorema 1.6.9. Ergodicidad III. Sea T : X 7→ X medible en un espacio medible
(X,A) y sea µ una probabilidad invariante por T . Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
(i) µ es ergódica para T
(ii) Toda función ψ : X 7→ R que sea medible e invariante por T (es decir ψ(x) =
ψ(T (x)) ∀x ∈ X), es constante µ-c.t.p.
(iii) Para toda función medible y acotada ψ : X 7→ R existe el siguiente ĺımite µ-c.t.p
y es igual a

∫
ψ dµ:

ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

ψ ◦ T j(x) =

∫
ψ dµ µ− c.t.p. x ∈ X (1.3)

Probaremos el Teorema 1.6.9 en el parágrafo 1.6.11.

Observación 1.6.10. Hipótesis de Bolzmann de la Mecánica Estad́ıstica:
Antes de demostrar el Teorema 1.6.9, interpretaremos el significado de la afirmación
en la parte (iii) para fundamentar su relevancia. Ella es un caso particular del Teorema
Ergódico de Birkhoff, que veremos más adelante, que establece que para toda medida
µ ergódica se cumple la igualdad (1.3), no solo cuando ψ es medible y acotada, sino
también para toda ψ ∈ L1(µ).
La igualdad (1.3) posee un significado relevante en la teoŕıa ergódica, pues afirma
que el promedio espacial de cada función ψ con respecto a la probabilidad µ en el
espacio X (i.e. el valor esperado

∫
ψ dµ de cada variable aleatoria ψ) coincide con

el promedio temporal asintótico de los valores observados de ψ a lo largo de µ-casi
toda órbita. Este promedio temporal asintótico es el ĺımite cuando n → +∞ de los
promedios temporales (1/n)

∑n−1
j=0 ψ(T j(x)) de los valores de ψ, observados a lo largo

del pedazo finito de órbita desde el instante 0 hasta el instante n − 1. Salvo casos
excepcionales, es falso que el ĺımite de los promedios temporales exista para todos los
puntos x ∈ M . Además, aunque para toda medida invariante µ ese ĺımite existe µ-
c.t.p. (Teorema ergódico de Birkhoff), es falso en general (salvo cuando µ es ergódica)
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que coincida con el promedio espacial de ψ respecto a la probabilidad µ. Por lo
tanto las medidas ergódicas µ para T tienen un significado estad́ıstico relevante, pues
permite estimar el promedio temporal a largo plazo (esto es el promedio estad́ıstico de
las series de observaciones ψ(T j(x)) a largo plazo, llamésmole por ejemplo el “clima”)
en los sistemas determińısticos, para µ-casi todo estado inicial x ∈ X , calculando el
valor esperado de ψ respecto a la probabilidad µ. Sin embargo, aplicar la igualdad
(1.3) para hacer esa estimación, puede ser muy erróneo cuando µ no es ergódica, o
cuando µ no es invariante por T , o cuando el estado inicial x no pertenece al conjunto
de µ-probabilidad igual a 1.

La igualdad (1.3) de los promedios temporales asintóticos con el promedio espacial
(o sea el valor esperado) es lo que en la Mecánica Estad́ıstica se llama Hipótesis de
Boltzmann. Es una hipótesis importante para demostrar propiedades de la dinámi-
ca de sistemas formado por una cantidad finita pero muy grande de part́ıculas que
evolucionan determińısticamente en el tiempo (por iteraciones de un mapa T medible)
preservando una medida de probabilidad dada µ en el espacio X de todos los estados
posibles (llamado “espacio de fases”). Para los sistemas llamados conservativos esta
medida de probabilidad µ es la medida de Lebesgue, normalizada para que µ(X) = 1.
Aplicando el Teorema 1.6.9, la hipótesis de Boltzmann se traduce en la hipótesis de
ergodicidad de esa probabilidad µ.

1.6.11. Proof of Theorem 1.6.9:

Demostración. (i) ⇒ (ii):

Sea a ∈ R y sea Aa = {x ∈ X : ψ(x) ≤ a} ⊂ X . Como ψ es medible, Aa es medible
. Siendo ψ(T (x)) = ψ(x) para todo x ∈ X , tenemos T−1(Aa) = Aa. Como µ es
ergódica, entonces µ(Aa) vale 0 o 1. Considere la función g : R 7→ {0, 1} definida
como g(a) := µ(Aa). Por construcción Aa ⊂ Ab si a < b. Luego g(a) ≤ g(b) si a < b.
Entonces g es creciente y solo puede tomar valores 0 ó 1. Sea

k = ı́nf{a ∈ R : g(a) = 1} = sup{a ∈ R : g(a) = 0} ∈ [−∞,+∞]. (1.4)

Probemos que k ∈ R. En efecto ψ(x) ∈ R para todo x ∈M ; entonces ∅ =
⋂

n∈N
A−n, X =⋃

n∈N
An. Como An ⊂ An+1 para todo n ∈ N, entonces ĺımn→+∞ µ(An) = 1 y

ĺımn→−∞ µ(An) = 0. Esto implica que existe n0 ∈ N tal que g(n0) = 1 y g(−n0) = 0.
Por lo tanto −n0 ≤ k ≤ n0. Ahora probemos que µ(Ak) = 1. De (1.4) deducimos que
0 = µ(Ak−(1/n)) ≤ µ(Ak) ≤ µ(Ak+(1/n)) ∀ 1 ≤ n ∈ N Además Ak =

⋂∞
n=1Ak+(1/n) =

X , y Ak+(1/n+1) ⊂ Ak+(1/n). Luego µ(Ak) = ĺımn→+∞ µ(Ak+(1/n)) = 1. Hemos
probado que µ(Ak) = 1. Por otra parte Bk := {x ∈ X : ψ(x) ≥ k} =

⋂∞
n=1(X \

Ak−(1/n)), donde µ(X \ Ak−(1/n)) = 1. Como Ak−(1/n+1) ⊃ Ak−(1/n), obtenemos
µ(Bk) = 1. Por lo tanto µ(Ak ∩ Bk) = 1, es decir para µ−c.t.p. x ∈ M se cumple
ψ(x) = k.

ii) ⇒ iii):

Como µ es invariante por T tenemos
∫
ψ◦T j dµ =

∫
ψ dµ ∀ j ∈ N. Luego

∫
1
n

∑n−1
j=0 ψ◦

T j dµ =
∫
ψ dµ ∀ n ≥ 1. Tomando ĺımite cuando n → +∞ y aplicando el Teorema
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de Convergencia Dominada, deducimos que

∫
ĺım

n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

ψ ◦ T j dµ = ĺım
n→+∞

∫
1

n

n−1∑

j=0

ψ ◦ T j dµ =

∫
ψ dµ

Consideremos la siguiente función definida µ-c.t.p:

Φ(x) := ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

ψ ◦ T j(x)µ− c.t.p. x ∈ X.

Aqúı, en la hipótesis de existencia µ-c.t.p. de esta función Φ, es decir en la hipótesis
de existencia µ-c.t.p. del ĺımite de los promedios temporales, estamos aplicando el
Teorema Ergódico de Birkhoff (como si ya estuviera demostrado). Entonces tenemos

∫
Φ dµ =

∫
ψ dµ.

Para tener definida la función Φ en todo punto x ∈ X , tomemos

Φ(x) := 0 ∀ x ∈ X tal que 6 ∃ ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

ψ ◦ T j(x).

Afirmamos que Φ es invariantes por T . Basta chequear que dado ǫ > 0 existe N tal
que para todo n ≥ N se cumple

∣∣∣ 1
n

n−1∑

j=0

ψ ◦ T j(T (x)) − 1

n

n−1∑

j=0

ψ ◦ T j(x)
∣∣∣ =

=
∣∣∣ 1
n
ψ(T n+1(x)) − ψ(x)

∣∣∣ < ǫ ∀ x ∈ X.

En efecto la desigualdad anterior se verifica para todo n suficientemente grande
porque, por hipótesis, 0 ≤ |ψ(x)| ≤ k para todo x ∈ X , para cierta constante k > 0.
Entonces, para toda sucesión nj → +∞ tal que exista el ĺımite del promedio temporal
hasta nj de ψ, con estado inicial x, también existe ese ĺımite con estado inicial T (x),
y ambos ĺımites coinciden. Deducimos que

Φ(x) = Φ(T (x)) ∀ x ∈ X.

Es decir, Φ es función real invariante por T . Aplicando la hipótesis (ii) tenemos que
Φ es µ-c.t.p. constante, igual a cierto número real K. Entonces

∫
ψ dµ =

∫
Φ dµ =

∫
K dµ = K.

Deducimos que K =
∫
ψ dµ, es decir Φ(x) =

∫
ψ dµ para µ-c.t.p. x ∈ X . Esto implica

la igualdad (1.3), probando (iii).
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(iii) ⇒ (i)
Sea A ⊂ X medible e invariante por T , y consideremos la función caracteŕıstica χA.
Es una función medible y acotada, y como A es invariante por T , para todo x ∈ X
tenemos χA ◦ T j(x) = χT−j(A)(x) = χA(x) ∈ {0, 1}. Entonces

χ̃A = ĺım
n→+∞

n−1∑

j=0

χA(T j(x)) = χA(x) ∈ {0, 1} ∀ x ∈ X.

En particular vale la igualdad anterior para µ-c.t.p. x ∈ X . Como

(̃χA)(x) =

∫
χA dµ = µ(A) µ− c.t.p. x ∈ X

deducimos que µ(A) ∈ {0, 1}. Por lo tanto µ es ergódica, terminando de probar (i).

1.7. Existencia de medidas ergódicas

Teorema 1.7.1. Existencia de medidas ergódicas Sea X un espacio métri-
co compacto y sea T : X 7→ X continua. Entonces existen medidas de probabilidad
ergódicas para T . Además, toda medida T -invariante es el ĺımite en la topoloǵıa débil∗

de una sucesión de medidas que son combinaciones lineales finitas de medidas ergódi-
cas.

Demostraremos el teorema 1.7.1 de existencia de medidas ergódicas al final de esta
sección, en el parágrafo 1.7.4.
Una generalización del Teorema 1.7.1 que establece la existencia de medidas ergódicas
para toda T : X 7→ X medible (no necesariamente continua) tal que preserva alguna
medida de probabilidad de Borel, será demostrada más adelante, en el Corolario 4.1.3.

1.7.2. Singularidad mutua y continuidad absoluta

Recordamos que dos medidas de probabilidad µ y ν se dicen mutuamente singulares
µ ⊥ ν cuando existe algún conjunto medible A ⊂ X tal que µ(A) = 1 y ν(A) = 0.
Entonces µ(X \A) = 0 y ν(X \A) = 1 y la relación mutuamente singular es simétrica.
Dadas dos medidas de probabilidad µ y ν se dice que µ es absolutamente continua
respecto de ν, y se denota µ ≪ ν, cuando para todo conjunto medible A tal que
ν(A) = 0 se cumple µ(A) = 0.
Se dice que dos medidas µ y ν son equivalentes, y se denota µ ∼ ν, cuando µ ≪ ν y
ν ≪ µ.
Se observa que si µ≪ ν entonces µ 6⊥ ν (el rećıproco es falso).

El siguiente teorema es clásico en la Teoŕıa abstracta de la Medida (en particular en
la Teoŕıa de Probabilidades):
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Teorema de Descomposición de Lebesgue-Radon-Nikodym.
Dadas dos medidas de probabilidad µ y ν existen dos probabilidades µ1 y µ2, y un
único real t ∈ [0, 1], tales que

µ = tµ1 + (1 − t)µ2, µ1 ≪ ν, µ2 ⊥ ν.

Si además t 6= 0, 1 entonces µ1 y µ2 son únicas.
El enunciado clásico de este Teorema, establece que existen únicas las medidas finitas
tµ1 y (1− t)µ2 (posiblemente alguna de ellas es cero) tales que sumadas dan µ, siendo
tµ1 ≪ ν y (1 − t)µ2 ⊥ ν.
La demostración del Teorema de Descomposición de Lebesgue-Radon-Nikodym se
encuentra por ejemplo en [Fo 1984, Theorem 3.8] ó en [Rud 1979a, Teorema 6.2.3].
Del teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym se deduce que en el caso particular µ≪ ν,
se cumple t = 1, µ1 = µ, y µ2 es cualquiera. Análogamente, si µ ⊥ ν, entonces t = 0,
µ2 = µ y µ1 es cualquiera. En el caso que µ 6≪ ν, µ 6⊥ ν, es única la pareja (µ1, µ2)
de probabilidades en la descomposición de Radon-Nikodym.
Volvamos ahora a las propiedades de las medidas de probabilidad ergódicas para una
transformación T :

Teorema 1.7.3. Singularidad mutua de medidas ergódicas
Sea T : X 7→ X medible en el espacio medible (X,A).
(a) Si existen dos medidas de probabilidad diferentes µ y ν, ambas ergódicas para la
transformación T , entonces µ ⊥ ν.
(b) Si µ y ν son medidas de probabilidad ergódicas para T y si µ ≪ ν, entonces
µ = ν.

Demostración. Afirmamos que, si µ y ν son ambas ergódicas para T , y si para todo
conjunto A invariante por T se cumple µ(A) = ν(A), entonces µ = ν. En efecto,
sea B cualquier conjunto medible, y denotemos χB a la función caracteŕıstica de
B. Aplicando la propiedad (iii) del Teorema 1.6.9 a la función ψ = χB, sabemos que
existe un conjunto A1, que es T -invariante, tal que µ(A1) = 1, y se cumple la igualdad
(1.3) para la medida µ y para todo x ∈ A1. Análogamente, existe un conjunto A2,
que es T -invariante, tal que ν(A2) = 1, y se cumple la igualdad (1.3) para la medida
ν y para todo x ∈ A2. Por hipótesis ν(A1) = µ(A1) = 1 = ν(A2) = µ(A2). Entonces
ν(A1 ∩ A2) = µ(A1 ∩ A2) = 1 y para todos los puntos x ∈ A1 ∩ A2 se cumple la
igualdad

µ(B) =

∫
χB dµ = ĺım

n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

χB ◦ T j(x) =

∫
χB dν = ν(B)

Deducimos entonces que µ(B) = ν(B) para todo conjunto medible B, de donde µ = ν.
Hemos terminado de probar la afirmación del principio.
Demostremos ahora la parte (a) del teorema 1.7.3. Debido a la afirmación recién
demostrada, como ν 6= µ y son ambas ergódicas, existe un conjunto A que es T -
invariante, tal que µ(A) 6= ν(A). Por definición de ergodicidad µ(A), ν(A) ∈ {0, 1}.
Luego (eventualmente sustituyendo A por su complemente en caso necesario), tenemos
µ(A) = 1 y ν(A) = 0, de donde µ ⊥ ν, demostrando (a).
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La parte (b) es una consecuencia inmediata de (a), pues si µ ≪ ν entonces µ 6⊥ ν.
Por lo tanto, como µ y ν son ergódicas y µ 6⊥ ν, aplicando la parte (a) deducimos que
µ = ν, como queŕıamos probar.

1.7.4. .
Demostración del Teorema 1.7.1 (existencia de medidas ergódicas)

El teorema 1.7.1 es un corolario inmediato del teorema 1.7.5 que demostraremos
a continuación. Las definiciones de puntos extremales de un conjunto compacto y
convexo en un espacio vectorial topológico, y de envolvente compacta convexa, se
emplean en el enunciado siguiente, y se incluyen abajo del mismo.

Teorema 1.7.5. Sea T : X 7→ X continua en el espacio métrico compacto X. Sea
M el conjunto de medidas de probabilidad borelianas en X, con la topoloǵıa débil∗.
Sea MT ⊂ M el conjunto de probabilidades invariantes por T y sea ET ⊂ MT el
conjunto de las probabilidades (invariantes) ergódicas para T .
Entonces
(a) MT es compacto y convexo.
(b) ET coincide con el conjunto de puntos extremales de MT .
(c) MT coincide con la envolvente convexa compacta de ET .

Demostraremos el Teorema 1.7.1 más adelante en esta sección. Para poder demostrar-
lo, necesitamos definir convexidad, envolvente convexa, puntos extremales y ver las
propiedades de estos conceptos:

Combinaciones convexas y puntos extremales
Recordemos las siguientes definiciones y el teorema de Krein-Milman del Análisis
Funcional:
• Sea A s un conjunto no vaćıo de un espacio vectorial topológico. Se llama combi-
nación convexa de puntos de A a cualquier punto del espacio que pueda escribirse
como una combinación lineal finita

t1a1 + t2a2 + . . . tkak,

tal que ai ∈ A, 0 ≤ ti ≤ 1 para todo 1 ≤ i ≤ k, y
∑k

i=1 ti = 1. Denotamos como ec(A)
al conjunto de todas las combinaciones convexas de puntos de A, llamado envolvente
convexa de A. Observar que A ⊂ ec(A).
• El conjunto A se dice convexo si contiene a todas las combinaciones convexas de
sus puntos, es decir A = ec(A). Es inmediato deducir, por inducción en k ≥ 2, que
un conjunto A es convexo, si y solo si

ta+ (1 − t)b ∈ A ∀ t ∈ [0, 1], ∀ a, b ∈ A.

• Se llama envolvente convexa cerrada de A a ec(A), donde indica la clausura (o
adherencia).
• Si A es tal que ec(A) es compacto, llamaremos a este último conjunto la envolvente
convexa compacta de A.
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• Si K es un subconjunto no vaćıo de un espacio vectorial topológico, se llama punto
extremal de K (cuando existe) a un punto a ∈ K tal que las únicas combinaciones
convexas tb+ (1− t)c = a, con 0 ≤ t ≤ 1 b, c ∈ K, son aquellas para las cuales b = a
ó c = a.

• Teorema de Krein-Milman
Todo compacto no vaćıo y convexo en un espacio vectorial topológico contiene puntos
extremales y coincide con la envolvente convexa compacta del conjunto de sus puntos
extremales.
La demostración del Teorema de Krein-Milman puede encontrarse por ejemplo en
[Rud 1979b, Teorema 3.21].

Ejercicio 1.7.6. Sean x1, x2 ∈ R2. Chequear que toda combinación convexa de
{x1, x2} está en el segmento con extremos x1, x2 y rećıprocamente. Para ilustrar el
teorema de Krein-Milman, considerar un poĺıgono regular K en R2. (K es la unión
del interior del poĺıgono con su borde). Entonces K es compacto. Chequear con argu-
mentos geométricos que: (a) el poĺıgono K es convexo; (b) los puntos extremales de
K son los vértices del poĺıgono; (c) todo punto de K es una combinación convexa de
sus vértices. En el ejemplo del poĺıgono, la cantidad de puntos extremales es finita.
Para ilustrar el teorema de Krein-Milman cuando la cantidad de puntos extremales
es infinita, considerar una circunferencia S1 ⊂ R2 y el compacto K que es la unión de
la circunferencia S1 (borde de K) con la región acotada encerrada por S1 (interior de
K). Entonces K es compacto. Chequear con argumentos geométricos que: (d) K es
convexo; (e) el conjunto de puntos extremales de K es la circunferencia S1; (f) todo
punto de K es combinación convexa de dos puntos extremales.

Demostración del Teorema 1.7.5

Demostración. (a) Es inmediato chequear que MT es convexo: en efecto, si µ1, µ2 ∈
MT entonces para todo conjunto boreliano B se cumple

µi(T
−1(B)) = µi(B) i = 1, 2.

Luego, cualquiera sea 0 ≤ t ≤ 1 se tiene

[tµ1 + (1 − t)µ2](T
−1(B)) = [tµ1 + (1 − t)µ2](B),

de donde tµ1 + (1 − t)µ2 ∈ MT , probando que MT es convexo.
Ahora probemos que MT es compacto. Recordemos que M es compacto con la
topoloǵıa débil∗ (esto fue demostrado en la sección 1.2). Luego, para demostrar que
MT es compacto, basta probar que MT es cerrado en M. Sea µn → µ en M tales
que µn ∈ MT . Para deducir que µ ∈ MT basta recordar que es continuo el operador
T ∗ : M 7→ M, definido como [T ∗µ](B) = µ(T−1(B)) para todo boreliano B. (La
continuidad de T ∗ fue demostrada en la sección 1.2). Entonces

T ∗µ = ĺım
n
T ∗µn = ĺımµn = µ,

de donde µ ∈ MT . Esto termina la prueba de que MT es cerrado en el espacio métrico
compacto M, y por lo tanto MT es compacto.
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(b) Probemos que µ es ergódica para T si y solo si es punto extremal de MT . Primero
asumamos que µ no es ergódica. Entonces existe un boreliano T -invariante A ⊂ X tal
que 0 < µ(A) < 1. Sea Ac = X \ A y considérense las probabilidades definidas para
todo boreliano B por:

µ1(B) :=
µ(B ∩A)

µ(A)
, µ2(B) :=

µ(B ∩Ac)

µ(Ac)
.

Por construcción, tenemos

µ = tµ1 + (1 − t)µ2, donde t := µ(A).

Nótese que µ1 6= µ2, porque µ1(A) = 1 y µ2(A) = 0. Además 0 < t < 1, de donde

µ 6= µ1, µ 6= µ2.

Por lo tanto µ no es punto extremal de MT . Hemos probado que si µ no es ergódica,
entonces µ no es punto extremal de MT .
Ahora probemos el rećıproco. Asumamos que µ es ergódica y probemos que µ es punto
extremal de MT . Sea µ = tµ1 + (1 − t)µ2, donde 0 ≤ t ≤ 1 y µ1, µ2 ∈ MT . Por un
lado, si t = 0 ó t = 1 entonces µ = µ1 ó µ = µ2. Por otro lado, si 0 < t < 1 entonces
µ1 ≪ µ y µ2 ≪ µ (pues si µ(B) = 0 siendo la suma de dos sumandos no negativos,
cada sumando debe ser cero, de dónde 0 = µ1(B) = µ2(B)). Sea A un conjunto T -
invariante. Por hipótesis µ es ergódica, entonces µ(A) = 0 ó µ(Ac) = 0. Como µi ≪ µ
para i = 1, 2, deducimos que µi(A) = 0 ó µi(A) = 1. Luego µi es ergódica. Por lo
demostrado en el Teorema 1.7.3, µi ≪ µ siendo µi y µ ergódicas, implica que µi = µ.
En este caso tenemos entonces µ = µ1 = µ2. Hemos probado, en todos los casos, que
las únicas combinaciones convexas de µ son aquellas para las cuales µ = µ1 ó µ = µ2.
Entonces por definición, µ es extremal como queŕıamos demostrar.
(c) Es consecuencia directa de a) y b), y del Teorema de Krein Milman.

Fin de la prueba del Teorema 1.7.1:
Existencia de medidas ergódicas

Demostración. Por la parte c) del Teorema 1.7.5,

MT = e.c.ET ,

donde ET denota el conjunto de medidas ergódicas para T y MT el de todas las
medidas T -invariantes. Por el Teorema 1.1.5, MT 6= ∅. Luego ET 6= ∅. Para probar la
última afirmación del Teorema 1.1.5 aplicamos la Definición de la clausura e.c.ET de
la envolvente convexa del conjunto ET de probabilidades ergódicas. Recordamos que
la envolvente convexa e.c.ET es el conjunto de todas las medidas que se obtienen como
combinaciones lineales convexas de medidas ergódicas. Como toda medida invariante
µ está en e.c.ET , entonces µ se puede aproximar, tanto como uno desee en la topoloǵıa
débil∗ del espacio de probabilidades, por medidas que son por combinaciones lineales
finitas y convexas de medidas ergódicas.
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Ejercicio 1.7.7. Sea T : X 7→ X una transformación continua en un espacio métrico
compacto.
(I) Asuma que existe una medida µ invariante por T y positiva sobre abiertos (no
necesariamente ergódica).
(a) Probar que para cada abierto V no vaćıo, existe una medida ergódica νV tal que
νV (V ) > 0.
Sugerencia: Por absurdo, si ν(V ) = 0 para toda medida ergódica ν, entonces ρ(V ) = 0
para toda medida de probabilidad ρ que sea combinación convexa finita de ergódicas.
Probar que ρ(V ) = 0 para toda medida ρ en la envolvente convexa compacta de las
ergódicas (con la topoloǵıa débil∗ del espacio M de probabilidades). Usar el Teorema
1.7.5 para concluir que µ(V ) = 0, contradiciendo la hipótesis.
(b) Usando el Lema de Recurrencia de Poincaré demostrar que el conjunto de los
puntos recurrentes es denso en X .
(c) Concluir que Ω(T ) = X .
(II) Asuma que para todo abierto V existe una medida de probabilidad invariante µV

(no necesariamente ergódica), tal que µV (V ) > 0.
(d) Demostrar que existe una medida de probabilidad invariante νV ergódica tal que
νV (V ) > 0.
(e) Demostrar que existe una medida de probabilidad invariante ρ positiva sobre abier-
tos. Sugerencia: Tomar una base numerable de abiertos {Vi}i≥1, demostrar que las
medidas ρn :=

∑n
i=1(1/2

i)µVi
(que no son probabilidades, pero son finitas) satisfacen

0 < ρn(X) ≤ 1, son T -invariantes y existe ρ = ĺım∗
n→+∞ ρn en la topoloǵıa débil∗ del

espacio M1 de medidas de probabilidad finitas uniformemente acotadas por 1.



Caṕıtulo 2

Teoremas Ergódicos.

Las hipótesis generales para este caṕıtulo son las siguientes:
(X,A) es un espacio medible, T : X 7→ X es una transformación medible que preserva
una medida de probabilidad µ, y f : X 7→ R es una función medible.
Consideremos el siguiente resultado:
Sea T : X 7→ X medible en el espacio métrico compacto X. Sea µ una medida de
probabilidad en la sigma-álgebra de Borel. Entonces µ es T -invariante si y solo si
para toda f : X 7→ R continua se cumple

∫
f dµ =

∫
f ◦ T dµ (2.1)

Además, vale la igualdad (2.1) para toda f continua si y solo si vale para toda f ∈
Lp(µ), cualquiera sea el natural p ≥ 1.

Ejercicio 2.0.8. Probar la afirmación anterior.

2.1. Teorema Ergódico de Birkhoff-Khinchin

Enunciado y Corolarios

Definición 2.1.1. Promedios temporales Sea (X,A) un espacio medible. Sea
T : X 7→ X medible que preserva una medida de probabilidad µ (no necesariamente
ergódica). Sea f ∈ Lp(µ) para 1 ≤ p ∈ N.

Se denota con f̃+ o simplemente con f̃ al ĺımite de los llamados promedios orbitales
(o promedios temporales o promedios de Birkhoff) hacia el futuro de f , en los puntos
x ∈ X donde exista, esto es:

f̃+(x) = ĺım
n→+∞

1

n
(f(x) + f ◦ T (x) + . . . f ◦ T n−1)

Si además T es invertible, se denota con f̃− al ĺımite de los promedios orbitales (o

27
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temporales o de Birkhoff) hacia el pasado, en los puntos x donde exista. Esto es:

f̃−(x) = ĺım
n→+∞

1

n
(f(x) + f ◦ T−1(x) + . . . f ◦ T−(n−1)(x))

Teorema 2.1.2. Teorema ergódico de Birkhoff-Khinchin
Sea (X,A) un espacio medible. Si T : X 7→ X es medible que preserva una medida de
probabilidad µ entonces:

a) Para toda f ∈ L1(µ) existe f̃(x) = ĺımn→∞
1
n

∑n−1
j=0 f ◦T j(x) µ-c.t.p. en x ∈ X.

b) f̃ es T -invariante, es decir : f̃ ◦ T = f̃ µ-c.t.p. Más precisamente, para todo

x ∈ X existe f̃(x) si y solo si existe f̃(T (x)) y en ese caso f̃(x) = f̃(T (x)).

c) Para todo natural p ≥ 1, si f ∈ Lp(µ) ⊂ L1(µ), entonces f̃ ∈ Lp(µ) y la
convergencia es también en Lp(µ).

d)
∫
f dµ =

∫
f̃ dµ

Daremos la demostración del Teorema Ergódico de Birkhoff-Khinchin en la Sección
2.3 de este caṕıtulo. La demostración de Birkhoff del Teorema 2.1.2 se encuentra
en [Bi 1931]. Otra demostración, diferente de la de Birkhoff, puede encontrarse por
ejemplo, en [Wa 2000, proof of Theorem 1.14, pag. 38-39], en [Ke 1998, Theorem 2.1.5]
o en [Mañ 1983a, pág. 114-122] Mane (ver también [Mañ 1987]).

El Teorema Ergódico de Birkhoff-Khinchin es un caso particular del llamado Teore-
ma Ergódico Subaditivo de Kingmann [Kin 1973]. Este teorema más general,
establece la convergencia de la sucesión {fn/n}n donde fn, en vez de ser necesaria-
mente una suma de Birkhoff, es una sucesión subaditiva de funciones en L1(µ). Más
precisamente, se asume por hipótesis, que

fn+m ≤ fn + fm ◦ T n ∀ n,m ∈ N+,

donde f1 ∈ L1(µ). En particular, fn =
∑n−1

j=0 f1 ◦ T j es un ejemplo de sucesión
subaditiva.
El Teorema Ergódico Subaditivo de Kingmann enuncia que, para toda medida µ que
sea invariante por T , para toda sucesión {fn}n≥1 subaditiva de funciones reales en
L1(µ), la sucesión {fn/n}n converge µ-c.t.p. Luego, este Teorema generaliza el Teore-
ma Ergódico de Birkhoff-Khinchin. Demostraremos el Teorema Ergódico Subaditivo
de Kingmann (Teorema 4.2.2) más adelante de este libro.

Corolario 2.1.3. del Teorema 2.1.2
Igualdad de los promedios temporales hacia el futuro y hacia el pasado.
Si T es medible, invertible, con inversa medible, y preserva una medida de probabilidad
µ, entonces para toda f ∈ L1(µ) se cumple f̃+ (promedio temporal hacia el futuro)

y f̃− (promedio temporal hacia el pasado) existen µ-c.t.p. y son iguales f̃+ = f̃− µ-
c.t.p.
(Ver la definición de f̃+ y f̃− en 2.1.1.)
En el siguiente Ejercicio 2.1.4, se da una gúıa para la demostración del Corolario 2.1.3.
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Ejercicio 2.1.4. Probar el corolario 2.1.3 como consecuencia del Teorema de Birkhoff-
Khinchin. Sugerencias: Para demostrar que existen f̃+(x) y f̃−(x) para µ-c.t.p. x ∈ X ,
aplicar el teorema de Birkhoff a T−1, probar que toda medida µ es invariante por T si
y solo śı lo es por T−1, y usar que la intersección de dos conjuntos con µ-medida igual
a 1 tiene medida µ-medida 1. Para probar que f̃+(x) = f̃−(x) para µ-c.t.p. x ∈ X ,

para cada natural n ≥ 1 denote f+
n := (1/n)

∑n−1
j=0 f ◦T j, f−

n := (1/n)
∑n−1

j=0 f ◦T−j.

Por el Teorema de Birkhoff, f−
n − f+

n converge en L1(µ) a f̃− − f̃+. Entonces para

todo ǫ > 0 existe n suficientemente grande tal que ‖f̃− − f̃+‖L1 ≤ ‖f−
n − f+

n ‖L1 + ǫ.
Basta probar entonces que

∫
|f−

n − f+
n | dµ tiende a cero cuando n → +∞. Chequear

que para todo x ∈ X se cumple la siguiente igualdad:

f−
n+1(x) − f+

n+1(x) = f−
n+1(x) + f+

n+1(x) − 2f+
n+1(x) =

=
2n+ 1

n
f+
2n+1(T

−n(x)) +
f(x)

n+ 1
− 2f+

n+1(x)

Como f+
2n+1 converge a f̃+ en L1(µ), y además la medida µ y la función f̃+ son

invariantes por T , tenemos, para todo n suficientemente grande:

∫
|f+

2n+1 − f̃+| dµ < ǫ

∫
|f+

2n+1 − f̃+| dµ =

∫
|f+

2n+1 ◦ T−n − f̃+ ◦ T−n| dµ =

=

∫
|f+

2n+1 ◦ T−n − f̃+| dµ < ǫ

Juntando todo lo anterior, deducir, para todo n suficientemente grande, que:

‖f−
n+1 − f+

n+1‖L1(µ) ≤

2n+ 1

n+ 1
‖f+

2n+1 ◦ T−n − f̃+‖L1(µ) +
|f(x)|
n+ 1

+ 2 ‖f+
n+1 − f̃+‖L1(µ)

≤ 3ǫ+ ǫ+ 2ǫ = 6ǫ.

Corolario 2.1.5. del Teorema 2.1.2
Promedios de medida de transitividad. Para toda medida µ invariante por T y
para todos los conjuntos A y B medibles, existe el ĺımite siguiente:

τ(A,B) = ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

µ(T−j(A) ∩B)

Demostración: Denotemos χC a la función caracteŕıstica de cualquier conjunto C.
Sea

In =
1

n

n−1∑

j=0

µ(T−j(A) ∩B) =
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1

n

n−1∑

j=0

∫
χT−j(A)χB dµ =

∫
(
1

n

n−1∑

j=0

χA ◦ T j)χB dµ,

El integrando a la derecha de la igualdad anterior está dominado por 1 ∈ L1(µ). Por
el teorema de convergencia dominada ĺım In =

∫
χ̃AχB dµ �

Ejercicio 2.1.6. Probar que el ĺımite τ(A,B) del Corolario 2.1.5 verifica las siguientes
desigualdades

µ(A) −
√
µ(A)[1 − µ(B)] ≤ τ(A,B) ≤

√
µ(A)µ(B).

Concluir que:
τ(A,B) = 0 si µ(A) = 0 ó µ(B) = 0.
Si τ(A,B) = 0 entonces µ(A) + µ(B) ≤ 1
τ(A,B) = 1 si y solo si µ(A) = µ(B) = 1.
Sugerencia para la primera parte: En la demostración del Corolario 2.1.5 se probó que
τ(A,B) =

∫
χ̃AχB, dµ. En L2(µ) se cumple

∫
fg dµ ≤ ‖f‖L2 ‖g‖L2.

Para probar la desigualdad de la derecha, aplicar lo anterior a χ̃A y χB, y recordar
que 0 ≤ χ̃A ≤ 1, por lo cual χ̃2

A ≤ χ̃A. Deducir que ‖χ̃A‖L2 ≤
√
µ(A) aplicando el

teorema de Birkhoff. Para probar la desigualdad de la izquierda, aplicar la desigualdad
de la derecha a A y Bc y probar que τ(A,B) + τ(A,Bc) = µ(A).

Corolario 2.1.7. del Teorema 2.1.2
Promedios de sucesión de funciones.
Sea T : X 7→ X medible que preserva una medida de probabilidad µ. Sea fn ∈ L1(µ)
una sucesión de funciones, dominada por f0 ∈ L1(µ), que converge µ-c.t.p. y en L1(µ)
a f ∈ L1(µ). Entonces

ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

fj ◦ T j = f̃ µ-c.t.p. y en L1(µ).

Ejercicio 2.1.8. Demostrar el corolario 2.1.7. Sugerencia: Basta probarlo para fn ≥
0; fn → 0 c.t.p. Sea Gk(x) = supn≥k{fn(x)}. Entonces Gk → 0 c.t.p., y por con-

vergencia dominada ‖Gk‖L1 → 0. Sea G̃k = ĺımn→∞(1/n)
∑n−1

j=0 Gk ◦ T j que existe

µ-c.t.p. por el teorema de Birkhoff. La sucesión G̃k es decreciente con k, por lo que
tiene ĺımite, y por el lema de Fatou

0 ≤
∫

ĺım G̃k dµ ≤ ĺım

∫
G̃k dµ = ĺım

∫
Gk dµ = 0.

Luego G̃k → 0 c.t.p.. Finalmente, usar que

ĺım sup
n→∞

1

n

n−1∑

j=0

fj ◦ T j(x) = ĺım sup
n→∞

1

n

n−1∑

j=k

fj ◦ T j(x) ≤ G̃k(x).
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Definición 2.1.9. Dado A conjunto medible, se denomina tiempo medio de estad́ıa
τA(x) de un punto x ∈ X en A, al siguiente ĺımite, cuando existe:

τA(x) = ĺım
n→+∞

1

n
#{j ∈ N : 0 ≤ j ≤ n− 1, T j(x) ∈ A}

Ejercicio 2.1.10. Probar el siguiente teorema, para todo conjunto medible A ⊂ X
y para toda medida µ que sea invariante por T : X 7→ X :
El tiempo medio de estad́ıa τA existe µ-c.t.p. y además la convergencia es en Lp(µ)
para todo p ≥ 1 natural. Además

∫
τA dµ = µ(A). Sugerencia: Observar que el tiempo

medio de estad́ıa en A es la función τA = χ̃A, donde χA es la función caracteŕıstica
de A. Aplicar el teorema ergódico de Birkhoff-Khinchin.

Definición 2.1.11. Conjuntos de probabilidad total para T Sea T : X 7→ X
una transformación medible tal que el conjunto MT de las medidas de probabilidad
T -invariantes es no vaćıo. Un conjunto medible Λ ⊂ X se dice que tiene probabilidad
total para T si para toda µ ∈ MT se cumple µ(Λ) = 1.
Entonces, la primera parte del ejercicio anterior se puede enunciar de la siguiente
forma:
Para todo conjunto medible A ⊂ X, el tiempo medio de estad́ıa τA(x) existe para un
conjunto de puntos con probabilidad total. Si además µ(A) > 0, entonces τA(x) no
nula µ-c.t.p. (pues

∫
τA dµ = µ(A)).

En el Corolario 4.1.4 veremos un criterio para que un conjunto tenga probabilidad
total, que requiere solo el conocimiento de las medidas ergódicas.

Ejercicio 2.1.12. Conjuntos estables e inestables.
Sea T : X 7→ X Borel medible e invertible con inversa medible, en un espacio métrico
compacto X , tal que el conjunto de medidas invariantes por T es no vaćıo. Sea f :
X 7→ C una función compleja continua. Sea Λ ⊂ X el conjunto de probabilidad total
tal que existen, y son iguales entre śı, los ĺımites f̃+(x) y f̃−(x) de los promedios de
Birkhoff hacia el futuro y hacia el pasado, respectivamente. Sea x0 ∈ Λ. Se definen
los conjuntos estable e inestable respectivamente por el punto x0 (quizás se reducen
solo a {x0}):

W s(x0) := {y ∈ X : ĺım
n→+∞

dist (T ny, T nx0) = 0}

Wu(x0) := {y ∈ X : ĺım
n→−∞

dist (T ny, T nx0) = 0}

Probar que para todo y ∈ W s(x0) existe f̃+(y) y f̃+(y) = f̃+(x0). Probar que para

todo y ∈Wu(x0) existe f̃−(y) y f̃−(y) = f̃−(x0).

Ejercicio 2.1.13. .
Promedios de Birkhoff para funciones reales fuera de L1(µ).
Probar la siguiente generalización del teorema de Birkhoff-Khinchin: Sea (X,A) un
espacio medible y sea Sea T : X 7→ X medible que preserva la probabilidad µ. Sea
f : X 7→ R medible.

Entonces, µ-c.t.p. o bien |̃f | (x) = +∞ o bien f̃ existe y es finito.
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Sugerencia: Basta probarlo para f ≥ 0. Dado c > 0 sea

Xc = {x ∈ X : ĺım inf
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

f ◦ T j(x) ≤ c}

Xc es T - invariante. Sea fm(x) = mı́n(f(x),m). Usar el teorema de Birkhoff para

probar que existe f̃m µ-c.t.p. x ∈ Xc. Sea f |Xc
= χXc

f donde χXc
denota la función

caracteŕıstica de Xc. Probar que f |Xc
∈ L1(µ) usando el teorema de convergencia

monótona y la igualdad del teorema de Birkhoff
∫
fm|Xc

dµ =
∫
f̃m|Xc

dµ ≤ c. Deducir

que existe el ĺımite f̃(x) para µ-c.t.p. x en Xc. Tomar la unión de los Xc para todo

c ≥ 1 natural y concluir que en el complemento de esa unión se cumple f̃ = +∞.

Ejercicio 2.1.14. Sea T : X 7→ X una transformación medible en un espacio métri-
co compacto X , tal que es no vaćıo el conjunto MT de probabilidades invariantes
por T . Probar que el conjunto siguiente tiene probabilidad total para T (i.e. tiene
probabilidad 1 para toda µ ∈ MT ):

{
x ∈ X : existe ĺımn→+∞

1

n
·

n−1∑

j=0

f ◦ T pj(x) ∀ f ∈ C0(X,R), ∀ p ≥ 1
}

Sugerencia: MT p(X) ⊃ MT (X).

2.2. Teorema Ergódico Maximal

En esta sección asumiremos que T : X 7→ X es medible y que preserva una medida
de probabilidad µ.
El siguiente Teorema Ergódico Maximal es un lema para demostrar el Teorema Ergódi-
co de Birkhoff-Khinchin, pero puede tener interés en śı mismo pues (en apariencia)
es más general. En la demostración del Teorema Ergódico Maximal, no asumiremos
válido el Teorema de Birkhoff-Khinchin, como tampoco los Teoremas 1.7.1 y 1.6.9 de
existencia y propiedades de las medidas ergódicas (que fueron probadas en el primer
caṕıtulo, asumiendo verdadero el Teorema Ergódico de Birkhoff-Khinchin.) De esa for-
ma, en las próximas secciones podremos demostrar el Teorema de Bikhoff-Khinchin
como consecuencia del Teorema Ergódico Maximal.
A diferencia del teorema de Birkhoff-Khinchin, este otro resultado, el Teorema Ergódi-
co Maximal, no se refiere a los promedios temporales de una función f a lo largo de
la órbita por un punto x ∈ X , sino al máximo o supremo de las sumas acumuladas
de los valores de f a lo largo de la órbita con estado inicial x.

Teorema 2.2.1. Teorema Ergódico Maximal
(Versión Particular).
Sea f ∈ L1(µ) real. Sea, para n ≥ 1, la sucesión creciente de funciones:

Fn = máx{f, f + f ◦ T , f + f ◦ T + f ◦T2 , . . . , f + f ◦ T + . . .+ f ◦ T n−1}
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Sea

E(f) = {x ∈ X : sup
n≥1

Fn(x) > 0} = {x ∈ X : sup
n≥1

n−1∑

j=0

f ◦ T j(x) > 0}

Entonces ∫

E(f)

f dµ ≥ 0

Interpretación: Si la función f : X 7→ R es real e integrable, aunque no sea siempre
positiva, siempre sucede que es no negativo su valor esperado (con respecto a cualquier
medida T -invariante) en el conjunto de puntos iniciales cuyas órbitas futuras tienen
sumas acumuladas de f que a veces, aunque sea en un instante solo y muy lejano en
el futuro, toman valores positivos.

Para demostrar el Teorema Ergódico Maximal 2.2.1, enunciaremos y demostraremos
una versión más general, de la cual la anterior se deduce inmediatamente como apli-
cación. Para eso introducimos la siguiente definición:

Definición 2.2.2. Sucesión subaditiva de funciones Una sucesión {fn}n≥1 de
funciones reales medibles fn : X 7→ R se llama subaditiva si

fn+m ≤ fn + fm ◦ T n ∀ n,m ≥ 1.

La sucesión se llama aditiva si se cumple la igualdad en la afirmación anterior para
todos n,m ≥ 1.

Ejercicio 2.2.3. Probar que una sucesión de funciones reales medibles {fn}n≥1 es
aditiva si y solo si

fn =
n−1∑

j=0

f1 ◦ T j ∀ n ≥ 1.

Debido a lo probado en el ejercicio anterior, la sucesión de las sumas de Birkhoff
de una función medible real f es una sucesión aditiva, y rećıprocamente. Además
como toda sucesión aditiva es subaditiva, entonces toda afirmación sobre fn/n que
se demuestre en general para las sucesiones subaditivas {fn}n≥1, regirá en particular
para los promedios de Birkhoff.

Ejercicio 2.2.4. Sea {fn}n≥1 una sucesión subaditiva tal que f+
1 ∈ L1(µ). Probar

que f+
n := máx{0, fn} ∈ L1(µ) para todo n ≥ 1 para toda medida de probabilidad µ

invariante por T . Luego
∫

(fn/n) dµ ∈ [−∞,+∞). Probar que:

ĺım
n→+∞

∫
fn

n
dµ = ı́nf

n≥1

∫
fn

n
dµ ∈ [−∞,+∞).

Sugerencia para la última parte: Llame In =
∫
fn dµ e I = ı́nfn≥1(In/n). Verificar que

In+m ≤ In + Im ∀ n,m ≥ 1,. Primero asuma que I = 0. Fije m tal que (Im/m) < ǫ.
Escriba n = mq + r. Pruebe que para todo q suficientemente grande 0 ≤ (In/n) ≤
(Im/m) + ǫ < 2ǫ. Concluir que ĺım In/n = 0 Después, si −∞ < I 6= 0 aplique el
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resultado anterior a In − nI. Finalmente, si I = −∞ pruebe, como en el primer
caso, que para todo q suficientemente grande (In/n) ≤ −K, donde K > 0 es dado
arbitrario.

Teorema 2.2.5. Teorema Ergódico Maximal
(Versión General 1)
Sea {fn}n≥1 una sucesión subaditiva de funciones reales medibles tales que f1 ∈ L1(µ).
Sea

Fn := máx
1≤j≤n

{fj}

Sea

E := {x ∈ X : sup
n≥1

Fn(x) > 0} = {x ∈ X : sup
n≥1

fn(x) > 0}.

Entonces, ∫

E

f1 dµ ≥ 0.

Interpretación: Si la sucesión de funciones es subaditiva, entonces es no negativo
el valor esperado de la primera de ellas en el conjunto de puntos x ∈ X donde alguna
de las funciones fm es positiva (no importa si tal fm es una sola en toda la sucesión,
ni si m está muy alejado de 1).

Demostración:
Sea En = {x ∈ X : Fn(x) > 0}. Se cumple En ⊂ En+1, y E =

⋃
n≥1En. Luego,

denotando f+
1 = máx{f1, 0}, f−

1 = −mı́n{f1, 0}, tenemos:

∫

E

f1 dµ =

∫

E

f+
1 dµ−

∫

E

f−
1 dµ =

= ĺım

∫

En

f+
1 dµ− ĺım

∫

En

f−
1 dµ = ĺım

∫

En

f1 dµ

Entonces, para probar que
∫

E
f1 dµ ≥ 0 basta demostrar que

∫
En
f dµ ≥ 0 para todo

n ≥ 1.
En lo que sigue denotaremos f = f1. Sea

I =

∫

En

f dµ =

∫

{Fn>0,Fn◦T≤0}

f dµ+

∫

{Fn>0,Fn◦T>0}

f dµ (2.2)

Tenemos
Fn(x) = máx

1≤j≤n
{fj(x)}, Fn(T (x)) = máx

1≤j≤n
{fj(T (x))}.

Estudiemos primero el caso cuando Fn(x) > 0 y Fn(T (x)) ≤ 0. Esto implica fj(T (x)) ≤
0 para todo 1 ≤ j ≤ n. Siendo fj+1(x) ≤ f(x) + fj(T (x)), por la subaditividad de
la sucesión {fn}, deducimos que fj+1(x) ≤ f(x) para todo 1 ≤ j ≤ n. Luego, de la
construcción de Fn(x) en la igualdad de arriba, deducimos que Fn(x) = f(x). Hemos
probado que:
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Fn(x) = f(x) si Fn(T (x)) ≤ 0 y Fn(x) > 0.

Ahora estudiemos el caso Fn(Tx) > 0. Tenemos

f(x) + Fn(T (x)) = máx
1≤j≤n

{f(x) + fj(T (x))} ≥

≥ máx
1≤j≤n

{{fj+1(T (x))} ≥ máx
2≤h≤n

{fh(x)}. (2.3)

En la penúltima desigualdad usamos la subaditividad de la sucesión {fj}j≥1. En
la última desigualdad se tomó el máximo en un conjunto más chico de valores del
sub́ındice. Como estamos suponiendo que Fn(T (x)) > 0, entonces

f(x) + Fn(T (x)) > f(x). (2.4)

Juntando las dos desigualdades (2.3) y (2.4) obtenidas cuando Fn(Tx) > 0, se deduce:

f(x) + Fn(T (x)) ≥ máx
1≤h≤n

{fn(x)} = Fn(x).

En resumen:
Fn(x) = f(x) si Fn(x) > 0 y Fn(Tx) ≤ 0,

f(x) ≥ Fn(x) − Fn(Tx) si Fn(Tx) > 0.

Sustituyendo en (2.2) resulta

I ≥
∫

{Fn>0,Fn◦T≤0}

Fn dµ+

∫

{Fn>0,Fn◦T>0}

(Fn − Fn ◦ T ) dµ ≥
∫

{Fn>0}

Fn dµ−
∫

{Fn>0,Fn◦T>0}

Fn ◦ T dµ. (2.5)

Por otro lado como µ es T -invariante resulta
∫
g dµ =

∫
g ◦ T dµ ∀g ∈ L1(µ)

De donde
∫

{Fn>0}

Fn dµ =

∫
χ{Fn>0} Fn dµ =

∫
(χ{Fn>0} ◦ T ) · (Fn ◦ T ) dµ =

∫
(χ{Fn◦T>0}) · (Fn ◦ T ) dµ =

∫

{Fn◦T>0}

Fn ◦ T dµ

Sustituyendo en (2.5) resulta:

I ≥
∫

{Fn◦T>0}

Fn ◦ T dµ −
∫

{Fn>0,Fn◦T>0}

Fn ◦ T dµ =

∫

{Fn≤0,Fn◦T>0}

Fn ◦ T dµ ≥ 0.

Concluimos que I =
∫

E
f1 dµ ≥ 0, como queŕıamos demostrar. �
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Teorema 2.2.6. Teorema Ergódico Maximal
(Versión General 2)
Sea {fn}n≥1 una sucesión subaditiva de funciones reales medibles tales que f1 ∈ L1(µ).
Sea α ∈ R dado. Se define el siguiente conjunto

Eα := {x ∈ X : sup
n≥1

fn(x)

n
> α}.

Sea A ⊂ Eα medible e invariante (i.e. T−1(A) = A).Entonces:

∫

A

f1 dµ ≥ αµ(A) ∀ n ≥ 1.

Demostración. Primero probemos el teorema cuando α = 0. Denotaremos E(f) := E0

para la sucesión f := {fn}n≥1. Sea la sucesión g := {gn}n≥1 construida por:

gn(x) = χA fn(x) ∀ x ∈ X, ∀ n ≥ 1.

Es inmediato verificar que g es subaditiva.
Por el Teorema 2.2.5, y teniendo en cuenta que g1(x) = χAf1(x), deducimos

0 ≤
∫

E(g)

g1 dµ =

∫

E(g)

χA f1 dµ.

Afirmamos que A ⊂ E(g). En efecto, si x ∈ A ⊂ E(f), entonces gn(x) = fn(x)
para todo n ≥ 1. Además como x ∈ E(f), tenemos supn≥1{fn(x)} > 0. Luego
supn≥1{gn(x)} > 0}, es decir x ∈ E(g).
Concluimos que:

0 ≤
∫
χE(g)χAf1 dµ =

∫
χAf1 dµ =

∫

A

f1 dµ.

Ahora consideremos el caso α 6= 0. Denotamos Eα(f) := Eα para la sucesión f :=
{fn}n≥1. Sea la sucesión g := {gn}n≥1 construida por:

gn := fn − nα ∀ n ≥ 1.

Es inmediato chequear que gn es subaditiva. Además Eα(f) = E0(g). Por la parte b)
probada en el caso α = 0 deducimos que

0 ≤
∫

E0(g)

g1 dµ =

∫

Eα(f)

(f1 − α) dµ,

de donde ∫

Eα(f)

f1 dµ ≥ αµ(A),

terminando la prueba del Teorema 2.2.6.
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Ahora veamos que el teorema ergódico maximal permite obtener resultados sobre el
supremo µ-c.t.p. de la sucesión fn/n construida a partir de la sucesión subaditiva
{fn} dada. En particular, permite obtener resultados sobre los promedios temporales
de Birkhoff.

Corolario 2.2.7. del Teorema Ergódico Maximal. Sea {fn}n≥1 una sucesión
subaditiva de funciones reales medibles tales que f1 ∈ L1(µ). Sea α un número real
cualquiera. Se define el siguiente conjunto:

Gα = {x ∈ X : ĺım sup
n→+∞

fn

n
> α}.

Sea A ⊂ Gα medible, tal que T−1(A) = A. Entonces

∫

A

f1 dµ ≥ αµ(A)

Corolario 2.2.8. del Teorema Ergódico Maximal.
Sea {fn}n≥1, con f1 ∈ L1(µ), una sucesión aditiva de funciones reales medibles (es
decir se cumple la igualdad en la Definición 2.2.2). Sea β un número real cualquiera.
Se define el siguiente conjunto:

Gβ = {x ∈ X : ĺım inf
n→+∞

fn

n
< β}.

Sea A ⊂ Gβ medible, tal que T−1(A) = A. Entonces

∫

A

f1 dµ ≤ βµ(A)

Demostración de los Corolarios 2.2.7 y 2.2.8:
Demostración del Corolario 2.2.7: Sea el conjunto

Eα := {x ∈ X : sup
n≥1

(fn(x)/n) > α}.

Es inmediato que Gα ⊂ Eα. Aplicando el Teorema Ergódico Maximal 2.2.6, como
T−1(A) = A ⊂ Gα ⊂ Eα, tenemos

∫
A
f1 dµ ≥ αµ(A), como queŕıamos demostrar. �

Demostración del Corolario 2.2.8: Como {fn} es aditiva, entonces {−fn} también lo
es. Observemos que Gβ({fn}) = G−β({−fn}). Por el Corolario 2.2.7 se tiene entonces

∫

A

(−f1) dµ ≥ (−β)µ(A), de donde

∫

A

f1 dµ ≤ βµ(A). �

El siguiente resultado, referido a los conjuntos construidos en los Corolarios del Teo-
rema Ergódico Maximal, será útil para probar el Teorema Ergódico de Birkhoff-
Khinchin:
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Lema 2.2.9. Si la sucesión de funciones es aditiva, entonces los conjuntos A = Gα

y B = Gβ, definidos en los Corolarios 2.2.7 y 2.2.8 respectivamente, son invariantes

con T , es decir T−1(A) = A y T−1(B) = B.

Demostración: A = {x ∈ X : ĺım supn→+∞ fn(x)/n > α}, B = {x ∈ X :
ĺım infn→+∞ fn(x)/n < β}.

T−1(A) = {x ∈ X : T (x) ∈ A} = {x ∈ X : ĺım sup
n→+∞

fn(T (x))

n
> α},

T−1(B) = {x ∈ X : T (x) ∈ A} = {x ∈ X : ĺım inf
n→+∞

fn(T (x))

n
< β},

Basta demostrar que para todo x ∈ X se cumple

ĺım sup
n→+∞

fn(T (x))

n
= ĺım sup

n→+∞

fn(x)

n
, ĺım inf

n→+∞

fn(T (x))

n
= ĺım inf

n→+∞

fn(x)

n
. (2.6)

En efecto

fn+1(x)

n+ 1
=
f1(x)

n+ 1
+
( n

n+ 1

)fn(Tx))

n
,

de donde, tomando ĺımite superior e inferior respectivamente, cuando n → +∞ y
x ∈ X está fijo, se deducen las igualdades (2.6), como queŕıamos demostrar. �

2.3. Prueba del Teorema Ergódico de
Bikhoff-Khinchin

El Teorema 2.1.2 de Birkhoff-Khinchin es una consecuencia del Teorema Ergódico
Maximal demostrado en la sección anterior. En efecto, llamemos fn =

∑n−1
j=0 f ◦

T j. Cuando las funciones son reales, entonces la sucesión {fn}n≥1 es aditiva. Luego,
podemos aplicar todos los resultados de la sección anterior.
Demostración de la Parte a) del Teorema 2.1.2 Para toda f ∈ L1(µ) existe µ
-c.t.p.

f̃(x) = ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

f ◦ T j(x) = ĺım
n→+∞

fn

n
.

Demostración:
Basta demostrarlo cuando f es real en L1(µ).
Sea G = {x ∈ X : ĺım inf(fn(x))/n < ĺım sup(fn(x))/n}. Basta probar que µ(G) = 0.
Se cumple

G =
⋃

α>β racionales

Gα(f) ∩Gβ(f)

donde los conjuntos Gα(f) y Gβ(f) son los definidos en los Corolarios 2.2.7 y 2.2.8
respectivamente.
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Basta demostrar que A = Gα(f) ∩ Gβ(f) tiene µ medida cero, para todos α > β
racionales fijos.
El conjunto A es invariante con T , es decir T−1(A) = A, ya que Gα(f) y Gβ(f) lo
son (ver lema 2.2.9).
Aplicando los Corolarios 2.2.7 y 2.2.8, se obtiene:

∫

A

f dµ ≥ αµ(A),

∫

A

f dµ ≤ βµ(A)

Luego αµ(A) ≤ βµ(B). Siendo α > β esto implica µ(A) = 0, como queŕıamos de-
mostrar. �

Demostración de la Parte b) del Teorema 2.1.2 f̃(x) existe si y solo si existe

f̃(Tx) y en ese caso f̃(Tx) = f̃(x). Luego f̃ = f̃ ◦ T µ-c.t.p.

Demostración: Basta considerar f real. Repitiendo la prueba del Lema 2.2.9 en el caso
de la sucesión {fn} aditiva, se tiene, para todo x ∈ X :
ĺım supn→+∞ fn(x)/n = ĺım supn→+∞ fn ◦ T (x)/n, y análogamente
ĺım infn→+∞ fn(x)/n = ĺım infn→+∞ fn ◦ T (x)/n.

Luego, para todo x ∈ X , existe f̃(x) si y solo si existe f̃(Tx) y en ese caso son iguales.

Por la parte a) el conjunto donde existe f̃ tiene µ medida igual a uno. Luego, µ-c.t.p.

f̃ = f̃ ◦ T. �

Demostración de la Parte c) del Teorema 2.1.2 Para toda f ∈ L1(µ) la función

f̃ también pertenece a L1(µ) y además la convergencia de fn a f̃ es también en L1(µ).

Demostración: Basta demostrar la siguiente afirmación más general:

Afirmación c) Si f ∈ Lp(µ) para algún p ≥ 1 natural entonces la función f̃ también

pertenece a Lp(µ) y además la convergencia de fn/n a f̃ es también en Lp(µ).

Lema 2.3.1. Si f ∈ Lp(µ) para algún p ≥ 1 natural entonces las funciones f̃ y

fn/n = (1/n)
∑n−1

j=0 f ◦ T j también pertenecen a Lp(µ) y cumplen

‖fn/n‖p ≤ ‖f‖p, ‖f̃‖p ≤ ‖f‖p

Demostración: Sea In = ‖fn/n‖p
p =

∫
|fn/n|p dµ. Probemos primero que In ≤ ‖f‖p

p

con lo cual quedará demostrado que fn/n ∈ Lp y que ‖fn/n‖p ≤ ‖f‖p.

In =

∫
| 1
n

n−1∑

j=0

f ◦ T j|p dµ ≤
∫

(
1

n

n−1∑

j=0

|f | ◦ T j)p dµ =

‖ 1

n

n−1∑

j=0

|f | ◦ T j‖p
p ≤ (

1

n

n−1∑

j=0

‖f ◦ T j‖p)
p.
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En la última desigualdad usamos la propiedad triangular de la norma ‖ · ‖p. Obser-
vamos que ‖f ◦T j‖p = ‖f‖p para todo n ≥ 1, pues la medida µ es T -invariante y por
definición de la norma en Lp(µ) se tiene ‖f‖p

p =
∫
|f |p dµ =

∫
|f ◦ T |p dµ = ‖f ◦ T ‖p

p.
Hemos probado entonces que In ≤ ‖f‖p

p como afirmamos al principio.

Ahora solo resta probar que I =
∫
|f̃ |p dµ ≤ ‖f‖p

p. Por el lema de Fatou tenemos:

I =

∫
| ĺım fn/n|p dµ =

∫
ĺım |fn/n|p dµ ≤

ĺım inf

∫
|fn/n|p dµ = ĺım inf In ≤ ‖f‖p

p. �

Demostración de la Afirmación c) del Teorema 2.1.2:

Por el lema 2.3.1 se tiene f̃ ∈ Lp(µ). Solo resta probar que fn → f̃ en Lp(µ).
Primer caso: f ∈ Lp(µ) es acotada, es decir |f(x)| ≤ K ∀x ∈ X . Tenemos entonces

que |fn(x)/n| ≤ K ∀x ∈ X y pasando al ĺımite µ−c.t.p. resulta |f̃ | ≤ K µ − c.t.p.,

de donde |fn/n − f̃ | ≤ 2K µ − c.t.p.. Por el teorema de convergencia dominada se
tiene:

ĺım
n→+∞

‖(fn/n) − f̃‖p
p = ĺım

n→+∞

∫
|(fn/n) − f̃ |p dµ =

=

∫
ĺım

n→+∞
|(fn/n) − f̃ |p dµ = 0

Segundo caso: f ∈ Lp(µ) cualquiera. Las funciones simples son acotadas y densas en
Lp(µ). Luego, dado ǫ > 0, existe g simple tal que

‖f − g‖p < ǫ

Por la propiedad triangular de la norma ‖ · ‖p, se tiene:

‖(fn/n) − f̃‖p ≤ ‖(fn − gn)/n‖p + ‖(gn/n) − g̃‖p + ‖g̃ − f̃‖p (2.7)

Según lo probado en el primer caso, como g es acotada se tiene:

‖(gn/n) − g̃‖p < ǫ ∀n suficientemente grande

Por otra parte, el lema 2.3.1 implica:

‖(fn − gn)/n‖p = ‖(f − g)n‖p ≤ ‖f − g‖p < ǫ,

‖f̃ − g̃‖p = ‖ ĺım(fn − gn)/n‖p = ‖ ĺım(f − g)n/n‖p =

= ‖ ˜(f − g)‖p ≤ ‖f − g‖p < ǫ.

Sustituyendo en (2.7), se deduce que

‖(fn/n) − f̃‖p < 3ǫ ∀n suficientemente grande,
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de donde ‖(fn/n) − f̃‖p → 0 como queŕıamos probar. �

Demostración de la Parte d) del Teorema 2.1.2. Para toda f ∈ L1(µ) se
cumple ∫

f dµ =

∫
f̃ dµ

Demostración: Por la parte c) se tiene que ‖(fn/n) − f̃‖1 → 0. Luego:

∣∣∣
∫

(fn/n) dµ−
∫
f̃ dµ

∣∣∣ ≤
∫

|(fn/n) − f̃ | dµ = ‖(fn/n) − f̃‖1 → 0

Concluimos por un lado que
∫

(fn/n) dµ→
∫
f̃ dµ

Por otro lado:

∫
(fn/n) dµ =

1

n

n−1∑

j=0

∫
f ◦ T j dµ =

1

n

n−1∑

j=0

∫
f dµ =

∫
f dµ ∀n ≥ 1

Reuniendo ambos resultados se obtiene
∫
f dµ =

∫
f̃ dµ. �

2.4. Otras caracterizaciones de la ergodicidad

En esta sección, salvo indicación en contrario, (X,A) denota un espacio medible y
T : X 7→ X una transformación medible que preserva alguna medida de probabilidad
µ.
Se recuerda las Definiciones 1.6.1 y 1.6.2 de ergodicidad, y los Teoremas 1.6.3, 1.6.9 y
1.7.5, en los que dimos diferentes caracterizaciones de ergodicidad. Agregamos ahora
las siguientes:

Teorema 2.4.1. Ergodicidad IV
Sea T : X 7→ X medible que preserva una medida de probabilidad µ. Las siguientes
propiedades son equivalentes:
a) T es ergódica respecto de µ.
b) Para toda f ∈ L1(µ) se cumple

f̃(x) =

∫
f dµ µ− c.t.p.

c) Para toda pareja de conjuntos medibles A y B se cumple:

ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

µ(T−j(A) ∩B) = µ(A)µ(B).
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El enunciado y la prueba del Teorema 2.4.1 fueron extráıdos, con leves modificaciones,
de [Mañ 1983a, págs. 130-131] (ver también [Mañ 1987]).

Demostración de que a) ⇒ b) en el Teorema 2.4.1: Por el Teorema de Birkhoff-

Khinchin
∫
f̃ dµ =

∫
f dµ. Entonces basta demostrar que f̃ es constante µ−c.t.p.

Por el teorema de Birkhoff-Khinchin f̃(x) existe µ-c.t.p., f̃(x) existe si y solo si existe

f̃(Tx) y en ese caso f̃(Tx) = f̃(x). Dicho de otra forma, el conjunto A = {x ∈ X :

f̃(x) existe } cumple µ(A) = 1, T−1(A) = A y para todo x ∈ A : f̃(x) = f̃(Tx).

Sea g : X 7→ C definida como g(x) = f̃(x) si x ∈ A, g(x) = 0 si x 6∈ A. Entonces
para todo x ∈ X se cumple g ◦ T (x) = g(x). Por la afirmación demostrada antes

g = cte µ−c.t.p. Pero por construcción g = f̃ µ−c.t.p., de donde se deduce que
f̃ = cte µ−c.t.p. como queŕıamos. �

Demostración de que b) ⇒ c) en el Teorema 2.4.1:
Obsérvese que µ(T−jA ∩B) =

∫
χT−j(A)χB dµ =

∫
(χA ◦ T j)χB dµ, de donde:

In =
1

n

n−1∑

j=0

µ(T−jA ∩B) =

∫
(
1

n

n−1∑

j=0

χA ◦ T j)χB dµ

Por convergencia dominada (el integrando está acotado por la función constante 1 ∈
L1(µ)), resulta:

ĺım In =

∫
ĺım

n→+∞
(
1

n

n−1∑

j=0

χA ◦ T j)χB dµ =

∫
(χ̃A)χB dµ (2.8)

Por el teorema de Bikhoff-Khinchin, observando que χA ∈ Lp(µ) y χ̃A es invariante
con T , luego contante µ− c.t.p, se tiene que

χ̃A(x) =

∫
χ̃A dµ =

∫
χA dµ = µ(A) µ− c.t.p.x ∈ X

Sustituyendo en (2.8) resulta ĺımn In =
∫

(µ(A))χB dµ = µ(A)µ(B). �

Demostración de que c) ⇒ a) en el Teorema 2.4.1: Basta demostrar que
si A,B ⊂ X son medibles con µ medida positiva, entonces existe j ≥ 1 tal que
µ(T−j(A) ∩B) > 0 (cf. Definición 1.6.1). Por hipótesis:

ĺım
1

n

n−1∑

j=1

µ(T−j(A) ∩B) = ĺım
1

n

n−1∑

j=0

µ(T−j(A) ∩B) = µ(A)µ(B) > 0

Entonces
∑n−1

j=1 µ(T−j(A)∩B) > 0 ∀ n suficientemente grande, de donde µ(T−j(A)∩
B) > 0 para algún j ≥ 1 como queŕıamos probar. �
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Ejercicio 2.4.2. Ergodicidad V.
Sea T : X 7→ X que preserva una probabilidad µ. Probar que:
(a) T ergódica respecto de µ si y solo si para todo conjunto A medible tal que
T−1(A) ⊂ A ó T−1(A) ⊃ A, se cumple µ(A) es o bien cero o bien uno.
(b) T es ergódica respecto de µ si y solo si para toda f ∈ L1(µ) tal que f ◦ T ≤ f µ-
c.t.p., se cumple f = cte µ− c.t.p.
(c) T es ergódica respecto de µ si y solo si para todos los conjuntos A medibles que
cumplen T−1(A) ⊂ A ó A ⊂ T−1(A) se verifica µ(A) = 0 ó µ(A) = 1.
(d) T es ergódica respecto de µ si y solo si para todas las funciones f ∈ L1(µ) tales
que f ◦ T ≤ f µ-c.t.p., ó f ◦ T ≥ f µ-c.t.p.se cumple f = cte µ− c.t.p.
Sugerencia para (a): Basta probarlo cuando T−1(A) ⊃ A, pues en caso contrario,
sustituimos A por su complemento. Denote χA a la función caracteŕıstica de A. Como
T−1(A) ⊃ A, pruebe que χT−n(A)(x) = 1 para todo x ∈ A. Luego χ̃A(x) = 1 para
todo x ∈ A, y usando que χA es constante µ-c.t.p. si µ es ergódica, se deduce µ(A) = 1
ó µ(A) = 0.

Ejercicio 2.4.3. Sea X un espacio métrico compacto y sea T : X 7→ X Borel-medible
tal que preserva una probabilidad µ. Sea {gi : i ≥ 1} un conjunto numerable denso
en C0(X, [0, 1]). Probar que son equivalentes las afirmaciones siguientes:
i) µ es ergódica.

ii) f̃(y) =
∫
fdµ µ-c.t.p. y; ∀ f ∈ C0(X,R)

iii) g̃i(y) =
∫
gidµ µ-c.t.p. y; ∀ i ≥ 1

Sugerencia: Recordar que µ es ergódica si y solo si para toda h ∈ L1(µ) : h̃(y) =
∫
hdµ

, µ-c.t.p. y; y que las funciones continuas son densas en L1(µ).

Ejercicio 2.4.4. Sea X un espacio métrico compacto y sea T : X 7→ X Borel-medible
tal que preserva una probabilidad µ. Probar que T es ergódica respecto de µ si y solo
si para toda función compleja f : X 7→ C continua, el ĺımite f̃ de los promedios de
Birkhoff de f es constante µ-c.t.p. Sugerencia: Usar lo probado en el ejercicio 2.4.3 y
chequear, usando el Teorema de Birkhoff-Khinchin, que si f̃ es una constante µ-c.t.p.,
entonces esta constante es

∫
f dµ.

Volvamos al caso general de un espacio medible (X,A) con una transformación medi-
ble T : X 7→ X que preserva una medida de probabilidad µ. Por el Lema de recurrencia
de Poincaré (Teorema 1.5.2) si un conjunto medible A cumple µ(A) > 0, entonces la
órbita futura de µ-c.t.p. x ∈ A vuelve infinitas veces a A. Sin embargo, ese Lema no
dice nada sobre la frecuencia de visita y la duración de las estad́ıas de la órbita de
x en el conjunto A. Las medidas ergódicas dan exactamente el valor de la frecuencia
asintótica en que la órbita de x pasa dentro de A.

Definición 2.4.5. Tiempo medio de estad́ıa.
Llamamos tiempo medio de estad́ıa τA(x) de la órbita por x ∈ X en un conjunto
medible A a:

τA(x) = ĺım
n→+∞

#{j ∈ N : 0 ≤ j ≤ n− 1, T j(x) ∈ A}
n

=
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= ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

χA ◦ T j(x) = χ̃A(x)

Teorema 2.4.6. Ergodicidad VI.
Sea T : X 7→ X medible que preserva una medida de probabilidad µ. Entonces µ es
ergódica para T si y solo si para todo conjunto medible A el tiempo medio de estad́ıa
τA(x) es constante µ-c.t.p. Además, en ese caso τA(x) = µ(A) µ− c.t.p.

El enunciado y la prueba de este teorema, con leves modificaciones, fue extráıdo de
[Mañ 1983a, pág. 133] (ver también [Mañ 1987]).
Demostración: Por el teorema de Birkhoff-Khinchin χ̃A ∈ L1(µ) y cumple χ̃A =
χ̃A ◦ T µ − c.t.p. Si χ̃A = cte µ − c.t.p. entonces, aplicando nuevamente el teorema
de Bikhoff-Khinchin:

χ̃A(x) =

∫
χ̃A dµ =

∫
χA dµ = µ(A) µ− c.t.p. (2.9)

Si τA = χ̃A = cte µ − c.t.p. para todo A medible, tomemos en particular A tal que
T−1(A) = A. Para demostrar la ergodicidad de µ hay que probar que µ(A) es cero o
uno.

χ̃A = ĺım
1

n

n−1∑

j=0

χA ◦ T j

Pero χA ◦ T j = χT−j(A) = χA. Luego resulta:

χ̃A(x) = χA(x) ∈ {0, 1} µ− c.t.p. x ∈ X (2.10)

Por (2.9) y (2.10) se tiene µ(A) ∈ {0, 1} y µ es ergódica como queŕıamos probar.
Rećıprocamente, si µ es ergódica, entonces por la parte b) del teorema 2.4.1. τA =
χ̃A = cte µ− c.t.p. �

Ejercicio 2.4.7. Sea T : X 7→ X es Borel medible en un espacio topológicoX conexo,
que preserva una medida de probabilidad µ positiva sobre abiertos. Probar que:
(a) Una función g ∈ L1(µ) invariante con T (i.e. g ◦ T = g µ-c.t.p.) es constante
µ-c.t.p. si y solo si es localmente constante c.t.p. (es decir: existe un cubrimiento de
X por abiertos, tales que en cada abierto V del cubrimiento se cumple g|V = KV

constante µ-c.t.p. de V .)
(b) T es ergódica si y solo si toda función g ∈ L1(µ) que sea invariante con T es
localmente constante.

2.5. Ergodicidad Única

Definición 2.5.1. La transformación T es únicamente ergódica si existe una única
medida de probabilidad que es T invariante.
Por lo visto en la sección 1.7 esta única medida es extremal en el conjunto de las
probabilidades invariantes; luego es ergódica.
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Teorema 2.5.2. Sea T continua en un espacio métrico compacto. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i) T es únicamente ergódica

ii) Para toda f ∈ C0(X,R), para todo x ∈ X existe el siguiente ĺımite y es un número
independiente de x:

f̃ := ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

f ◦ T j(x).

iii) Para toda f ∈ C0(X,R), la sucesión de funciones continuas {fn} definidas por

fn =
1

n

n−1∑

j=0

f ◦ T j

converge uniformemente a una constante cuando n→ ∞.

Demostración: i) implica iii):
Sea µ la única medida de MT (X). Probaremos fn converge uniformemente a

∫
f dµ

en X . Por absurdo, supongamos que existe ǫ > 0, y una sucesión nj → ∞ tal que
supx∈X |fnj

(x)−
∫
f dµ| ≥ ǫ para todo j ≥ 1. Como el supremo es un máximo, existe

xj ∈ X , donde se alcanza.
Por el teorema de Riesz, existe una medida µj (no necesariamente T - invariante) tal
que:

∀ g ∈ C0(X,R) :

∫
g dµj =

1

nj

nj−1∑

i=0

g ◦ T i(xj)

Por la compacidad del espacio M(X), existe una subsucesión convergente de esta
medidas µj . Por simplicidad seguiremos usando la misma notación para la subsucesión
que para la sucesión original.

µj → ν

Afirmamos que ν es T - invariante. En efecto:

∫
g dT ∗ν =

∫
g ◦ T dν = ĺım

∫
g ◦ T dµj = ĺım

1

nj

nj−1∑

i=0

g ◦ T i+1(xj)

= ĺım
1

nj

nj−1∑

i=0

g ◦ T i(xj) = ĺım

∫
g dµnj

=

∫
g dν

Como por hipótesis T es únicamente ergódica, se tiene µ = ν. Entonces

∫
f dµ =

∫
f dν = ĺım fnj

(xj)
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Pero por construcción

|fnj
(xj) −

∫
f dµ| ≥ ǫ para todo j ≥ 1

contradiciendo la igualdad anterior.
iii) implica ii) porque la convergencia uniforme de funciones continuas en X implica
la convergencia en todo punto de X .
ii) implica i): Sea Λ el funcional lineal positivo definido por

Λ(f) = f̃

para toda f ∈ C0(X,R).
Para toda medida µ que sea T invariante, por el teorema de Birkhoff

∫
f dµ =

∫
f̃ dµ = f̃ = Λ(f)

Por el teorema de Riesz, existe una única µ que cumple

∫
f dµ = Λ(f)

Luego existe una única µ que es T - invariante. �

Como ejemplo, veremos en la próxima sección que la rotación irracional en el ćırculo
es únicamente ergódica.

Definición 2.5.3. Conjuntos minimales
Sea T una transformación continua en un espacio métrico compacto X .
Un subconjunto Λ ⊂ X es minimal (desde el punto de vista topológico) si es com-
pacto, no vaćıo, invariante hacia el futuro (es decir: Λ ⊂ T−1(Λ)), y no existe ningún
subconjunto propio de Λ que sea compacto, no vaćıo e invariante hacia el futuro.

Tenemos la siguiente caracterización (ver parta (a) del Ejercicio 2.5.4):
Λ es minimal si y solo si Λ es compacto, no vaćıo y T -invariante (es decir: T−1(Λ) = Λ)
y no contiene subconjuntos propios que sean compactos, no vaćıos e invariantes por
T hacia el futuro.

Si además el mapa continuo T es invertible con inversa continua, entonces Λ es min-
imal si y solo si Λ es compacto, no vaćıo y T -invariante, y no contiene subconjuntos
propios que sean también compactos, no vaćıos y T -invariantes (ver parte (b) del
Ejercicio 2.5.4).

Finalmente, es fácil ver que cualquiera sea T continua (no necesariamente invertible),
un conjunto Λ compacto, no vaćıo e invariante, es minimal si y solo si todas sus órbitas
hacia el futuro son densas en Λ. Esto es porque la clausura de cada una de ellas es
un compacto no vaćıo, invariante hacia adelante, y contenido en Λ (ver también parte
(a) del Ejercicio 2.5.4).
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Ejercicio 2.5.4. (a) Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes (y por
lo tanto cualquiera de ellas puede utilizarse como definición de Λ minimal):

(i) Λ ⊂ X es compacto no vaćıo e invariante por T hacia el futuro, y no contiene
subconjuntos propios compactos no vaćıos e invariantes hacia el futuro.
(ii) Λ ⊂ X es compacto no vaćıo y T -invariante, y no contiene subconjuntos propios
compactos no vaćıos e invariantes por T hacia el futuro. (Sugerencia para demostrar
(i) ⇒ (ii): probar que si Λ cumple (i), entonces T−1(Λ) \ Λ también.)
(iii) Λ ⊂ X es compacto no vaćıo, y para todo x ∈ Λ la clausura de {f j(x)}j≥0 es
igual a Λ.
(b) Asumir ahora que T es un homeormorfismo (es decir, T es continua, invertible y
su T−1 es continua). Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes (y por
lo tanto cualquiera de ellas puede utilizarse como definición de Λ minimal):
(i) Λ ⊂ X es compacto no vaćıo e invariante por T hacia el futuro, y no contiene
subconjuntos propios compactos no vaćıos e invariantes hacia el futuro.

(ii) Λ ⊂ X es compacto no vaćıo y T -invariante, y no contiene subconjuntos propios
compactos no vaćıos y T -invariantes.
(iii) Λ ⊂ X es compacto no vaćıo, y para todo x ∈ Λ la clausura de {f j(x)}j≥0 es
igual a Λ.
(iv) Λ ⊂ X es compacto no vaćıo e invariante por T hacia el pasado (es decir T−1(Λ) ⊂
Λ), y no contiene subconjuntos propios compactos no vaćıos e invariantes hacia el
pasado.
(v) Λ ⊂ X es compacto no vaćıo, y para todo x ∈ Λ la clausura de {f−j(x)}j≥0 es
igual a Λ.

Veamos como se vincula la ergodicidad única con los conjuntos minimales:

Teorema 2.5.5. Si T es continua en un espacio métrico compacto X, y únicamente
ergódica, entonces existe un único minimal Λ, y además Λ es el soporte de la medida
invariante por T .

Ejemplo de Furstenberg: El rećıproco del Teorema 2.5.5 es falso: Furnstenberg en
[Fu 1961] (ver también [Mañ 1983a, Caṕıtulo 2, §7, pág. 172] o [Mañ 1987]), dio un
ejemplo de transformación continua en el toro que preserva la medida de Lebesgue,
para la cual todo el toro es el único minimal pero la medida de Lebesgue no es
ergódica. Luego, en el Ejemplo de Furstenberg, la transformación no es únicamente
ergódica, pero existe un único minimal (y además este minimal es el soporte de una
medida T -invariante).

Otros ejemplos en los que se prueba la existencia de más de una medida ergódica para
mapas con un único conjunto minimal, se encuentran en [Bac 1999].

Demostración del Teorema 2.5.5: Sea µ la única medida invariante de T . Sea Λ el
soporte compacto de µ, definido como

Λ := {x ∈ X : ∀ V entorno de x µ(V ) > 0}.

Λ es cerrado en X compacto, luego es compacto.
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Veamos que Λ ⊂ T−1(Λ). Sea x ∈ Λ y sea y = T (x). Hay que probar que y ∈ Λ. Para
todo entorno U de y, T−1(U) es entorno de x, luego 0 < µ(T−1(U)) = µ(U). Esto
prueba que y ∈ Λ; luego Λ es invariante hacia adelante.
Sea Λ0 compacto, no vaćıo, invariante hacia adelante. Sea T̂ = T |Λ0 : Λ0 7→ Λ0.

Por el teorema de existencia de medidas invariantes, existe ν̂ probabilidad que es T̂
invariante.
Sea ν probabilidad en X , definida aśı:

ν(A) = ν̂(A ∩ Λ0)

El soporte de ν está contenido en Λ0. En efecto, si x 6∈ Λ0, entonces existe V , entorno
de x disjunto con Λ0. Luego ν(V ) = 0 y x no pertenece al soporte de ν.
Probemos que ν es T -invariante:

ν(T−1(A) = ν̂(T−1(A) ∩ Λ0) = ν̂{x ∈ Λ0 : T (x) ∈ A} =

ν̂(T̂−1(A ∩ Λ0)) = ν̂(A ∩ Λ0) = ν(A).

Como T es únicamente ergódica, ν = µ. Luego Λ = sop ν ⊂ Λ0. Hemos probado
que todo Λ0 compacto, no vaćıo e invariante hacia adelante contiene a Λ. De ello se
deducen dos resultados: Primero, si Λ0 además está contenido en Λ, entonces coincide
con Λ. Luego Λ es minimal. Segundo: si Λ0 es minimal, entonces coincide con Λ. Luego
Λ es el único minimal. �

Ejercicio 2.5.6. Sea X un espacio métrico compacto y sea T : X 7→ X medible, tal
que existe alguna medida invariante µ.

P =
{
x ∈ X : existe ĺım

n→∞

1

n
·

n−1∑

j=0

h ◦ T j(x) ∀ h : X 7→ R medible acotada
}

a) Probar que P es el conjunto de los puntos periódicos de T . Sugerencia: 1) Inventar
una sucesión {ai}i≥0 de ceros y unos tal que no exista el ĺımite cuando n → ∞ de

1/n ·∑n−1
j=0 aj . (Por ejemplo: 1 uno, 1 cero, 10 unos, 10 ceros, 100 unos, 100 ceros,

1000 unos, 1000 ceros, etc). 2) Si x no es periódico mostrar que χ̃A(x) no existe para
A = {T i(x) : ai = 1}.
b) Sea A ⊂ X cualquier boreliano dado. Probar que tiene probabilidad total el con-

junto {x ∈ X : existe ĺımn→∞(1/n)
∑n−1

j=0 χA(T j(x))}.
c) Probar que si T es continua, únicamente ergódica y existe un conjunto minimal
con infinitos puntos, entonces P = ∅. (Un ejemplo de tal T es la rotación irracional
del ćırculo, como veremos a continuación).

2.6. Ergodicidad de la rotación irracional

Ahora daremos una prueba de la ergodicidad de la rotación irracional en el ćırculo.
Esta es una prueba “pedestre”, que usa argumentos topológicos, y se basa en la den-
sidad de las órbitas y en la caracterización de la ergodicidad única. En la sección 8.4
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daremos otra demostración, más breve y optimizada, usando nociones básicas de la
Teoŕıa Espectral que también caracterizan a la ergodicidad única de una transforma-
ción. La prueba breve basada en la Teoŕıa Espectral puede encontrarse también, por
ejemplo en [Wa 2000, Theorem 1.8].

Teorema 2.6.1. La rotación irracional en el ćırculo es únicamente ergódica. Luego,
es ergódica respecto a la medida de Lebesgue.

Demostración. Sea T (x) = x+x0 (mód. 1), para todo x ∈ S1 = R/ ∼ (mód.1), donde
x0 ∈ (0, 1) es irracional dado. Aplicando el Teorema 2.5.2 parte ii), para probar que
T es únicamente ergódica, probaremos que para cada f ∈ C0(S1,R) la sucesión

fn =
1

n

n−1∑

j=0

f ◦ T j

converge en todo punto a una constante cuando n→ +∞.
Por el Teorema Ergódico de Birkhoff-Khinchin para Lebesgue-casi todo punto x1 ∈ S1

existe ĺımn→+∞ fn(x1) = f̃(x1). Dado ǫ > 0, como f es uniformemente continua en
S1 (porque es continua en el compacto S1), existe δ > 0 tal que

|x− y| < δ ⇒ |f(x) − f(y)| < ǫ.

Por la definición de la rotación T tenemos la siguiente igualdad mód. 1, para todo
punto y ∈ S1 y para todo j ≥ 0:

T j(y) = y + jx0 = (y − x1) + x1 + jx0 = (y − x1) + T j(x1).

Luego, |y − x1| < δ ⇒ |f(T j(y)) − f(T j(x1))| < ǫ ∀ j ∈ N ⇒

|fn(y) − fn(x1)| < ǫ ∀ n ∈ N.

Sea N ≥ 1 tal que |fn(x1) − f̃(x1)| < ǫ para todo n ≥ N . Obtenemos:

|fn(y) − f̃(x1)| < 2ǫ ∀ n ∈ N si |y − x1| < δ (2.11)

Hemos probado que para todo ǫ > 0 existe δ > 0 (módulo de continuidad uniforme de
f , y por lo tanto independiente de x1) tal que se cumple la desigualdad (2.11) para
todo punto y a distancia menor que δ de x1. Luego ĺım sup fn(y) − ĺım inf fn(y) < 2ǫ
si |y − x1| < δ. Como esta desigualdad vale para Lebesgue-c.t.p. x1 ∈ S1, dado ǫ > 0
y dado y ∈ S1, podemos siempre elegir algún x1 ∈ S1 tal que |y − x1| < δ y tal

que existe f̃(x1). Entonces podemos aplicar la desigualdad (2.11) para todo y ∈ S1

eligiendo, para cada y, algún x1 adecuado. Deducimos que para todo y ∈ S1 se cumple
ĺım sup fn(y) − ĺım inf fn(y) < 2ǫ. Como ǫ > 0 es arbitrario, existe

f̃(y) = ĺım fn(y) ∀ y ∈ S1.

Aplicando nuevamente la desigualdad (2.11), deducimos que la función f̃ es conti-
nua. Lo anterior vale para cualquier rotación del ćırculo. Todav́ıa no usamos que
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la rotación es irracional, que aplicaremos ahora para probar que f̃ es constante. La
función f̃ es invariante por T , es decir f̃ = f̃ ◦ T , pues el ĺımite de los promedios
temporales de Birkhoff. Luego, f̃ toma un valor constante para cada órbita. Entonces,
para probar que f̃ es constante (sabiendo ya que es continua) alcanza con probar que
existe una órbita densa. Para probar que alguna órbita es densa alcanza con probar
que existe x1 ∈ S1 tal que para todo δ > 0 la órbita o+(x1) = {T n(x1) : n ≥ 0}
es δ-densa (i.e. todo intervalo de longitud δ contiene algún punto de o+(x1)). La
transformación T preserva la medida de Lebesgue. Aplicando el Lema de Recurrencia
de Poincaré, Lebesgue-c.t.p. es recurrente. Elijamos un punto recurrente x1. Entonces
existe nj → +∞ tal que

ĺım
j

|T nj(x1) − x1| = 0.

Fijemos m1 ≥ 1 tal que |Tm1(x1) − x1| < δ. Observemos que Tm1(x1) − x1 = m1x0

(todas las igualdades son módulo 1). Como x0 ∈ (0, 1) \ Q, tenemos que m1x0 6= 0
(mód. 1). Además T 2m1(x1) = Tm1(x1) +m1x0, de donde

|T 2m1(x1) − Tm1(x1)| = |Tm1(x1) − x1| = m1x0 = a ∈ (0, δ) 6= 0

Por inducción en k ≥ 0 obtenemos

|T (k+1)m1(x1) − T km1(x1)| = a 6= 0 ∀ k ∈ N. (2.12)

Afirmamos que el conjunto A := {T km1(x1) : k ∈ N} ⊂ o+(x1) es δ-denso en S1. Por
un lado, para valores diferentes de k ∈ N, los puntos respectivos T kn1(x1) ∈ A son
diferentes. En efecto, si T km1(x1) = T hm1(x1), entonces km1x0 = hm1x0, de donde
|k − h|m1x0 = 0 (mód. 1), donde k, h,m1 ∈ N. Como x0 6∈ Q deducimos que h = k.
Por otro lado, dos puntos consecutivos de A cumplen la igualdad (2.12). Entonces⋃

k∈N
(T km1(x1)− a, T km1(x1)] = S1, lo que demuestra que A es δ-denso en S1 (pues

δ > a). Siendo A ⊂ o+(x1), la órbita por x1 es δ-densa, para todo δ > 0, luego es
densa, terminando la demostración del Teorema 2.6.1.

Observación 2.6.2. En la demostración del Teorema 2.6.1 probamos que existe una
órbita {fn(x0)}n≥0 densa en la rotación irracional del ćırculo S1 = [0, 1] |(mód. 1)
dada por f(x) = x+ a (mód. 1) donde a es irracional. Esto implica que

Toda órbita por la rotación irracional del ćırculo es densa.

Demostración. Tenemos: fn(y0) = y0 + na = x0 + na+ (y0 − x0) = fn(x0) + (y0 −
x0) (mód. 1). Entonces, la órbita {fn(y0)}n≥0 se obtiene de la órbita {fn(x0)}n≥0

rotándola y0 − x0 (mód. 1). Como cualquier rotación en el ćırculo es un homeomor-
fismo, lleva un conjunto denso a un conjunto también denso. Por lo tanto, existe una
órbita densa si y solo si todas las órbitas son densas. Ya probamos (al final de la
demostración del Teorema 2.6.1), que existe una órbita densa cuando a es irracional.
Concluimos que todas las órbitas son densas.

De la prueba del Teorema 2.6.1 deducimos que las rotaciones en el ćırculo son ergódicas
(respecto de la medida de Lebesgue) si y solo śı son únicamente ergódicas, y esto ocurre
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si y solo si la rotación es topologicamente transitiva. Más en general, la transitividad
topológica es equivalente a la ergodicidad única para la rotación ŕıgida en cualquier
grupo topológico compacto abeliano (ver por ejemplo [Ni-Pe 2011, page 266]).

Ejercicio 2.6.3. Considérese el toro k-dimensional

Tk = (S1)k = [0, 1]k/(mód{1}k),

y la operación de grupo + (mód{1}k). Sea x0 ∈ Tk. Sea T la traslación T (x) =
x+x0 (mód{1}k) para todo x ∈ Tk.Si x̃0 ∈ Rn es un representante de x0 ∈ T k y si<,>
denota el producto interno usual en Rn, asuma que < x0,m > 6∈ Z ∀m ∈ Zk − {0}.
a) Demostrar que T es únicamente ergódica.
b) Demostrar que ∀x ∈ X , la medida de Lebesgue es el ĺımite cuando n→ ∞ de las

medidas 1/n ·∑n−1
j=0 δT j(x).

c) Probar que la medida de Lebesgue es la única medida de probabilidad en el toro in-
variante por todas las traslaciones, pero que no toda traslación es únicamente ergódica.
Sugerencia: las traslaciones que tienen puntos periódicos no son únicamente ergódicas.
d) Deducir que para toda traslación ergódica del toro, éste es minimal y todas las
órbitas son densas.

2.7. Transformaciones Mixing.

Definición 2.7.1. Sea T : X 7→ X medible que preserva una medida de probabilidad
µ. Se dice que T es mixing respecto de µ, o que µ es mixing respecto de T , si para
toda pareja A,B de conjuntos medibles se cumple:

ĺım
n→+∞

µ(T−nA ∩B) = µ(A)µ(B). (2.13)

Teorema 2.7.2. Toda transformación mixing es ergódica.

(El rećıproco es falso como veremos en el Ejemplo 2.7.5.)

Demostración: En el teorema 2.4.1 se prueba que T es ergódica si y solo si

ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

µ(T−jA ∩B) = µ(A)µ(B) (2.14)

Si se cumple la igualdad (2.13) de la definición de transformación mixing, entonces
se cumple la igualdad (2.14) de ergodicidad. En efecto si una sucesión {an}n∈N de
números reales es convergente a a ∈ R, entonces (aplicando la definición de ĺımite se

puede chequear fácilmente): ĺımn→+∞(1/n)
∑n−1

j=0 aj = a. �

Para probar que el rećıproco del Teorema 2.7.2 es falso, basta ver que la medida de
Lebesgue para la rotación irracional en el ćırculo (que ya probamos que es ergódica
en al Teorema 2.6.1) no es mixing. Probaremos que no es mixing en el Ejemplo 2.7.5
de esta sección.
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Definición 2.7.3. Sea T : X 7→ X Borel-medible en un espacio topológico X . Se
dice que T es topológicamente mixing si y solo si para toda pareja de abiertos U y V
no vaćıos existe n0 ∈ N tal que

T n(U) ∩ V 6= ∅ ∀n ≥ n0

Ejercicio 2.7.4. Probar que si T es Borel medible en un espacio topológico X y es
mixing respecto a una medida de probabilidad µ positiva sobre abiertos, entonces es
topológicamente mixing.

No toda medida ergódica es mixing. En efecto:

Ejemplo 2.7.5. La medida de Lebesgue en el ćırculo no es mixing para la rotación
irracional.
Demostración: Sea la rotación irracional T : S1 7→ S1 en el ćırculo S1, definida
por T (z) = z + α (mód.1), donde α es un número irracional (que puede tomarse en
(0, 1)). Para demostrar que su única medida de probabilidad invariante (la medida m
de Lebesgue) no es mixing, basta demostrar que T no es topológicamente mixing. Sea
U ⊂ S1 un intervalo abierto de longitud ǫ : 0 < ǫ < (1/4)mı́n{α, 1 − α}. Probaremos
que, si para cierto n0 ∈ N se cumple T n0(U) ∩ U 6= ∅, entonces T n0+1(U) ∩ U = ∅.
De lo contrario la longitud del intervalo unión T n0+1(U) ∪ U ∪ T n0(U) seŕıa menor
que 3ǫ < mı́n{α, 1 − α}, pero contendŕıa dos puntos x0 y T (x0) = x0 + α que distan
mı́n{α, 1 − α}. �

Ejercicio 2.7.6. Sea T medible, invertible con inversa medible, que preserva una
medida de probabilidad µ. Probar que T es mixing si y solo si T−1 lo es. (Sugerencia:
para dos conjuntos A y B cualesquiera µ(T−n(A) ∩B) = µ(T n(B) ∩A).)

Ejemplo 2.7.7. Sea en S1 = [0, 1]/ ∼ mód. 1 el tent map T definido por T (x) = 2x
si 0 ≤ x ≤ 1/2, y T (x) = 2 − 2x si 1/2 ≤ x ≤ 1. Probaremos el siguiente resultado:
La medida de Lebesgue m en S1 es mixing para el tent map T ; luego es ergódica.

Demostración. Por definición de mixing, debemos probar que

ĺım
n→+∞

m(T−nA ∩B)B = m(A)m(B) (2.15)

para toda pareja de conjuntos medibles A y B. Si A = ∅ ó B = ∅, entonces la igualdad
anterior es trivialmente igual a cero. Consideremos entonces el caso en que A y B son
no vaćıos. Fijemos el boreliano A no vaćıo. Primero probaremos (2.15) cuando B
es un intervalo abierto; luego cuando B es un abierto, después para B compacto, y
finalmente para B boreliano cualquiera.
Sea B es un intervalo abierto, con longitud a. Para cada n ≥ 1, la gráfica de T n

está compuesta por 2n segmentos, con pendiente 2n (en valor absoluto) cada uno.
La imagen por T n de cualquier intervalo de longitud 2n−1 cubre todo el intervalo
[0, 1] (croquizar la gráfica). La preimagen por T n de cualquier boreliano A no vaćıo
está formada por 2n copias de A, todas homotéticas a A con razón 1/2n y equidistantes
en el segmento [0, 1]. Luego, la intersección T−n(A)∩B, cuando B es un intervalo de
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longitud a, contiene k = [parte entera(a · 2n)] − 1 de esas copias homotéticas a A, y
menos de k + 2 de esas copias. Luego:

(parte entera(a · 2n) − 1)
m(A)

2n
≤ m(T−n(A) ∩B)

≤ (parte entera(a · 2n) + 1)
m(A)

2n
.

De las desigualdades anteriores se deduce que ĺımnm(T−n(A) ∩ B) = a · m(A) =
m(B)m(A). Hemos probado (2.15) cuando B es un intervalo.
Ahora consideremos el caso en que B es un abierto no vaćıo en el ćırculo. B =

⋃
Ij

donde {Ij} es una colección finita o infinita numerable de intervalos abiertos disjuntos
dos a dos. Dividimos en dos subcasos: Si B es unión finita de intervalos disjuntos dos
a dos, o si es unión infinita numerable. Si B =

⋃N
j=1 Ij , tenemos

ĺım
n→+∞

m(T−n(A) ∩B) = ĺım
n→+∞

N∑

j=1

m(T−n(A) ∩ Ij) =

=

N∑

j=1

ĺım
n→+∞

m(T−n(A) ∩ Ij) =

N∑

j=1

m(A)m(Ij) = m(A) ·m(B).

Si B =
⋃+∞

j=1 Ij , dado ǫ > 0 existe N tal que

0 ≤ m(B) −m(BN ) = m(B \BN) < ǫ, (2.16)

donde BN =
⋃N

j=1 Ij Luego:

0 ≤ m(T−n(A) ∩B) −m(T−n(A) ∩BN ) =

= m(T−n(A) ∩ (B \BN )) ≤ m(B \BN ) < ǫ ∀ n ≥ 0.

Es decir:
0 ≤ m(T−n(A) ∩B) −m(T−n(A) ∩BN ) < ǫ ∀ n ≥ 0 (2.17)

Por lo probado antes ĺımn→+∞m(T−n(A)∩BN ) = m(A)m(BN ). Entonces, para todo
n suficientemente grande

|m(T−n(A) ∩BN ) −m(A)m(BN )| < ǫ. (2.18)

Reuniendo las desigualdades (2.16), (2.17), (2.18), obtenemos, para todo n suficien-
temente grande, la siguiente cadena de desigualdades:

|m(T−n(A) ∩B) −m(A)m(B)| ≤ |m(T−n(A) ∩B) −m(T−n(A) ∩BN )|+

+|m(T−n(A) ∩BN ) −m(A)m(BN )| +m(A)|m(BN ) −m(B)| < 3ǫ.

Lo anterior demuestra que ĺımn→+∞m(T−n(A) ∩B) = m(A)m(B). Hemos probado
la igualdad (2.15) cuando B es abierto. Ahora demostremos que si la igualdad (2.15)
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se cumple para un conjunto B, entonces también se cumple para su complemento Bc.
En efecto:

m(T−n(A) ∩Bc) = m(T−n(A)) −m(T−n(A) ∩B) =

= m(A) −m(T−n(A) ∩B) →n m(A) −m(A)m(B) = m(A)m(Bc).

Entonces, como (2.15) vale para todos los abiertos B, y es una propiedad cerrada en
complementos, se cumple también para todos los compactos B. Ahora probémosla
para cualquier boreliano B. Dado ǫ, existe un compacto K y un abierto V tales que
K ⊂ B ⊂ V y m(V \K) < ǫ. Luego

m(V ) = m(B) +m(V \B) ≤ m(B) +m(V \K) < m(B) + ǫ.

Análogamente

m(K) = m(B) −m(B \K) ≥ m(B) −m(V \K) > m(B) − ǫ.

Entonces:

m(T−n(A) ∩B) ≤ m(T−n(A) ∩ V ) →n m(A)m(V ) ≤ m(A)m(B) + ǫ,

m(T−n(A) ∩B) ≥ m(T−n(A) ∩K) →n m(A)m(K) ≥ m(A)m(B) − ǫ.

Lo anterior prueba que para todo n suficientemente grande

|m(T−n(A) ∩B) −m(A)m(B)| < 2ǫ,

de donde se deduce que la igualdad (2.15), como queŕıamos demostrar.

2.8. Medida de Haar

Definición 2.8.1. Un grupo topológico X es un espacio topológico de Hausdorff, en
el que hay definida una operación binaria · que lo transforma en grupo (es decir,
tiene propiedad asociativa, de neutro 1, e inverso x−1 para todo x ∈ X), tal que
· : X ×X 7→ X y −1 : X 7→ X son continuas.

El siguiente teorema, que solo demostraremos con hipótesis adicionales muy restric-
tivas, generaliza para otros grupos topológicos compactos, la propiedad de la medida
de Lebesgue para las rotaciones en el ćırculo y en el toro n- dimensional:

Teorema 2.8.2 (Medida de Haar). Dado un grupo topológico X de Hausdorff y
localmente compacto, existe una única medida de probabilidad en los borelianos de X
que es invariante por todas las traslaciones a la izquierda. Además esta medida es
invariante también por todas las traslaciones a la derecha.

Este Teorema, en la hipótesis adicional de que el grupo topológico X es compacto,
fue demostrado primeramente por Von Neumann. Luego, la generalización a grupos
localmente compactos fue dada por Haar. Una prueba de este Teorema, en el caso
de grupos de Lie (esto es grupos topológicos compactos en los que además hay una
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estructura de variedad diferenciable y la operación de grupo es diferenciable) se en-
cuentra en [Mañ 1983a, cap. 7, pág. 58]. La demostración del Teorema 2.8.2 para
grupos de Hausdorff localmente compactos cualesquiera, se encuentra en [Fo 1984,
Theorem 10.5, pag. 315].

Definición 2.8.3. La medida del Teorema 2.8.2 se llama medida de Haar. La medida
de Haar en el toro n-dimensional es la medida de Lebesgue.

Proposición 2.8.4. Sea X un grupo topológico compacto abeliano (es decir vale la
conmutativa para la operación de grupo) metrizable, y sea T una traslación que tiene
una órbita densa. Entonces T es únicamente ergódica.

Demostración: La misma prueba de que la rotación irrotacional en el ćırculo es única-
mente ergódica (Proposición 2.6.1 ), demuestra esta proposición, con las siguientes
modificaciones:
En vez de usar ‖y − z‖ < δ, debe usarse dist (y − z, 0) < δ. Probemos que si f es
continua, dado ǫ > 0, existe δ > 0 tal que, para todos y, z tales que dist (y−z, 0) < δ,
se cumple |f(y) − f(z)| < ǫ. Por absurdo, supóngase que existen ǫ > 0, y sucesiones
yn e zn, tales que

dist (yn − zn, 0) <
1

n
, |f(yn) − f(zn)| ≥ ǫ.

Tomando subsucesiones de yn y zn convergentes a y y z respectivamente, se tiene
dist (y−z, 0) = 0, es decir y = z. Por otro lado, como f es continua, |f(y)−f(z)| ≥ ǫ,
contradiciendo que y = z. El resto de la prueba de 2.6.1 se aplica sin otros cambios.

�

2.8.5. Como consecuencia, se tiene una prueba del teorema 2.8.2 de la medida de
Haar, con las siguientes hipótesis adicionales (que son muy restrictivas):

El grupo topológico es compacto y abeliano, su topoloǵıa es metrizable y existe una
traslación con alguna órbita densa:

Demostración parcial del teorema 2.8.2: Sea Tx0 una traslación que tiene alguna
órbita densa. Tx0(x) = x + x0. Por la proposición 2.8.4, Tx0 es únicamente ergódica.
Sea µ la única medida de probabilidad que es invariante por Tx0 . Basta demostrar
que µ es también invariante por cualquier otra traslación.
Sea x1 ∈ X y sea Tx1(x) = x + x1. Basta demostrar que para toda f ∈ C0(X,R) se
cumple: ∫

f ◦ Tx1 dµ =

∫
f dµ

Fijemos una función f ∈ C0(X,R). Dado ǫ > 0 sea δ > 0 tal que, si la diferencia
de dos puntos dista de 0 menos que δ, entonces los valores de f en ellos difieren, en
módulo, menos que ǫ. Por la densidad de la órbita según Tx0 , existe M ≥ 0 tal que
dist(TM

x0
(0) − x1, 0) < δ. Luego

∥∥f ◦ Tx1 − f ◦ TM
x0

∥∥
0
< ǫ
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Siendo µ una medida Tx0 - invariante, la integral respecto de µ de f es igual a la
integral de f ◦ TM

x0
. Entonces se tiene:

∣∣∣∣
∫
f ◦ Tx1 dµ−

∫
f dµ

∣∣∣∣ < ǫ

Como lo anterior vale para cualquier ǫ > 0 se tiene la igualdad de las integrales de f ,
como queŕıamos demostrar. �



Caṕıtulo 3

Dinámica diferenciable:
Hiperbolicidad uniforme y no
uniforme

El siguiente ejemplo es conocido como “Arnold’s cat map”(el mapa del gato de
Arnold), porque su dinámica fue representada por el matemático ruso Vladimir Arnold
en [Arn-Ave 1967], con un dibujo que se hizo famoso, y que imitamos en la Figura
3.1 de este caṕıtulo. (Ver también otro dibujo parecido al original, por ejemplo en
[Pi 2007, Figure 2].) En su dibujo, Arnold utiliza el contorno de la figura estilizada de
un gato, en lugar de una manzana como hacemos nosotros en la Figura 3.1. Arnold
“muestra” el efecto de la propiedad de mixing del mapa sobre los trazos del contorno
del gato, el cual, en pocos iterados, se vuelve irreconocible.

3.1. Ejemplo de automorfismo lineal hiperbólico en
el toro.

Sea el toro T2 = R2/ ∼ donde la relación de equivalencia ∼ está dada por: (a, b) ∼
(c, d) en T2 si c − a y d − b son enteros. (Otra notación que se usa para R2/ ∼ es
R2|modZ2 = R2/Z2.)

Sea Π : R2 7→ Z2 la proyección del espacio de recubrimiento R2 del toro definida por
Π(a, b) = (a, b)mod Z2 donde esto último indica la clase de equivalencia de (a, b) ∈ R2.

Sea f : T2 7→ T2 dada por

f(x) = Π(

(
2 1
1 1

)
(Π−1(x))) ∀ x ∈ T2.

Llamaremos a f automorfismo lineal hiperbólico de matriz

(
2 1
1 1

)
en el toro, o

57
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simplemente “

(
2 1
1 1

)
en el toro”. Abusando de la notación, a un punto x ∈ T2 lo

denotaremos con cualquier representante suyo (a, b) ∈ R2: (a, b) ∈ Π−1({x}).

Ejercicio 3.1.1. Probar que (0, 0) es el único punto fijo por la transformación f =(
2 1
1 1

)
en el toro. Probar que

{(1/5, 2/5), (4/5, 3/5)} y {(3/5, 1/5), (2/5, 4/5)}

son dos órbitas periódicas por f y que son las únicas de peŕıodo 2. Probar que

{(1/2, 1/2), (1/2, 1), (1, 1/2)}

es una órbita periódica de peŕıodo 3.

La topoloǵıa en el toro es el cociente de la topoloǵıa usual en R2. Es metrizable y la
métrica está dada por

dist (x, y) =

mı́n{
√

(c− a)2 + (d− b)2 : (a, b) ∈ Π−1(x), (c, d) ∈ Π−1(y)}.
La medida de Lebesgue en el toro es la medida de Borel m̃ definida por m̃(B) =
m(Π−1B∩ [0, 1]2) donde m es la medida de Lebesgue en R2. Se observa que la medida
de Lebesgue en el toro es una medida de probabilidad. Donde no dé lugar a confusión
renombraremos como m a la medida de Lebesgue en el toro.

Proposición 3.1.2. La medida de Lebesgue m en el toro es invariante por la trans-

formación f =

(
2 1
1 1

)
.

Demostración:

Denotamos A =

(
2 1
1 1

)
a la matriz de coeficientes enteros que define la transfor-

mación f en el toro. Observamos que det(A) = 1.
Sea B un boreliano en el toro.

m(f−1(B)) =

∫
χf−1(B)(x) dm(x) =

∫
χB ◦ f(x) dm(x).

Haciendo el cambio de variables lineal e invertible z = f(x) en la integral anterior
resulta

m(f−1(B)) =

∫
χB(z)J(z) dm(z)

donde J(z) = |detdf−1(z)| = |detdf(x)|−1 es el jacobiano del cambio de variables
z = f(x). En nuestro caso una parametrización local de la superficie del toro T2

está dada por Π|Bδ(Π−1(x)), donde Bδ(Π
−1(x)) es la bola abierta en R2 de radio δ > 0

(suficientemente pequeño) y centro en un punto denotado como Π−1(x) ∈ R2 que se
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proyecta por Π : R2 7→ T2 en el punto x ∈ T2. Calculando la derivada df(x) y el
Jacobiano con las coordenadas en esa carta local, resulta TxT2 ∼ R2, y

J(z) = (detA)−1 = 1 ∀z ∈ T2.

Entonces m(f−1(B)) =
∫
χB(z) dm(z) = m(B). �

Dinámica del ejemplo de automorfismo lineal hiperbólico en el toro.
Estudiemos la dinámica por iterados de la transformación lineal F : R2 7→ R2 que

tiene como matriz A =

(
2 1
1 1

)
.

F se llama levantado de f a R2 y f se llama proyección de F en el toro. La dinámica
de F está relacionada fuertemente con la dinámica de su proyección f en el toro.
En efecto la proyección Π : R2 7→ T2 cuando restringida a un entorno suficientemente
pequeño del origen (0, 0) es un homeomorfismo sobre su imagen.
Π transforma la dinámica de F en la de f . Más precisamente

Π ◦ F = f ◦ Π

Luego, aplicando Π : R2 7→ T2 a una órbita de F se obtiene una órbita de f . Y la
preimagen por Π de una órbita por f es una infinidad numerable de órbitas por F
tal que una se obtiene de otra trasladándola en R2 según un vector de coordenadas
enteras.
El comportamiento topológico local de las órbitas de F en un entorno suficientemente
pequeño V del origen es el mismo (a menos del homeomorfismo Π|V ) que el de las
órbitas de f en el abierto Π(V ).

Variedades invariantes.
Los valores propios de la matriz A son

σ := (3 +
√

5)/2 > 1, 0 < λ := (3 −
√

5)/2 < 1.

Las direcciones propias respectivas tienen pendientes irracionales, la primera positiva
y la segunda negativa. Se deduce que las dos rectas que pasan por el origen y tienen
direcciones según los vectores propios de la matriz A son invariantes por F en el
plano. Entonces sus proyecciones en el toro son curvas invariantes por f y se cortan
transversalmente en el origen (y también se cortan transversalmente en todos sus
otros puntos de intersección en el toro).
F restringida a la recta r1 que tiene dirección propia de valor propio mayor que 1,
expande las distancias exponencialmente con tasa log(3+

√
5)/2 > 0. Es decir, contrae

distancias hacia el pasado como σ−n = e−n log σ:

dist(F−n(a, b), (0, 0))

dist((a, b), (0, 0))
= e−n log σ ∀ n ∈ N, ∀ (a, b) ∈ r1 \ (0, 0).

Proyectando r1 en el toro se obtiene una curva Wu(0, 0) = Π(r1) inmersa en el toro,
que se llama variedad inestable por (0, 0).
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Wu(0, 0) pasa por el origen, es densa en el toro (esto se puede demostrar usando que
la pendiente de r1 en el plano es irracional y usando que la rotación irracional en el
ćırculo es densa en el ćırculo), es invariante por f y cumple:

Wu(0, 0) = {y ∈ T2 : ĺım
n→−∞

fn(y) = (0, 0)}

Esto último se debe a que r1 = {(a, b) ∈ R2 : ĺımn→−∞ Fn(a, b) = (0, 0)}. Obser-
vamos que la subvariedad Wu(0, 0) = Π(r1) es inmersa y densa en T2, pero no es
subvariedad encajada en T2. Es decir, la topoloǵıa que se define a lo largo de la sub-
variedad Wu(0, 0) no es la inducida por su inclusión en R2. Los abiertos en Wu(0, 0)
están generados por los arcos abiertos (homeomorfos a intervalos abiertos en la recta
real). Estos no se obtienen como intersección de un abierto en T2 con Wu(0, 0) pues
cualquier abierto en T2 cortado con Wu(0, 0) contiene una infinidad de arcos conexos,
debido a la densidad de Wu(0, 0).
Variedad inestable local: En este ejemplo, existe ǫ > 0 suficientemente pequeño,
tal que, denotando Wu

loc(0, 0) (variedad inestable local) a la componente conexa de
Wu(0, 0) intersecada con la bola de centro (0, 0) y radio ǫ en el toro T2, se tiene:

dist(f−n(y), (0, 0))

dist(y, (0, 0))
= e−n log σ ∀ n ∈ N, ∀ y ∈Wu

loc(0, 0).

Esta igualdad se obtiene porque la bola de centro (0, 0) y radio ǫ > 0 en el toro T2 es
difeomorfa por un preimagen de Π, con la bola de centro (0, 0) y radio ǫ > 0 en R2,
si ǫ > 0 es suficientemente pequeño.
Análogamente F restringida a la recta r2 que tiene dirección propia de valor propio
menor que 1, contrae las distancias exponencialmente con tasa log(3−

√
5)/2 < 0. Es

decir, contrae distancias hacia el futuro como λn = en log λ:

dist(Fn(a, b), (0, 0))

dist((a, b), (0, 0))
= en log λ ∀ n ∈ N, ∀ (a, b) ∈ r2 \ (0, 0).

Proyectando r2 en el toro se obtiene una curva W s(0, 0) = Π(r1) inmersa en el toro,
que se llama variedad estable por (0, 0).
W s(0, 0) pasa por el origen, es densa en el toro (porque la pendiente de r2 en el plano
es irracional), es invariante por f , no encajada en R2 y cumple:

W s(0, 0) = {y ∈ T2 : ĺım
n→+∞

fn(y) = (0, 0)}

Esto último se debe a que r2 = {(a, b) ∈ R2 : ĺımn→+∞ Fn(a, b) = (0, 0)}.
Denotando W s

loc(0, 0) (variedad estable local) a la componente conexa de W s(0, 0)
intersecada con la bola de centro (0, 0) y radio ǫ en el toro T2, se tiene:

dist(fn(y), (0, 0))

dist(y, (0, 0))
= en log λ ∀ n ∈ N, ∀ y ∈ W s

loc(0, 0).

Variedades invariantes por cualquier punto: El argumento anterior puede apli-
carse a cualquier punto periódico x. Deducimos que todos los puntos periódicos son
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hiperbólicos tipo silla (tienen un valor propio mayor que uno y otro positivo menor
que uno).
En general, para cualquier punto x ∈ T2, aunque no sea periódico, la variedad estable
W s(x) y la variedad inestable Wu(x) se definen como la proyecciones sobre el toro de
las rectas en R2 que pasan por Π−1(x), según las direcciones de los vectores propios
de la matriz A (que son las mismas que las direcciones de las rectas r1 y r2 en R2 que
pasan por el origen). Argumentando como más arriba se tiene

ĺım
n→+∞

dist(fn(y), fn(x)) = 0 ∀ y ∈W s(x)

ĺım
n→+∞

dist(f−n(y), f−n(x)) = 0 ∀ y ∈ Wu(x),

y el acercamiento a cero de esas distancias se realiza como λn o σ−n respectivamente.
Las variedad inestable por un punto x no es invariante si el punto x no es fijo por
f , pero su imagen por f es la variedad inestable por el punto f(x) (esto se chequea
inmediatamente de la construcción de Wu(x) y Wu(f(x)) como las imágenes por Π
de las rectas paralelas a r1 por Π−1(x) y Π−1(f(x)) = F (Π−1(x)) respectivamente).
Foliaciones invariantes:
La familia de todas las variedades inestables, forman en el toro T2 lo que se llama una
foliación invariante: pues cada subvariedad de la foliación (llamada hoja), al aplicarle
f se transforma en otra hoja de la foliación. Análogamente, la foliación formada por
las variedades estables, es invariante.

Figura 3.1: Deformación producida por el automorfismo lineal en el toro.

Interpretación gráfica del automorfismo lineal hiperbólico: La deformación
que produce f en este ejemplo de automorfismo lineal hiperbólico en el toro T2,
está representado en la figura 3.1. Esa figura es una modificación de la conocida
llamada “gato de Arnold”(que en vez de una manzana, deforma la imagen de un
gato, figura creada por Arnold, en la década de 1960 para ilustrar la deformación
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hiperbólica de un automorfismo lineal en el toro T2). Al iterar sucesivas veces f , la
figura representada, se estira a lo largo de la foliación inestable y se contrae a lo largo
de la foliación estable. Como f es invertible, los pedazos que se obtienen de identificar
0 con 1 en vertical y horizontal, no se intersecan (provienen de subconjuntos disjuntos
antes de aplicar f).

Definición 3.1.3. Exponentes de Lyapunov en puntos fijos hiperbólicos.
Los logaritmos de los módulos de los valores propios de dfp(x0) dividido p, cuando
x0 es un punto periódico de peŕıodo p, se llaman exponentes de Lyapunov en x0. En
el caṕıtulo 3 definiremos con generalidad los exponentes de Lyapunov de cualquier
sistema dinámico diferenciable, para casi todas sus órbitas (no necesariamente puntos
fijos ni órbitas periódicas).

En el ejemplo del

(
2 1
1 1

)
f es lineal (mejor dicho F , dada por la matriz A, es

lineal), por lo tanto la matriz A es, en una base adecuada de T(0,0)T2), la derivada
df(0, 0) : T(0,0)T2 ∼ R2 7→ T(0,0)T2 ∼ R2. Los logaritmos de los valores propios de
A = df(0, 0) son dos, uno positivo χ+ = log σ y el otro negativo χ− = logλ. (El
origen es un punto fijo hiperbólico tipo silla, pues 0 < λ < 1 < σ).
El exponente de Lyapunov χ+ := logµ = log(3 +

√
5)/2 > 0 es la tasa exponencial de

dilatación al aplicar df(0,0), de las normas de los vectores en el subespacio propio U ,
que corresponde al valor propio µ de df(0,0). Precisamente:

ĺım
n→+∞

log(‖dfn
(0,0)u‖/‖u‖)
n

= logµ = χ+ > 0 ∀ u ∈ U \ {0} ⊂ TxM.

Observar que para n < 0 también se cumple la misma igualdad anterior; es decir:

ĺım
n→−∞

log(‖dfn
(0,0)u‖/‖u‖)
n

= logµ = χ+ ∀ u ∈ U \ {0} ⊂ TxM.

Además, el exponente de Lyapunov positivo χ+ es la tasa exponencial de dilatación
de las distancias a lo largo de la variedad inestable local por el punto fijo. Más pre-
cisamente

ĺım
n→−∞

log dist (fn(y), (0, 0))

n
= χ+ = logµ > 0 ∀y ∈Wu(0, 0)

Análogamente, el exponente de Lyapunov χ− := logλ = log(3−
√

5)/2 < 0 negativo,
se interpreta como la tasa exponencial de contracción por f en un entorno suficien-
temente pequeño del punto fijo a lo largo de la variedad estable por ese punto. Más
precisamente

ĺım
n→+∞

log dist (fn(y), (0, 0))

n
= χ− = logλ < 0 ∀y ∈ W s(0, 0).

Ejercicio 3.1.4. Sea f la transformación

(
2 1
1 1

)
en el toro. Probar que m- c.t.p es

recurrente pero que hay puntos no recurrentes (Sugerencia: y ∈W s(0, 0) \ {(0, 0)} no
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es recurrente). Probar que dados dos abiertos U y V cualesquiera en el toro, existe una
subsucesión nj de naturales tales que fnjU ∩V 6= ∅. (Sugerencia: Usar que Wu((0, 0))
es invariante por f y pruébese que para cualquier arco compacto K ⊂ Wu(0, 0) la
unión de sus iterados hacia el futuro

⋃
n∈N

fn(K) es densa en el toro.)
Deducir que f es transitiva.
Probar que todo punto es no errante. Concluir que si bien todo punto recurrente es
no errante, no necesariamente todo punto no errante es recurrente.

Observación: En la próxima sección probaremos que la transformación

f =

(
2 1
1 1

)

en el toro es ergódica respecto a la medida de Lebesgue.La ergodicidad en este ejemp-
lo, es un caso particular de la ergodicidad de mapas llamados de Ansosov (Definición
3.3.1), de clase C2 y que preservan la medida de Lebesgue m en una variedad com-
pacta riemanniana M de dimensión finita. Demostraremos el caso general, para los
difeomorfismos de Anosov, en el Caṕıtulo 6, Corolario 6.3.5. De todas formas, en la
próxima sección y con argumentos diferentes a los que utilizaremos después en el
Caṕıtulo 6, demostraremos la ergodicidad en el caso particular del ejemplo 2, 1, 1, 1
en el toro.

Ejercicio 3.1.5. Sea el automorfismo lineal hiperbólico f =

(
2 1
1 1

)
del toro T2.

Sea P el conjunto de puntos periódicos por f . Probar que P 6= ∅, pero µ(P ) = 0 para
toda µ invariante y ergódica para f que sea positiva sobre abiertos.

3.2. Ergodicidad del automorfismo lineal hiperbóli-
co en T2

Vamos a probar que el automorfismo lineal hiperbólico f en el toro T2, dado por

la matriz

(
2 1
1 1

)
, es ergódico respecto a la medida de Lebesgue m. Como m es

positiva sobre abiertos, su ergodicidad implica la transitividad topológica de f . Por
lo tanto f tiene órbitas densas.
Más adelante en los próximos caṕıtulos probaremos nuevamente la ergodicidad de

f =

(
2 1
1 1

)
en T2, demostrando que cumple una condición más fuerte (tiene

“espectro de Lebesgue con base numerable”), la cual implica además, que T sea
mixing.

Teorema 3.2.1. La transformación f =

(
2 1
1 1

)
en el toro es ergódica respecto a

la medida de Lebesgue m.

Demostración: Sea ψ : T2 7→ C una función continua compleja. Usando los resultados
de los ejercicios 2.4.4 y 2.4.7, basta probar que el ĺımite ψ̃ de los promedios de Birkhoff
de ψ es localmente constante c.t.p.
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Llamaremos Λ al conjunto de los puntos p ∈ T2 donde existen y son iguales los ĺımites
de los promedios de Birkhoff hacia el futuro ψ+(p) y hacia el pasado ψ−(p). Por el
corolario 2.1.3, y teniendo en cuenta que la medida de Lebesgue m en invariante por
T , sabemos que m(Λ) = 1, es decir m-casi todo punto p pertenece a Λ
Elijamos un punto p0 ∈ T2. Dibujemos un rectángulo pequeño R ⊂ V ⊂ T2 con un
vértice en p0, y cuyos lados tienen direcciones u y s, siendo u (resp. s) la dirección

propia con autovalor mayor que 1 (resp. menor que 1) de la matriz A =

(
2 1
1 1

)
.

En la Figura 3.2 dibujamos el rectángulo R y tomamos coordenadas locales tales que
p0 = (0, 0) y p = (xu, xs) para cualquier p ∈ R.

p0 = (0, 0)
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Figura 3.2: Estructura de producto local en el rectángulo R.

Consideremos la variedad estable W s(xu, 0) por el punto (xu, 0), definida por

W s(xu, 0) := {p ∈ T2 : ĺım
n→+∞

dist(T n(p), T n(xu, 0)) = 0}.

Afirmamos que W s(xu, 0) contiene, en el rectángulo R, al segmento de dirección s
que pasa por el punto (xu, 0). En efecto, al aplicar T a puntos de este segmento, las
distancias se contraen con factor de contracción igual al valor propio λ < 1 de la
matriz A. En particular:

(xu, xs) ∈W s(xu, 0).

Asumamos hipotéticamente que el punto (xu, 0) pertenece a Λ.

Afirmamos que, bajo la hipótesis anterior, existe el ĺımite ψ+(xu, xs) de los promedios
de Birkhoff hacia el futuro de ψ, en el punto (xu, xs) ∈W s(xu, 0), y además se cumple:

ψ+(xu, xs) = ψ+(xu, 0) = ψ−(xu, 0). (3.1)

En efecto, la igualdad de la derecha es debida a que estamos asumiendo, hipotética-
mente, que (xu, 0) ∈ Λ, y entonces, por definición del conjunto Λ, los promedios de
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Birkhoff hacia el futuro y hacia el pasado en la órbita de (xu, 0), existen y son iguales.
La igualdad de la izquierda es debida a que existe ψ+(xu, 0) porque (xu, 0) ∈ Λ y a que
(xu, xs) ∈ W s(xu, 0), es decir, ĺımn→+∞(fn(xu, xs), f

n(0, xs)) = 0. Por lo probado
en el Ejercicio 2.1.12, estas últimas condiciones implican que ψ+(xu, xs) = ψ+(xu, 0)
para toda función continua ψ : T2 7→ C. Hemos probado la igualdad (3.1) bajo la
hipótesis (xu, 0) ∈ Λ.
Ahora analicemos el ĺımite de los promedios de Birkhoff hacia el pasado por el punto
(xu, 0). La variedad inestable Wu(0, 0) por el punto (0, 0) está definida por

Wu(0, 0) := {q ∈ T2 : ĺım
n→+∞

dist(f−n(q), f−n(0, 0)) = 0}.

Análogamente a lo probado arriba, pero aplicado a f−1 en vez de f , deducimos que
Wu(0, 0) contiene, en el rectánguloR, al segmento de dirección u que pasa por el punto
(0, 0). En efecto, esta dirección u corresponde a la dirección propia con valor propio
σ > 1 de la matriz A. Entonces f dilata distancias (localmente) según la dirección
u, con factor σ. Luego f−1 contrae distancias según la dirección u con factor de
dilatación σ−1 < 1. En particular

(xu, 0) ∈Wu(0, 0).

Usando nuevamente lo probado en el Ejercicio 2.1.12, afirmamos que:

ψ−(xu, 0) = ψ−(0, 0) (3.2)

En efecto, la igualdad proviene de la hipótesis (xu, 0) ∈ Λ, por lo cual existe ψ−(xu, 0),
y aplicando lo probado en el Ejercicio 2.1.12, deducimos que existe también ψ−(0, 0)
y es igual a ψ+(xu, 0). Entonces hemos probado la igualdad (3.2), bajo la hipótesis
(xu, 0) ∈ Λ.
Reuniendo las igualdades (3.1) y (3.2) deducimos lo siguiente:

Para todo punto (xu, xs) ∈ R, si el punto proyección (xu, 0) está en Λ, entonces
ψ+(xu, xs) = ψ−(0, 0). (Ver Figura 3.2)

Luego, para terminar que probar que ψ+ es localmente constante, basta probar la
siguiente afirmación:

Afirmación (A) a probar: Para Lebesgue-casi todo punto (xu, xs) en el rectángulo
R, su proyección (xu, 0) pertenece a Λ.

Para probar la afirmación (A), admitiremos, si fuera necesario, re-elegir el punto de
referencia, que llamamos (0, 0), sustituyéndolo por algún otro punto del rectángulo
R, que tomaremos como nuevo origen de coordenadas para hacer todo el desarrollo
anterior.
Probemos la afirmación (A): La medida de probabilidad de Lebesgue m es invariante
por f . Aplicando el teorema de Birkhoff y su Corolario 2.1.3, sabemos que m(Λ) = 1.
Además m(R) > 0, pues el rectángulo R tiene interior no vaćıo, y todo abierto tiene
medida de Lebesgue positiva. Luego, m-c.t.p. de R cumple x ∈ R ∩ Λ. Es decir
χΛ(x) = 1 para m-casi todo punto x ∈ R.
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La medida de Lebesgue m en el rectángulo R (bidimensional) es la medida producto
de la medida de Lebesgue mu, unidimensional a lo largo de segmentos con dirección
u, por la medida de Lebesgue ms, también unidimensional, a lo largo de segmentos
con dirección s. Es decir

m = mu ×ms.

Llamemos dxs = dms y dxu = dmu. Aplicando el teorema de Fubini, la integral en
el rectángulo R de cualquier función integrable respecto a la medida de Lebesgue, se
puede escribir como una integral doble, integrando primero en “bastones” paralelos a
la dirección u, con xs constante, e integrando luego en xs. (Ver Figura 3.3).
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Figura 3.3: Integración por Fubini en el rectángulo R y elección del nuevo punto de referencia

(0, x
(0)
s ).

Obtenemos:

m(R) = m(R ∩ Λ) =

∫

R

χΛ dm =

∫ a

0

dxs

∫ b

0

χΛ(xs, xu) dxu.

Sabemos que χΛ(xs, xu) solo toma valores 0 ó 1 en cualquier punto (xs, xu), pero
para m- casi todo punto (xs, xu), vale 1. Esto solo se puede cumplir, usando la igual-
dad de la integral doble de arriba, si para ms-casi todo valor fijo de xs, la inte-

gral
∫ b

0
χΛ(xs, xu) dxu = 1. Esto último solo se puede cumplir si la función xu 7→

χΛ(xu, xs), con xs constante, es igual a 1 para mu-casi todo valor de xu.
Hemos probado lo siguiente: Para ms-casi todo valor fijo de xs, el segmento de di-
rección u que pasa por (0, xs) tiene mu-casi todo punto en Λ. Luego, existe algún

punto (0, x
{0}
s ) tal que (xu, x

{0}
s ) ∈ Λ para mu-casi todo valor de xu. Para todo punto

(xu, xs) consideramos su proyección (xu, x
{0}
s ). (Ver Figura 3.3). Deducimos que para

Lebesgue-casi todo punto (xu, xs) su proyección (xu, x
{0}
s ) pertenece a Λ. Luego, si se

toma el punto (0, x
{0}
s ) como nuevo origen de coordenadas, se cumple la afirmación

(A) como queŕıamos demostrar. �



Teoŕıa Ergódica de los Sistemas Dinámicos Discretos 67

3.3. Difeomorfismos de Anosov e hiperbolicidad uni-
forme

En esta sección asumiremos que M es una variedad diferenciable, compacta y conexa,
provista de una estructura riemanniana (i.e. existe un producto interno < ·, · >:
TM × TM 7→ R diferenciable, definido en el fibrado tangente TM . Por lo tanto,
para todo x ∈ M y para todo v ∈ TxM , está definida la norma ‖v‖ :=

√
< v, v >x,

determinada por la métrica riemanniana en M).
Sea f : M 7→ M un difeomorfismo, lo que se denota f ∈ Diff 1(M) y significa que
f es de clase C1, invertible, y su inversa f−1 : M 7→ M también es de clase C1. Si
además f y f−1 fueran de clase Cr para algún natural r > 1, se denota f ∈ Diff r(M)
(para lo cual se requiere que M sea una variedad de clase Cr por lo menos). En esta
sección, asumiremos que f ∈ Diff 1(M) e indicaremos expresamente cuando además
f ∈ Diff r(M) para algún r > 1.

Definición 3.3.1. Difeomorfismos de Anosov [An 1967]
f ∈ Diff 1(M) se llama difeomorfismo de Anosov si existe una descomposición (lla-
mada splitting) S ⊕ U = TM del fibrado tangente TM , no trivial (i.e. 0 < dim(S) <
dim(M)), que es invariante por df (i.e. df(x)Sx = Sf(x), df(x)Ux = Uf(x)), y existen
constantes C > 0 y 0 < λ < 1 < σ, tales que, para todo x ∈M :

‖dfn(x)s‖ ≤ Cλn‖s‖ ∀ n ≥ 0, ∀ s ∈ Sx, (3.3)

‖dfn(x)u‖ ≥ C−1σn‖u‖ ∀ n ≥ 0, ∀ u ∈ Ux. (3.4)

Para cada punto x ∈ M , los subespacios Sx y Ux se llaman estable e inestable re-
spectivamente, en x. Los subfibrados S y U (formados por los subespacios Sx y Ux al
variar x ∈ M), se llaman fibrados estable e inestable respectivamente. La constante
0 < λ < 1 se llama tasa o coeficiente de contracción (uniforme) en el futuro a lo largo
del fibrado estable, y la constante σ > 1, tasa o coeficiente de dilatación (uniforme)
en el futuro a lo largo del fibrado inestable.
Nota: En la definición de difeomorfismo de Anosov, la constante C no depende de x,
aśı como tampoco dependen de x los coeficientes λ y σ de contracción y dilatación re-
spectivamente. Siendo la variedad M compacta, si se cambia la métrica Riemanniana,
la norma de los vectores en cada subespacio tangente se cambia por una equivalente.
Luego, se modifica la constante C por otra constante C′ (que tampoco depende de x)
manteniéndose las mismas tasas λ y σ de contracción y dilatación respectivamente.
Esto permite que la definición de difeomorfismo de Anosov sea intŕınseca al difeo-
morfismo, y no dependa de la métrica riemanniana elegida. Se puede probar que para
todo f de Anosov existe una métrica riemanniana (llamada métrica adaptada a f)
para la cual la constante C puede tomarse igual a 1).

Ejercicio 3.3.2. Probar que el autormorfismo lineal f =

(
2 1
1 1

)
en el toro T2 es

un difeomorfismo de Anosov. Sugerencia: Tomar Sx y Ux las direcciones propias de
la matriz A que define a f , λ y µ los valores propios respectivos y C = 1.
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Ejercicio 3.3.3. Sea f un difeomorfismo de Anosov. Probar que la inversa 0 < σ−1 <
1 de la tasa σ de dilatación hacia el futuro a lo largo del fibrado inestable, es una tasa
de contracción hacia el pasado a lo largo del mismo fibrado. Precisamente:

‖df−n(x)u‖ ≤ Cσ−n‖u‖ ∀ n ≥ 0, ∀ u ∈ Ux, ∀ x ∈M. (3.5)

Análogamente, probar que la inversa λ−1 > 1 de la tasa contracción λ hacia el futuro
a lo largo del fibrado estable, es una tasa de dilatación hacia el futuro a lo largo del
mismo fibrado estable.
Deducir que f : M 7→ M es un difeomorfismo de Anosov, si y solo si f−1 también lo
es.

Ejercicio 3.3.4. Mostrar que el splitting Sx ⊕Ux es único. Sugerencia: Probar, para
todas las direcciones [s] ⊂ Sx y [v] ⊂ TxM \ Sx, las siguientes desigualdades:
ĺım supn→+∞

1
n log ‖dfns‖ < 0 < ĺım supn→+∞

1
n log ‖dfnv‖.

Ejercicio 3.3.5. Probar que las aplicaciones x 7→ Sx y x 7→ Ux son continuas y
deducir que si M es conexa, entonces dimSx y dimUx son constantes.
Sugerencia: Considerar una sucesión {xn} convergente a x y tomar una subsucesión
de ella tales que Sxn

y Uxn
tengan dimensiones constantes con n y sean convergentes.

Mostrar que los subespacios ĺımn Sxn
y ĺımn Uxn

satisfacen las desigualdades de hiper-
bolicidad uniforme, y forman un splitting de TxM . Finalmente, usar la unicidad del
splitting hiperbólico en el punto x ∈M .

Ejercicio 3.3.6. Probar que en la Definición 3.3.1, la condición 0 < dim(Sx) <
dim(M) es redundante.
Sugerencia: Por absurdo, si dim(Sx) = dim(M), elegir N ≥ 1 tal que CλN < 1/4.
Usando la definición de diferenciabilidad de f en el punto x, probar que existe δx > 0
tal que:

dist(x, y) < δx ⇒ dist(f(x), f(y)) ≤ dist(x, y)

2
.

Cubrir M con una cantidad k finita de bolas abiertas {Bδi
(xi)}1≤i≤k de centros

x1, . . . , xi, . . . xk y radios δi := δxi
. Probar que para todo y ∈ M , y para todo n ∈ N

existe xi (que depende de y y de n) tal que dist(fnN(xi), f
nN (y)) < ǫ. Deducir que

fnN (M) se puede cubrir con k bolas de radio ǫ. Siendo fnN un difeomorfismo, toda
la variedad M se puede cubrir con k bolas de radio ǫ > 0, siendo k constante y ǫ > 0
arbitrario. Deducir que diam(M) < kǫ para todo ǫ > 0, lo cual es una contradicción
pues el diámetro de M es positivo.

Ejercicio 3.3.7. Sea f : M 7→ M un difeomorfismo de Anosov con tasa λ < 1 de
contracción a lo largo del fibrado estable S, y tasa σ > 1 de dilatación a lo largo del
fibrado inestable U . Probar que para todo x ∈M :

ĺım sup
n→+∞

log ‖dfn(x)s‖
n

≤ logλ < 0 ∀s ∈ Sx

ĺım sup
n→−∞

log ‖dfn(x)s‖
−n ≤ logλ < 0 ∀s ∈ Sx
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ĺım inf
n→+∞

log ‖dfn(x)u‖
n

≥ log σ > 0 ∀u ∈ Ux

ĺım inf
n→−∞

log ‖dfn(x)u‖
−n ≥ log σ > 0 ∀u ∈ Ux

Exponentes de Lyapunov para difeomorfismos de Anosov:
En las próximas secciones enunciaremos el teorema de Oseledets que establece que los
ĺımites superior e inferior de las desigualdades de arriba, son ĺımites que existen para
µ-casi todo punto x ∈ M (donde µ es cualquier medida de probabilidad invariante
por f). Esos ĺımites se llaman exponentes de Lyapunov (en el futuro) para la órbita
de x ∈M .
Por lo tanto, admitiendo el teorema de Oseledets, de las desigualdades de arriba se
deducen los siguientes enunciados, que satisface todo difeomorfismo de Anosov f para
toda medida de probabilidad µ que sea f -invariante:
(a) Los exponentes de Lyapunov de la órbita por µ- casi todo punto x ∈M , correspon-
dientes a las direcciones u del subespacio inestable, son positivos y mayores o iguales
que el logaritmo del coeficiente de dilatación σ > 1 del difeomorfismo de Anosov.
(b) Los exponentes de Lyapunov de la órbita por µ- casi todo punto x ∈ M , corre-
spondientes a las direcciones s del subespacio estable, son negativos y menores iguales
que el logaritmo del coeficiente de contracción λ < 1 del difeomorfismo de Anosov.
De los enunciados (a) y (b), teniendo en cuenta que por definición de difeomorfismo
de Anosov, el espacio tangente TxM es la suma directa de los subespacios estable Sx

e intestable Ux, se deduce el siguiente enunciado (para una demostración del mismo
usar el teorema de Oseledets, que probaremos en el próximo caṕıtulo, y ver Ejercicio
3.9.5):
(c) Los exponentes de Lyapunov para un difeomorfismo de Anosov no son cero, y
están “bounded away from zero” (i.e. están fuera de un entorno de cero).

Observación 3.3.8. .
Sobre la transitividad de los difeomorfismos de Anosov. Una conjetura cuya
demostración es aún un problema abierto es la siguiente:
Conjetura: Los difeomorfismos de Anosov en variedades compactas y conexas son
transitivos.
Se conocen pruebas parciales: si la variedad M donde actúa el difeomorfismo de
Anosov es un toro Tn, entonces f es transitivo. Otro caso conocido: si la dimen-
sión del fibrado inestable o la del estable es uno (de un difeomorfismo f de Anosov),
entonces f es transitivo. En general, no se conocen ejemplos de difeomorfismos f de
Anosov que no sean transitivos.

Observación 3.3.9. .
Sobre la ergodicidad de los difeomorfismos de Anosov.
Sea M una variedad compacta y conexa de dimensión n ≥ 2. Si f ∈ Diff 2(M) es un
difeomorfismo de Anosov (de clase C2), si f es transitivo y si f preserva la medida de
Lebesgue m, entonces m es ergódica. Demostraremos este resultado en el Corolario
6.3.5, al definir y estudiar las medidas invariantes de probabilidad llamadas SRB
(Sinai-Ruelle-Bowen) para los difeomorfismos de Anosov.
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3.4. Conjuntos uniformemente hiperbólicos

Definición 3.4.1. Sea f : M 7→ M y sea Λ ⊂ M un subconjunto compacto e
invariante (i.e. f−1(Λ) = Λ). El conjunto Λ se llama uniformemente hiperbólico (en
breve, hiperbólico) si para todo x ∈ Λ existe un splitting Sx ⊕Ux = TxM del espacio
tangente TxM a M en x, que dependen continuamente de x ∈ Λ, y constantes C > 0
y 0 < λ < 1 < σ, que verifican las desigualdades (3.3) y (3.4) para todo x ∈ Λ.
Nota: La condición de dependencia continua de Sx y Ux al variar x ∈ Λ es re-
dundante. Se puede demostrar esta continuidad a partir de las invariancia de esos
subespacios, de las desigualdades de hiperbolicidad uniforme y de la compacidad del
conjunto Λ (ver Ejercicios 3.3.4 y 3.3.5 y generalizarlos sustituyendo M por Λ).
Sobre las dimensiones de Sx y Ux: Son complementarias (su suma es dimM), pero
no necesariamente son ambas mayores que cero. Es decir, alguno de los dos subespacios
puede tener dimensión cero, y el otro coincidir con TxM . Las dimensiones pueden
depender de x ∈ Λ. La dependencia continua de los subespacios invariantes implica
que las dimensiones de Sx y Ux sean localmente constantes. Como Λ es compacto, si
existen varios subconjuntos de Λ para los cuales Sx y Ux tienen dimensiones diferentes,
entonces son dos a dos aislados.

De las definiciones anteriores, es inmediato deducir que f : M 7→ M es un difeomor-
fismo de Anosov, si y solo si la variedad M es un conjunto uniformemente hiperbólico
(con dimensiones estable e inestable no nulas).

Ejercicio 3.4.2. Sea f : M 7→ M . Probar que un punto periódico x de peŕıodo p
(i.e. fp(x) = x, f j(x) 6= x ∀ 1 ≤ j < p es hiperbólico (i.e. los valores propios de
dfp tienen módulo diferente de 1), si y solo si su órbita (finita) {x, f(x), . . . , fp−1(x)}
es un conjunto uniformemente hiperbólico. Probar que si x es punto silla (es decir,
dfp(x) tiene valores propios con módulo menor que uno y también con módulo mayor
que uno), entonces los subespacios propios de dfp(x) son los subespacios estable Sx

e inestable Ux, respectivamente. Probar que si x es un pozo hiperbólico (i.e. dfp(x)
tiene todos sus valores propios con módulo menor que uno), entonces Sx = TxM y
Ux = 0. Enunciar y probar resultado dual si x es una fuente hiperbólica (i.e. dfp(x)
tiene todos sus valores propios con módulo mayor que uno).

3.5. Ejemplo: Herradura de Smale lineal

Un ejemplo paradigmático de conjunto hiperbólico (transitivo) que no es toda la var-
iedad, es el siguiente, debido a Smale [Sm 1967] (ver también, por ejemplo, [Jo 2005,
pages 97-98]):

Definición 3.5.1. Herradura de Smale lineal.
Se llama herradura de Smale lineal (en dimensión 2 y con 2 patas) a un difeomorfismo
T : Q = [0, 1]2 ⊂ R2 7→ T (Q) ⊂ R2 que satisface las siguientes condiciones (ver Figura
3.4):

a) T (Q) ∩Q = Q0 ∪Q1 donde Q = [0, 1]2,

Q0 = [1/5, 2/5]× [0, 1], Q1 = [3/5, 4/5]× [0, 1].
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b) T−1(Q0) = [0, 1] × [1/5, 2/5], T−1(Q1) = [0, 1] × [3/5, 4/5].

c) Para j = 0, 1, la restricción T |T−1(Qj)(x, y) es una transformación af́ın en (x, y)
con direcciones propias (1,0) y (0,1) y valores propios λ y µ reales tales que
|λ| = 1/5 y |µ| = 5 respectivamente. Por ejemplo:

T |T−1(Q0)(x, y) = ((1/5)(x+ 1), 5y − 1),

T |T−1(Q1)(x, y) = ((−1/5)(x− 4),−5y + 4)

Para comprender cómo es la transformación T , ver la figura 3.4 e imaginar T como
la composición de dos transformaciones: Primero considerar una transformación af́ın
que lleva el cuadrado Q = [0, 1]2 a un rectángulo 5 veces más alto y 5 veces menos
ancho que el cuadrado Q (contrae en horizontal y dilata en vertical). Después aplicar
una transformación que ”dobla”en forma biyectiva al rectángulo alto y flaco, dándole
forma de herradura, superponiendo esta sobre el cuadradoQ en Q0 y Q1 (sin deformar
Q0 ni Q1).
Se observa que hemos restringido la definición eligiendo valores numéricos fijos para
|λ| y |µ|, iguales a 1/5 y 5 respectivamente. Sin embargo, si se toman otros valores
numéricos, 0 < |λ| < 1/2 y 2 < |σ|, y se definen (coherentemente con esos nuevos
valores numéricos) los rectángulos compactos Q0 y Q1 disjuntos, como en la Figura
3.4, y tales T (Q)∩Q = Q0 ∪Q1; y si las transformaciones T |T−1(Q0) y T |T−1(Q1) son
afines con valores propios ±λ y ±σ, entonces T también se llama herradura de Smale
lineal.

0
-
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r r r r
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r

r
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T (Q)

T (Q) ∩Q = Q0 ∪Q1

T−1(Q)

Figura 3.4: Herradura de Smale

Ejercicio 3.5.2. Sea T : R2 7→ R2 una herradura de Smale lineal. Sea Q = [0, 1]2.
(a) Dibujar esquemáticamente T (T (Q)∩Q) ⊂ T (Q), T 2(Q) y ∩N

n=0T
n(Q) para N =

2, 3.
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(b) Dibujar esquemáticamente) T−1(Q) ∩Q, y ∩N
n=0T

−nQ para N = 2, 3.
(c) Dibujar esquemáticamente) el conjunto “estable” W s ∩Q de todos los puntos de
Q cuyas órbitas futuras permanecen en Q para todos los iterados n ≥ 0. (Sugerencia:
Ver que W s ∩Q = ∩+∞

n=0T
−n(Q).)

(d) Calcular el exponente de Lyapunov negativo (tasa exponencial de con-
tracción hacia el futuro) de la herradura de Smale: ĺımn→+∞(1/n) log ‖DT n

x (1, 0)‖
para todo punto x ∈ ⋂n∈N

T−n(Q).
(d) Definir el conjunto “inestable” Wu∩Q y el exponente de Lyapunov positivo (tasa
exponencial de dilatación hacia el futuro.) Calcularlo.

Definición 3.5.3. Sea T : Q = [0, 1]2 ⊂ R2 7→ R2 es la herradura de Smale lineal. Se
llama conjunto invariante maximal de T en Q a

Λ :=
⋂

n∈Z

T−nQ.

Obsérvese que por la propiedad de intersecciones finitas no vaćıas de compactos, el
conjunto Λ es compacto no vaćıo.

Ejercicio 3.5.4. Probar que el maximal invariante Λ de una herradura de Smale
lineal, es un conjunto hiperbólico. Probar que Λ es el producto cartesiano de dos
conjuntos de Cantor en el intervalo [0, 1].

3.6. Variedades invariantes de conjuntos hiperbóli-
cos

A continuación enunciamos algunos teoremas sobre dinámica diferenciable, que gen-
eralizan propiedades de los difeomorfismos de Anosov en una variedad compacta M ,
y en particular algunos de los resultados vistos en el ejemplo del automorfismo lineal

hiperbólico f =

(
2 1
1 1

)
en el toro T2.

Teorema 3.6.1. Variedades invariantes para Λ unif. hiperbólico Sea f : M 7→
M un difeomorfismo y Λ ⊂ M un conjunto invariante, compacto y uniformemente
hiperbólico. Para x ∈ M denotemos Ux, Sx los subespacios inestable y estable respec-
tivamente. Entonces, para cada x ∈ Λ existen y son únicas:
A) Una subvariedad conexa W s(x), C1-inmersa en M (pero no necesariamente “em-
bedded”, i.e. no encajada en M , ni necesariamente compacta), llamada variedad es-
table por x, tal que:

x ∈W s(x), f(W s(x)) = W s(f(x)), Tx(W s(x)) = Sx. (3.6)

B) Una subvariedad C1 conexa Wu(x), C1-inmersa en M (pero no necesariamente
encajada en M ni compacta), llamada variedad inestable por x, tal que:

x ∈ Wu(x), f(Wu(x)) = Wu(f(x)), Tx(Wu(x)) = Ux. (3.7)
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tales que:

ĺım
n→+∞

dist(fn(y), fn(x)) = 0 ⇔ y ∈ W s(x), (3.8)

ĺım
n→−∞

dist(fn(y), fn(x)) = 0 ⇔ y ∈Wu(x). (3.9)

Si además f es un difeomorfismo Cr para algún r > 1 entonces W s
x y Wu

x son sub-
variedades de clase Cr.

Una prueba del teorema de existencia de variedades estable e inestable puede encon-
trarse en [Hi-Pu-Sh 1977].

Observación 3.6.2. Sea f : M 7→ M un difeomorfismo de Anosov con coeficiente
λ < 1 de contracción en el fibrado estable S, y coeficiente σ > 1 de dilatación en el
fibrado inestable U . Admitiendo la existencia de C1-subvariedades W s(x) y Wu(x)
conexas, que cumplen las condiciones (3.6) y (3.7) respectivamente, y sabiendo que
los subespacios Sx y Ux dependen continuamente de x, se puede demostrar que

ĺım sup
n→+∞

log dist(fn(y), fn(x))

n
≤ logλ < 0 ∀ y ∈W s(x); (3.10)

ĺım inf
n→−∞

log dist(fn(y), fn(x))

n
≥ log σ > 0 ∀ y ∈Wu(x). (3.11)

Definición 3.6.3. Sistemas dinámicos conjugados SeanX e Y espacios topológi-
cos y sean f : X 7→ X y g : Y 7→ Y mapas Borel-medibles. Se dice que f y g son
conjugados o topológicamente equivalentes si existe un homeormorfismo h : X 7→ Y
llamado conjugación tal que g ◦ h = h ◦ f . La conjugación implica que cada una de
las propiedades de la dinámica topológica de f (transitividad, conjunto no errante,
omega y alfa ĺımites, recurrencia) se satisface para f si y solo si se satisface para g.

Observación 3.6.4. Volvamos a los difeomorfismos de Anosov, como caso particular
de sistema uniformemente hiperbólico:

El Teorema o Lema de Franks [Fr 1969] (ver también [Ma 1974] para difeomorfismos
de Anosov en el toro n-dimensional, para todo n ≥ 2) establece que:

Teorema o Lema de Franks Las únicas superficies compactas, conexas, sin borde
y orientables que soportan un difeomorfismo de Anosov f son homeomorfas al toro
T2, y f es conjugado a un automorfismo lineal hiperbólico.

La demostración del Lema de Franks se encuentra en [Fr 1969]. En [Ma 1974], Man-
ning generaliza la última parte del Lema de Franks, probando que los difeomorfismos
de Anosov en el toro de dimensión n son conjugados a automorfismos lineales. Re-
cientemente, en [Ha 2013] se obtiene el mismo resultado que Manning, pero para
difeomorfismos de Anosov en nilmanifols de dimensión 3, y no solo para el toro.
Debido al teorema de Franks los automorfismos lineales en el toro T2 son el paradigma

de los difeomorfismos de Anosov en superficies, y entre ellos en particular el

(
2 1
1 1

)

en el toro T2.
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En cambio, conjuntos hiperbólicos como la herradura de Smale, o topológicamente
conjugadas a ella, se pueden construir en un abierto homeormorfo a un cuadrado de
R2, en cualquier superficie (variedad de dimensión dos).
Se puede generalizar la herradura de Smale a dimensiones mayores que dos, tomando
un cubo n-dimensional en el rol de cuadrado Q, y eligiendo dimensiones complemen-
tarias de contracción uniforme y de dilatación uniforme.

3.7. Expansividad o caos topológico.

Se han dado varias definiciones precisas de caos en la literatura matemática. Pero estas
definiciones no son equivalentes entre śı (ver por ejemplo [Bu 2011]). Entonces cuando
uno se refiere a sistema caótico debeŕıa siempre incluir la definición que está utilizan-
do, con precisión, y observar que los resultados que se obtengan con esa definición,
no son necesariamente ciertos si se hubiese adoptado otra. Según sea el objetivo de
investigación de quien estudia el sistema dinámico (por ejemplo, su objetivo puede
ser estudiar la dinámica topológica de un conjunto abierto y denso de órbitas, o solo
estudiar la de µ-casi toda órbita cuando µ es invariante, o la de Lebesgue-casi to-
da órbita, cuando la medida de Lebegue no es invariante, etc), adopta una u otra
definición.
El estudio de las propiedades topológicas de los difeomorfismos lineales en el toro T2

es paradigmático para estudiar más en general, los sistemas caóticos desde el punto
de vista topológico. En efecto:

Definición 3.7.1. Sea T : X 7→ X un homeomorfismo en un espacio métrico com-
pacto X . Se dice que T es caótico (topológicamente) o expansivo, si existe una con-
stante α > 0 (llamada constante de expansividad) tal que

sup
n∈Z

dist (T n(x), T n(z)) > α ∀x 6= y ∈ X

Interpretación: El caos topológico o expansividad es una versión de “hiperbolicidad
topológica.” Significa que la dinámica es α-sensible a las condiciones iniciales: dos
órbitas con estados iniciales x 6= y diferentes se separan más que la distancia α, hacia
el futuro ó hacia el pasado. Podrá haber parejas de órbitas, con estados iniciales
próximos x 6= y, que se separan solo para el futuro pero no para el pasado, o al revés.
Generalmente (por ejemplo en un difeomorfismo de Anosov), para la mayor parte
de las parejas de estados iniciales x 6= y, sus órbitas se separan en el futuro y en el
pasado.
La separación hacia el futuro o hacia el pasado, más que una constante uniforme α,
de dos órbitas con estados iniciales x 6= y (por más que x e y estén tan cerca entre
śı como se desee) implica lo siguiente:
Si uno aproxima con error ǫ > 0, aunque sea arbitrariamente pequeño, el estado
inicial x sustituyéndolo por y tal que 0 < dist (x, y) ≤ ǫ, entonces el estado del
sistema T n(y) en algún instante n ∈ Z, se modificará más que α > 0 respecto del
estado T n(x) que tendŕıa si no se hubiese cometido el error en el estado inicial. La
sensibilidad a las condiciones iniciales, o expansividad, o caos topológico, se llama
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también “efecto mariposa”: la leve modificación del estado inicial producido por el
aleteo de una mariposa, por más leve que esta sea (es decir por más pequeño que sea la
diferencia ǫ > 0 provocada en ese estado inicial) produce una modificación “drástica”
(es decir mayor que una constante uniforme α > 0) en el estado del sistema en otro
instante).

Ejercicio 3.7.2. Demostrar que la rotación del ćırculo (racional o irracional) no es
expansiva (i.e. no es topológicamente caótica).

Ejercicio 3.7.3. Demostrar que el tent map f : [0, 1] 7→ [0, 1] es expansivo para el
futuro, esto es, existe una constante α > 0 tal que

Si dist(f j(x), f j(y)) < α ∀ j ∈ N entonces x = y.

Sugerencia: Probar que la derivada |(fn)′| tiende uniformemente a +∞ con n y usar
α = 1/4.

Ejercicio 3.7.4. Demostrar que la transformación f =

(
2 1
1 1

)
en el toro T2 es

expansiva.

Observación 3.7.5. En [Lew 1989], Lewowicz demostró los siguientes resultados:

Teorema de Lewowicz Las únicas superficies (variedades de dimensión dos) com-
pactas y conexas donde existen homeomorfismos expansivos, son homeomorfas al toro
T2.

Todos los homeomorfismos expansivos en el toro T2 son conjugados a un Anosov
(y por el teorema de Franks son conjugados a un difeomorfismo de Anosov lineal).

Por eso resulta paradigmático estudiar los difeomorfismos lineales, y el

(
2 1
1 1

)
en

particular.

3.8. Foliaciones invariantes para dif. de Anosov.

La unicidad de las variedades invariantes para los difeomorfismos de Anosov, implica
que la siguiente colección no numerable de subconjuntos (subvariedades) {W s

x}x∈M ,
sea una partición de M . En efecto:

Proposición 3.8.1. Sea f : M 7→M un difeomorfismo de Anosov, y sean x, y ∈M .
Entonces o bien W s

x ∩W s
y = ∅, o bien W s

x = W s
y .

Análogamente para Wu
x y Wu

y .

Demostración. Debido a (3.8) y (3.9), y ∈ W s
x si y solo si x ∈ W s

y . Supongamos que
existe z ∈ W s

x ∩W s
y . Sea x′ ∈ W s

x . Usando nuevamente (3.8) y (3.9) y la propiedad
triangular, deducimos que

ĺım
n→+∞

dist(fn(y), fn(x′)) = 0.
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En efecto:

dist(fn(y), fn(x′) ≤

dist(fn(y), fn(z)) + dist(fn(z), fn(x)) + dist(fn(x), fn(x′)),

y estos tres sumandos tienden a cero cuando n → +∞. Luego x′ ∈ W s
y para todo

x′ ∈ W s
x , probando que W s

x ⊂ W s
y . Simétricamente, W s

y ⊂ W s
x . Hemos demostrado

que si existe z ∈W s
x ∩W s

y entonces W s
y = W s

x .

Definición 3.8.2. Foliaciones estable e inestable.
Se llama foliación estable a la partición {W s

x}x∈M de M en variedades estables.
Análogamente, se llama foliación inestable a la partición {Wu

x }x∈M de M en var-
iedades inestables.
Nota sobre la definición geométrica de “foliación”: Por definición, una fo-
liación tiene una estructura geométrica precisa que transciende a la mera partición
del espacio M en subvariedades inmersas disjuntas dos a dos todas de la misma di-
mensión 1 ≤ k1 < dimM . Estas variedades inmersas se llaman hojas de la foliación.
La estructura geométrica de foliación consiste en la existencia de un atlas de cartas
locales ξ de M que son “trivializadoras” de las hojas de la foliación: i.e. la imagen
de cada ξ es el producto cartesiano Bk1 × Bk2 , donde Bki

es la bola unitaria de Rki

(k1 + k2 = dimM), tal que transforma la componentes conexas locales de cada hoja,
en las secciones Bk1 × {v2} (con v2 ∈ Bk2 fijo).
En general, para las foliaciones dinámicamente definidas (por ejemplo, las foliaciones
estable e inestable de un f de Anosov), las cartas locales trivializadoras ξ existen, pero
son solo homeormofismos sobre sus imágenes (no son siquiera C1). Como las hojas de
la foliación son subvariedades inmersas de clase C1, entonces las restricciones de las
cartas trivializadoras a las hojas locales, son C1.

Definición 3.8.3. Regularidad de foliaciones invariantes.
Un partición W := {Wx}x∈M del espacio M en subvariedades diferenciables inmersas
en M y disjuntas dos a dos, todas de la misma dimensión, se dice que es una foliación
invariante C0 (desde el punto de vista dinámico) si:
(1) f(Wx) = Wf(x) ∀ x ∈M (invariancia),
(2) cada hoja Wx es de clase C1, y
(3) la aplicación x ∈ M 7→ TxWx que lleva cada punto x en el subespacio tangente
TxWx en x a la hoja Wx, es continua (es decir, el subespacio tangente a la hoja vaŕıa
en forma C0 con x ∈M).
Nota: La condición (2) de que cada hoja sea de clase C1, implica que su subespacio
tangente vaŕıe en forma C0 con x variando a lo largo de la hoja respectiva. Pero no
implica que ese subespacio tangente vaŕıe además en forma C0 con x en todas las
direcciones transversales a la hoja. Por lo tanto la condición (3) no es redundante: es
más fuerte que la condición (2).
Análogamente, para todo r ∈ N, la partición W es una foliación invariante Cr (desde
el punto de vista dinámico) si cada hoja Wx ∈ W es de clase Cr+1 y la aplicación
x ∈M 7→ TxWx es de clase Cr . Para que esta definición sea aplicable, hay que asumir
que la variedad ambiente M es de clase Cr+1 por lo menos.
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Sea 0 < α < 1. Una foliación invariante W es α-Hölder continua y se denota de clase
Cα, si cada hoja Wx ∈ W es de clase C1 y la aplicación x ∈M 7→ TxWx satisface:

dist(Wx,Wy) ≤ K [dist(x, y)]α (3.12)

para cierta constante K. Se dice que la foliación es Lipschitz y se denota como CLip,
si es 1-Hölder continua (es decir vale la desigualdad (3.12) para α = 1.

Debido al Teorema 3.6.1, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 3.8.4. Si f es difeomorfismo de Anosov de clase C1, entonces las folia-
ciones estable e inestable son de clase C0 .

Demostración. TxW
s
x = Sx, TxW

u
x = Ux y los subespacios Sx y Ux dependen contin-

uamente de x.

Uno podŕıa esperar que si f es difeomorfismo de Anosov de clase Cr+1 con r ≥
0, entonces las foliaciones invariantes estable e inestables sean foliaciones de clase
Cr. Este último resultado es FALSO. En general, cada hoja es Cr+1. Pero no se
puede mejorar casi nada la regularidad C0 de las foliaciones invariantes simplemente
aumentando la regularidad de f .

Teorema 3.8.5. Hölder continuidad de foliaciones invariantes para difeo-
morfismos de Anosov.
Si f : M 7→ M es un difeomorfismo de Anosov de clase Ck con k > 2, entonces las
variedades estables e inestables de f son subvariedades Ck, y las foliaciones estables
e inestables que forman son α−Hölder continuas para cierto 0 < α < 1.

Una prueba de este teorema se puede encontrar en [Ba-Pe 2001, Theorem 2.3.1, pag.
48].

3.9. Exponentes de Lyapunov

A lo largo de las próximas secciones asumiremos las siguientes hipótesis:
• M es una variedad diferenciable, compacta, conexa y provista de una estructura
riemanniana.
• f : M 7→M es de clase C1 (es decir f es diferenciable y su derivada df es continua).
El mapa f no es necesariamente invertible.

Notación 3.9.1. .
• f : M 7→ M es un difeomorfismo si de clase C1, invertible y además su inversa
también es de clase C1. Denotamos f ∈ Diff 1(M).
• Si además f y su inversa son de clase Cr para algún r ≥ 2 (para lo cual la variedad
M también debe ser de clase Cr por lo menos), indicaremos f ∈ Diff r(M).
• Denotaremos f ∈ Diff 1+α cuando f ∈ Diff 1(M) y además df : TM 7→ TM es
α-Hölder continua para cierta constante 0 < α < 1; i.e. existen constantes δ > 0 y
K > 0 tales que

‖dfx − dfy‖ ≤ K(dist(x, y))α ∀ x, y ∈M such that dist(x, y) < δ.
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En el primer miembro de la desigualdad anterior, ‖A‖ denota la norma de la trans-
formación lineal A ∈ L(Rk) donde k = dim(M), es decir ‖A‖ = máx{‖Av‖ : v ∈
Rk, ‖v‖ = 1}.
• Denotaremos f ∈ Diff 1+Lip(M) si f ∈ Diff 1(M) y además df es Lipschitz, i.e. ex-
isten constantes δ > 0 y K > 0 que satisfacen la desigualdad de α-Hölder continuidad
con α = 1.

Definición 3.9.2. Exponentes de Lyapunov
Sea f ∈ Diff 1(M). Un punto x ∈M se llama débilmente regular si existen los siguiente
ĺımites para todo v ∈ TxM \ {0}:

ĺım
n→+∞

log(‖dfn
x (v)‖)
n

; ĺım
n→+∞

log(‖df−n
x (v)‖)
−n .

Estos dos ĺımites (números reales), se llaman exponentes de Lyapunov en el futuro y
en el pasado respectivamente, de la órbita por x correspondientes a la dirección [v].
No se definen los exponentes de Lyapunov en los puntos no regulares.
Se puede definir también puntos débilmente regulares y exponentes de Lyapunov (en
el futuro) para f ∈ C1(M) aunque f no sea un difeomorfismo.

Más adelante veremos el Teorema de Oseledets, que demuestra, entre otros resultados,
lo siguiente:

Para toda medida de probabilidad µ que sea f -invariante, µ-casi todo punto x ∈M
es regular.

Dicho de otra forma, el conjunto de los puntos no regulares tiene medida nula para
toda medida de probabilidad µ invariante por f .
Nota sobre el concepto de regularidad: En la literatura, suele llamarse pun-
to regular a aquellos puntos x que cumplen una condición más fuerte que la que
hemos adoptado nosotros en la Definición 3.9.2. En efecto, se definen condiciones adi-
cionales de existencia de subespacios invariantes tales que para todo vector en ellos
el exponente de Lyapunov en el futuro coincide con el exponente de Lyapunov en el
pasado. A los puntos regulares que cumplen esa condición más fuerte, los llamaremos
Lyapunov-regulares (ver Definición 3.9.6). El teorema de Oseledets establece que µ-
casi todo punto x ∈ M no solo es débilmente regular según nuestra definición 3.3.7,
sino también Lyapunov-regular según la Definición 3.9.6.

Los exponentes de Lyapunov dependen de la órbita de x, pero no dependen de cuál
punto se tome en la misma órbita. En efecto:

Ejercicio 3.9.3. Probar que si x es débilmente regular, entonces para todo k ∈ Z fijo,
el punto y = fk(x) (es decir, cualquier punto en la órbita de x) es también débilmente
regular y que el conjunto de los exponentes de Lyapunov en y coincide con el de los
de x.

El siguiente ejercicio tiene como objetivo adelantarse al enunciado del teorema de
Oseledets (que enunciaremos al final de esta sección).
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Ejercicio 3.9.4. Sea x un punto débilmente regular.
(a) Sean 0 6= v ∈ TxM , χ el exponente de Lyapunov en el futuro (o en el pasado) de
la órbita de x correspondiente a una dirección u 6= 0. Sea [u] ⊂ TxM el subespacio
de dimensión 1 generado por u. Demostrar que para todo 0 6= u′ = [u] el exponente
de Lyapunov en el futuro (o en el pasado respectivamente) correspondiente a u es el
mismo que el de u′.
(b) Sean χ+

u y χ+
v los exponentes de Lyapunov en el futuro de dos direcciones l.i.

0 6= u, v ∈ TxM . Sean χ−
u y χ−

v los exponentes de Lyapunov en el pasado de esas dos
mismas direcciones u y v. Asuma χ+

u 6= χ+
v , χ

−
u 6= χ−v. Sea w = u + v. Probar que

χ+
w = máx{χ+

u , χ
+
v } y χ−

w = mı́n{χ−
u , χ

−
v }.

Sugerencia: Asuma χ+
u > χ+

v . Use el primer ĺımite de 3.9.2 con los vectores u y v,
para probar que para todo ǫ > 0 existe N ∈ N tal que:

‖dfn(w)‖ ≥ ‖dfn(u)‖ − ‖dfn(v)‖ ≥

en(χ+
u −ǫ)(‖u‖ − en(χ+

v −χ+
u +2ǫ)‖v‖) ∀ n ≥ N.

Fije ǫ < (χ+
u − χ+

v )/2. Tome logaritmo, divida entre n y luego n→ +∞.
(c) Como en la parte (b) asuma ahora χ+

u = χ+
v y χ−

u = χ−
v . Pruebe que χ+

w ≤ χ+
u =

χ+
v , χ

−
w ≥ χ−

u = χ−
v .

(d) Sea una base u1, . . . , uk de TxM . Asuma que los exponentes de Lyapunov en el
futuro χ+

i y en el pasado χ−
i en las direcciones ui, cumplen χ+

i 6= χ+
j para todo i 6= j.

Probar que para todo 0 6= u =
∑k

i=1 biui ∈ TxM , se cumple:

χ+
u = máx

1≤i≤k; bi 6=0
χ+

i .

χ−
u = mı́n

1≤i≤k; bi 6=0
χ−

i .

Sugerencia: usar inducción en la cantidad de coeficientes bi 6= 0, y la parte (b).

Ejercicio 3.9.5. Sea x un punto débilmente regular.
Para cada k ≥ 0 sean E1

fk(x) y E2
fk(x) dos subespacios L.I. (de dimensiones no nulas)

de Tfk(x)M , invariantes por f (es decir Ei
fk+1(x) = dffk(x)E

i
fk(x) para todo k ≥ 0 y

para i = 1, 2). Asuma la siguiente hipótesis:
Hipótesis I Para cada i coinciden los exponentes de Lyapunov en el futuro y en el
pasado entre śı y en todas las direcciones del subespacio Ei

x. Llámelo χi. Además para
todo 0 6= v ∈ E1

x ⊕ E2
x, el exponente de Lyapunov en el futuro de v es mayor o igual

que el exponente de Lyapunov en el pasado de v.
(a) Probar que
(i) Para todo k ≥ 0 y para cada i = 1, 2, los exponentes de Lyapunov en el futuro y
en el pasado en fk(x), correspondientes a la dirección Ei

fk(x), coinciden entre śı y con

χi.
(ii) Probar que para todo 0 6= v ∈ E1

fk(x) ⊕E2
fk(x) tal que v 6∈ E1

fk(x), E
2
fk(x), el expo-

nente de Lyapunov χ+
v (x) de [v] en el futuro es igual a máx{χ1, χ2}, y el exponente

de Lyapunov χ−
v (x) de [v] en el pasado, es igual a mı́n{χ1, χ2}.
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(iii) Deducir que si χ1 = χ2 = χ, entonces el subespacio Efk(x) = E1
fk(x) ⊕ E2

fk(x) es

invariante, de dimensión mayor que los subespacios E1
fk(x) y E2

fk(x) que lo generaron,

y los exponentes de Lyapunov en el futuro y en el pasado para todos los vectores
0 6= v ∈ E coinciden con χ.
(b) Extender (enunciar y demostrar) los resultados de la parte a), asumiendo que
existe un splitting TxM = E1

x ⊕ E2
x ⊕ . . .⊕ Eh

x que verifica la Hipótesis I.
(c) Deducir, asumiendo (b), que el conjunto de exponentes de Lyapunov diferentes
en cualquier punto regular que cumpla la Hipótesis I es finito, y menor o igual que
dim(M).

El ejercicio anterior motiva preguntarse cuándo se cumple la hipótesis asumida so-
bre la existencia de los subespacios Ei

x invariantes para los cuales los exponentes de
Lyapunov en el futuro y en el pasado existen y son iguales entre śı, y diferentes para
diferentes valores de i. Esta pregunta motiva la siguiente definición de regularidad:

Definición 3.9.6. Puntos Lyapunov-regulares
Un punto x ∈M se llama Lyapunov regular si existe un splitting del espacio tangente

TxM = E1
x ⊕ E2

x ⊕ Ek(x)
x

(que puede reducirse como caso particular a k(x) = 1, TxM = E1
x), tal que existen

y coinciden entre śı los exponentes de Lyapunov en el futuro y en el pasado χi(x)
en toda dirección [v] ⊂ Ei

x y además

χ1(x) < χ2(x) < . . . < χh(x)(x).

En otras palabras:

ĺım
n→+∞

log(‖dfn
x (v)‖)
n

= ĺım
n→−∞

log(‖dfn
x (v)‖)
n

= χi(x) ∀ {0} 6= [v] ⊂ Ei
x.

Los subespacios Ei
x en un punto Lyapunov regular, se llaman subespacios de Oseledets.

Nota: El Ejercicio 3.9.5 muestra que todo punto Lyapunov-regular es regular en el
sentido de la Definición 3.9.2. El rećıproco es falso (ver el ejemplo del Ejercicio 1.3.13).

En el enunciado del siguiente ejercicio se establece que la regularidad Lyapunov, el
splitting y los exponentes de Lyapunov dependen de la órbita y no de qué punto x en
cada órbita se elija.

Ejercicio 3.9.7. Sea x un punto Lyapunov-regular.

(a) Demostrar que el splitting TxM =
⊕h(x)

i=1 E
i(x) y el conjunto de exponentes de

Lyapunov, son únicos.
(b) Demostrar que para todo k ∈ Z el punto fk(x) también es Lyapunov regular, y
además Ei

fk(x) = dfkEi(x)∀ 1 ≤ i ≤ h(fk(x)) = h(x), y χi(x) = χi(f
k(x)).
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Pregunta: ¿Existen abundantes puntos Lyapunov regulares?
El siguiente resultado es un teorema fundamental en la Teoŕıa Ergódica Diferenciable
y responde afirmativamente a la pregunta anterior, por lo menos desde el punto de
vista medible, y con respecto a las medidas invariantes:

Teorema 3.9.8. de Oseledets
Sea M una variedad compacta riemanniana de dimensión finita. Sea f ∈ Diff 1(M).
Entonces
(a) El conjunto R de puntos Lyapunov regulares para f es medible.
(b) Las funciones que a cada punto x ∈ R asignan los exponentes de Lyapunov son
medibles.
(c) El conjunto R tiene probabilidad total (para toda medida de probabilidad f -
invariante µ, se cumple µ(R) = 1).

Demostraremos el teorema de Oseledets en la Sección 4.6. La demostración de V.I.
Oseledets del Teorema 3.9.8 se encuentra en [Os 1966] y en [Os 1968]. Otras demostra-
ciones del teorema de Oseledets pueden encontrarse por ejemplo en [Ba-Pe 2001], en
[Mañ 1983a, Cap. IV §10] (ver también [Mañ 1987], en [Via 2012a]) y en [Ra 1979].
Generalizaciones del Teorema de Oseledets, llamados Teoremas Ergódicos Multiplica-
tivos, enuncian resultados en los cuales dfx es sustituido por una aplicación lineal que
depende de x en un espacio vectorial finito dimensional, o incluso por un cociclo en
ciertos espacios de Banach infinito dimensionales. Por ejemplo, en [Kar-Mar 1999], se
prueba un Teorema Ergódico Multiplicativo que generaliza al Teorema de Oseledets
a ciertos cociclos en espacios de Banach uniformemente convexos.

3.10. Hiperbolicidad no uniforme

Interpretación de los exponentes de Lyapunov no nulos:
Veremos por qué los exponentes de Lyapunov, cuando no son nulos, se interpretan
como la tasa exponencial asintótica de crecimiento (dilatación) o decrecimiento (con-
tracción) en el futuro de la norma de los vectores en el subespacio tangente, por
iteración del diferencial, es decir al aplicar dfn En efecto, supongamos que un expo-
nente de Lyapunov en el futuro y en el pasado, para la dirección [s] ⊂ TxM de la
órbita por x, es χ(x) < 0. Entonces, de la definición del ĺımite en 3.9.2, para todo
ǫ > 0 existe N ≥ 1:

‖dfn
x (s)‖ ≤ en(χ+ǫ)‖s‖ ∀ n ≥ N

Luego, para ciertos números reales C(x) > 0, λ(x) = eχ(x)+ǫ < 1 (si se fija 0 < ǫ <
−χ(x)), se cumple

‖dfn(s)‖ ≤ C(x)[λ(x)]n‖s‖ ∀ n ≥ 0, donde 0 < λ(x) < 1, (3.13)

(Demostramos con detalle la existencia de C(x) > 0 y la desigualdad anterior en el
Lema 3.10.3.) La desigualdad anterior significa que, en la dirección [s], el diferencial
n-ésimo contrae exponencialmente las normas de los vectores hacia el futuro con coe-
ficiente 0 < λ = eχ+ǫ < 1. Este coeficiente tiende a eχ cuando ǫ→ 0+ (y por lo tanto
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cuando n→ +∞). Entonces un exponente de Lyapunov negativo χ es asintóticamente
igual a logλ. Decimos aśı que un exponente de Lyapunov negativo χ(x) es la tasa ex-
ponencial asintótica de contracción en el futuro (o de dilatación hacia el pasado) por
la derivada de fn en la dirección [s].
Análogamente, si para la misma órbita de x existe alguna dirección [u] ⊂ TxM , para
la cual el exponente de Lyapunov en el pasado y en el futuro es χ(x) > 0, entonces
existen un número real C(x) > 0 y un valor real σ(x) = eχ(x)−ǫ > 1 (si se fija
0 < ǫ < χ(x)) tales que:

‖df−n(u)‖ ≤ C(x)[σ(x)]−n‖u‖ ∀ n ≥ 0, donde σ(x) > 1, (3.14)

(Demostraremos la existencia de la constante C(x) > 0 y la desigualdad anterior
en el Lema 3.10.3.) Siendo σ asintóticamente igual a eχ, decimos que un exponente
de Lyapunov positivo χ(x) es la tasa exponencial asintótica de constracción hacia el
pasado (o de dilatación hacia el futuro) por la derivada de f−n en la dirección [u].

Observemos las similitudes y diferencias entre las desigualdades (3.13) y (3.14) y las
de la Definición 3.4.1 de hiperbolicidad uniforme (desigualdades (3.3) y (3.4)) Las
similitudes justifican la siguiente definición:

Definición 3.10.1. Hiperbolicidad no uniforme Sea Λ ⊂M un conjunto medible
f -invariante: f−1(Λ) = Λ (Λ no es necesariamente compacto).
Decimos que f es no uniformemente hiperbólico en Λ, (o que Λ es un conjunto no
uniformemente hiperbólico para f), si para todo punto x ∈ Λ existe un splitting
TxM = Sx ⊕ Ux que depende mediblemente de x ∈ Λ y que es df -invariante, i.e.
• dfSx = Sf(x), dfUx = Uf(x) ∀ x ∈ Λ,
y existen números reales C(x) > 0 y 0 ≤ λ(x) < 1 < σ(x), que dependen medible-
mente de x ∈ Λ, tales que
• λ(f(x)) = λ(x), σ(f(x)) = σ(x),
• se verifican las dos desigualdades (3.13) y (3.14); es decir, para todo n ≥ 0 y para
todos u ∈ Ux y s ∈ Sx:

‖dfns‖ ≤ C(x)λ(x)n‖s‖, ‖df−nu‖ ≤ C(x)σ(x)−n‖u‖

Observación 3.10.2. Hiperbolicidad No Uniforme. A diferencia de la Defini-
ción 3.4.1 de hiperbolicidad uniforme en compactos, la hiperbolicidad no uniforme
no implica la continuidad del splitting Sx ⊕ Ux al variar x ∈ Λ. Pero śı exige, por
definición, que el splitting sea medible.

Nota: Si C(x), λ(x) y σ(x) son constantes independientes de x ∈ Λ, y además Λ es
compacto, se dice que f es uniformemente hiperbólico en Λ, o que Λ es un conjunto
uniformemente hiperbólico para f , de acuerdo con la definición 3.4.1.

Lema 3.10.3. Sea Λ un conjunto f -invariante, medible tal que todo x ∈ Λ es un punto
Lyapunov regular cuyo splitting E1

x ⊕E2
x ⊕ . . .⊕Er

x = TxM depende mediblemente de
x (r = r(x) también), y cuyos exponentes de Lyapunov respectivos χ1(x) < χ2(x) <
. . . < χi(x) < . . . χr(x) son todos diferentes de cero y dependen mediblemente de
x. Entonces Λ es un conjunto no uniformemente hiperbólico.
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En extenso, existe un splitting medible TxM = Sx ⊕Ux invariante por df y funciones
medibles C(x) > 0 y 0 < λ(x) < 1 < σ(x), tales que λ(f(x)) = λ(x) y σ(f(x)) = σ(x)
y tales que se verifican las desigualdades (3.13) y (3.14) para todo n ≥ 0, para todo
u ∈ Ux y todo s ∈ Sx, y para todo x ∈ Λ.

Probaremos el Lema 3.10.3 más abajo. En relación a su enunciado, en
[Al-Ar 2003] se demuestra que para ciertos conjuntos no uniformemente hiperbólicos,
si µ-c.t.p. x ∈ M cumple las hipótesis del Lema 3.10.3 para toda medida invariante
µ, entonces el conjunto es localmente uniformemente hiperbólico.

Demostración. del Lema 3.10.3: Sean: α := máx{χi(x) : 1 ≤ i ≤ r, χi(x) < 0} < 0,
β := mı́n{χi(x) : 1 ≤ i ≤ r, χi(x) > 0} > 0.

Como α y β son máximo y mı́nimo de funciones medibles, son medibles. Fijemos un
valor constante ǫ > 0 suficientemente pequeño tal que α+ǫ < 0, β−ǫ > 0. Denotamos

0 < λ = λ(x) := eα+ ǫ < 1, σ = σ(x) := eβ − ǫ > 1.

Como λ(x) y σ(x) son composición de funciones continuas con funciones medibles,
son medibles. Por construcción, como los exponentes de Lyapunov son los mismos
para x que para f(x), tenemos λ(x) = λ(f(x)), σ(x) = σ(f(x)). Sean

Sx := ⊕{Ei
x(x) : 1 ≤ i ≤ r, χi(x) < 0},

Ux := ⊕{Ei
x(x) : 1 ≤ i ≤ r, χi(x) > 0},

donde ⊕r
i=1E

i
x(x) = TxM es el splitting en los subespacios de Oselecs del espacio

tangente en el punto x. Estos subespacios existen por la Definición 3.9.6 de punto
Lyapunov regular; y por hipótesis dependen mediblemente de x. Las funciones χi(x)
son medibles. Luego las preimagenes por χi : TΛ 7→ R de R+ y de R− son conjuntos
medibles. Finalmente, la suma directa de un conjunto finito de subfibrados medibles,
es un subfibrado medible. Concluimos que Sx y Ux son subfibrados medibles de TΛ.
Por construcción, como los subespacios de Oseledets son invariantes por df , tenemos

dfSx = Sf(x), dfUx = Uf(x).

Aplicando el resultado del Ejercicio 3.9.5, tenemos:
Para todo s ∈ Sx el exponente de Lyapunov en el futuro (y también en el pasado) es
menor o igual que α < 0. Para todo u ∈ Ux el exponente de Lyapunov en el pasado
(y también en el futuro) es mayor o igual que β > 0. En extenso:

χ+
i (x, s) = ĺım

n→+∞

log ‖dfn(s)‖
n

≤ α < α+ ǫ = logλ < 0 ∀ 0 ≤ s ∈ Sx, (3.15)

χ−
i (x, u) = ĺım

m→−∞

log ‖dfm(u)‖
m

≥ β > β −ǫ = log σ >0 ∀ 0 ≤ u ∈ Ux. (3.16)

Probemos que para cada 0 ≤ s ∈ Sx y para cada 0 ≤ u ∈ Ux, existen los siguientes
números reales H(x, s) ,K(x, s) > 0:

H(x, s) := sup
n≥0

‖dfn
x (s)‖

λn ‖s‖ , K(x, u) := sup
n≥0

‖df−n
x (u)‖

σ−n ‖u‖ . (3.17)
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En efecto, fijemos x, u, s. En las igualdades (3.15) y (3.16), aplicamos la definición de
ĺımite, multiplicamos por n (con |n| suficientemente grande), y aplicamos la exponen-
cial. (Hay que cuidar que cuando n es negativo, al multiplicar por n se invierten el
sentido de las desigualdades). Concluimos que existe N = N(x, u, s) ≥ 0 tal que

‖dfn(s)‖ / λn ‖s‖ < 1, ‖df−n(u)‖ / σ−n ‖u‖ < 1,

para todo n ≥ N ≥ 0. Entonces, el supremo que define H(x, s), aśı como el supremo
que define K(x, s), existe y es un número real no negativo (porque para |n| ≥ N ,
todos los cocientes cuyo supremo buscamos son menores que 1; y para 0 ≤ |n| ≤ N
los cocientes a maximizar son positivos y una cantidad finita). Afirmamos que existen
los números reales K(x), H(x) > 0, definidos por:

H(x) := sup
{
H(x, s) : s ∈ Sx, ‖s‖ = 1

}
, (3.18)

K(x) := sup
{
K(x, u) : u ∈ Ux, ‖u‖ = 1

}
(3.19)

Probaremos que existe K(x) real (la prueba de que existe H(x) real es similar).
Tomemos una base u1, . . . , uk de Ux, donde k = dim(Ux), formada por vectores ui de
norma 1, que se encuentran todos en los subespacios de Oseledets, según la definición
3.9.6 de punto Lyapunov regular. Entonces, dado u ∈ Ux se puede escribir: u =∑k2

i=1 biui. Si ‖u‖ = 1, entonces existe M(x) tal que 0 ≤ |bi| ≤M(x) ∀ 1 ≤ i ≤ k. En
efecto, fijada la base, cada |bi| es una función real continua del vector u ∈ Ux (pues
es la norma de la proyección ortogonal del vector u sobre el subespacio generado
por ui). Por el teorema de Weierstrass, la función continua ui tiene un máximo Mi

en el subconjunto compacto {u ∈ Ux : ‖u‖ = 1} ⊂ TxM . Entonces basta tomar
M(x) := máxk

i=1Mi.
Tenemos:

‖df−n(u)‖
σ−n

≤
k∑

i=1

|bi|
‖dfn(ui)‖
σ−n

≤M(x)

k∑

i=1

K(x, ui) =: K1(x) ∀ n ≥ 0. (3.20)

Para la primera desigualdad usamos la propiedad triangular de la norma. Para la
última desigualdad, usamos que |bi| ≤M(x) y la definición de K(x, ui). Esto prueba
que existe K1(x) < +∞ definido por la igualdad (3.20). Como la desigualdad a la
izquierda en (3.20) vale para todo u ∈ Ux con ‖u‖ = 1, entonces el supremo K(x)
definido en (3.19) cumple K(x) ≤ K1(x) < +∞. Análogamente se prueba que existe
H(x) < +∞ definido por (3.18).
De las definiciones de los números H(x, s),K(x, u), H(x),K(x) en las igualdades
(3.17), (3.18) y (3.19), definiendo C(x) = máx{K(x), H(x)}, deducimos:

‖dfn(s)‖ ≤ C(x)λ(x)n ‖s‖ ∀n ≥ 0, ∀ s ∈ Sx,

‖df−n(u)‖ ≤ C(x)σ(x)−n ‖u‖ ∀n ≥ 0, ∀ u ∈ Ux.

En efecto, estas desigualdades valen cuando ‖s‖ = 1 y ‖u‖ = 1 por la definición de
H(x) y K(x). Entonces valen para todo s ∈ Sx y para todo u ∈ Ux por la linealidad
de dfn. Esto termina de probar el Lema 3.10.3.
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3.11. Región de Pesin y medidas hiperbólicas

En esta sección f ∈ Diff 1(M) y M es una variedad compacta y riemanniana.

Definición 3.11.1. La región de Pesin Pf ⊂M es el conjunto de los puntos x ∈M

Lyapunov-regulares tales que los exponentes de Lyapunov χ1
x < χ2

x . . . χ
h(x)
x son todos

diferentes de cero.

Observar que por el Teorema 3.9.8 de Oseledets, la región de Pesin es medible. Para
algunos difeomorfismos la región de Pesin puede ser vaćıa. Por ejemplo, trivialmente,
si f es la identidad Pf = ∅. Otro ejemplo: las rotaciones de la esfera S2 (f es la
rotación de la esfera, de ángulo constante alrededor de un diámetro de S2, llamado
eje polo norte-polo sur): Pf = ∅.

Ejercicio 3.11.2. (a) Construir un difeomorfismo f : S1 7→ S1 en el ćırculo S1 que
preserve la orientación, tal que Pf = ∅ y tal que en todo abierto V ⊂ S1 la derivada
f ′ no sea idénticamente igual a 1.
(b)Idem en la esfera S2 con la condición de que en todo abierto V ⊂ S2 la derivada
df no es idénticamente igual a la identidad Id, ni a −Id.
(c) Construir un ejemplo en el ćırculo S1 que cumplan las condiciones de la parte (a)
y además tal que el conjunto de puntos Lyapunov regulares sea finito.
(d) ¿Existen ejemplos en el ćırculo que cumplan las condiciones de la parte (a) y
además tal que el conjunto de los puntos Lyapunov-regulares sea infinito?
(e) Construir un difeomorfismo f : S1 7→ S1 tal que la región de Pesin Pf 6= ∅ pero
que no coincida con el conjunto de todos los puntos Lyapunov-regulares.
(f) Probar que para todo difeomorfismo f del ćırculo, o bien la región de Pesin Pf

es vaćıa o bien es finita o bien es infinita numerable, y encontrar ejemplos de los tres
casos (sugerencia: probar que todo x ∈ Pf es aislado en Pf ).
(g) Demostrar que existen difeomorfismos f : S2 7→ S2 en la esfera tal que la región
de Pesin Pf es no numerable (sugerencia: la Herradura de Smale definida en 3.5.1).

Definición 3.11.3. (Medida hiperbólica)
Una medida de probabilidad f -invariante µ se dice hiperbólica si µ(Pf ) = 1, donde Pf

es la región de Pesin. En otras palabras, µ es hiperbólica si y solo si los exponentes
de Lyapunov son diferentes de cero µ-c.t.p.

Para demostrar el siguiente resultado, utilizaremos el Teorema 3.9.8 de Oseledets.

Teorema 3.11.4. Medidas hiperbólicas y conjuntos no uniformemente hi-
perbólicos
(a) Si µ es medida de probabilidad hiperbólica entonces existe un conjunto invariante
Λ (no necesariamente compacto) tal que µ(Λ) = 1 y f es hiperbólica (unif. o no unif.)
en Λ.
(b) Si Λ es un conjunto invariante tal que f es (unif. o no unif.) hiperbólica en Λ, y si
µ es una probabilidad f -invariante tal que µ(Λ) = 1, entonces µ es medida hiperbólica.
(c) Si Λ es un conjunto invariante y compacto tal que f es (unif. o no unif.) hiperbólica
en Λ, entonces existen medidas de probabilidad µ tales que µ(Λ) = 1. Luego, por
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la parte (b), todas estas medidas son hiperbólicas. En particular existen medidas de
probabilidad hiperbólicas y ergódicas soportadas en Λ.

Demostración. (a) Sea Λ la región de Pesin. Por definición de puntos regulares, Λ
es f -invariante, y por el Teorema 3.9.8 de Oseledets, Λ es medible. Por definición
de medida hiperbólica µ(Λ) = 1. Por el Teorema 3.9.8 de Oseledets, los exponentes
de Lyapunov y el splitting en subespacios correspondientes, son funciones medibles.
Debido al Lema 3.10.3, como los exponentes de Lyapunov de todo punto x ∈ Λ son
no nulos, Λ es (unif. o no unif.) hiperbólico.

(b) De la desigualdad (3.13), tomando logaritmo, dividiendo entre n y haciendo n→
+∞, se deduce que para µ-c.t.p. x ∈ Λ, y para toda dirección [s] ∈ Sx, los exponentes
de Lyapunov hacia el futuro (según Definición 3.9.2) son menores que logλ(x) < 0.
Análogamente, de la desigualdad (3.14), tomando logaritmo, dividiendo entre −n < 0
(se invierte el sentido de la desigualdad), y haciendo n → +∞, deducimos que para
toda dirección [u] ∈ Ux los exponentes de Lyapunov hacia el pasado son mayores que
log σ(x) > 0.

Por el teorema de Oseledets, µ-casi todo punto es Lyapunov regular. Entonces para
µ-casi todo punto existen los subespacios de Oseledets para los cuales los exponentes
de Lyapunov hacia el pasado son iguales a los exponentes de Lyapunov hacia el fu-
turo. A priori, hay tres casos: el subespacio de Oseledets Ei

x está contenido en Sx,
o está contenido en Ux, o ninguna de las dos cosas. En el primer caso, el exponente
de Lyapunov hacia el futuro y hacia el pasado en Ei

x es negativo (porque es nega-
tivo hacia el futuro por estar contenido en Sx y coincide con el exponente hacia el
pasado por ser un subespacio de Oseledets). En el segundo caso, el Lyapunov hacia
el futuro y hacia el pasado en Ei

x es positivo (porque es positivo hacia el pasado por
estar contenido en Ux y porque coincide con el exponente hacia el futuro por ser un
subespacio de Oseledets). Probemos que el tercer caso es vaćıo; es decir todo sube-
spacio de Oseledets está contenido en Sx o en Ux. Por absurdo, sea una dirección
[v] ∈ Ei

x, [v] 6∈ Sx, Ux. Como TxM = Ux ⊕ Sx, entonces v = u + s con 0 6= u ∈ Ux,
0 6= s ∈ Sx. Como χ+

s < 0, aplicando lo probado en el Ejercicio 3.9.5, el exponente de
Lyapunov χi hacia el futuro en Ei

x es menor o igual que χ+
s < 0. Entonces es negativo.

Análogamente, como χ−
u > 0 (porque u ∈ Ux y en Ux los exponentes de Lyapunov

hacia el pasado son positivos), aplicamos lo probado en el Ejercicio 3.9.5 y deducimos
que el exponente de Lyapunov χi hacia el pasado en Ei

x es mayor o igual que χ−
u > 0.

Entonces es positivo. Pero en un subespacio de Oseledecs, el exponente de Lyapunov
hacia el futuro y hacia el pasado coincide. No puede ser negativo y positivo a la vez.
Entonces no hay subespacio de Oseledets que no esté incluido en Sx o en Ux.

Concluimos que en todos los subespacios de Oseledets, los exponentes de Lyapunov
son no nulos. Por lo probado en el ejercicio 3.9.5, todos los exponentes de Lyapunov
en cualquier dirección, hacia el futuro o hacia el pasado, son iguales a algún exponente
de Lyapunov en los subespacios de Oseledecs. Entonces son no nulos. Esto vale para
µ-c.t.p. x ∈ M . Entonces µ-c.t.p no tiene exponentes de Lyapunov iguales a cero; es
decir, µ es una medida de probabilidad hiperbólica.

(c) Sea f̃ = f |Λ : Λ 7→ Λ. Siendo Λ un espacio métrico compacto y f̃ continua
en Λ, el Teorema 1.7.1 asegura que existen medidas de probabilidad µ soportadas
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en Λ invariantes y ergódicas para f̃ . Es inmediato chequear que µ, como medida de
probabilidad en M , es invariante y ergódica para f . Por la parte b) toda tal medida
es hiperbólica.

Observación 3.11.5. Medidas hiperbólicas ergódicas: Si una medida es ergódi-
ca, entonces los exponentes de Lyapunov son constantes µ-c.t.p. (pues son funciones
medibles invariantes c.t.p.). Por el mismo motivo, las dimensiones de los subespacios
del splitting en la definición de Lyapunov regularidad son constantes µ-c.t.p. Por lo
tanto, para las medidas hiperbólicas ergódicas, la definición del conjunto no uniforme-
mente hiperbólico Λ, tal que µ(Λ) = 1, adquiere las particularidades siguientes:
(i) En las desigualdades (3.13) y (3.14), las tasas de contracción y dilatación 0 < λ <
1 < σ son constantes independientes de x ∈ Λ (mientras que en general el coeficiente
C(x) > 0 vaŕıa con x).
(ii) Las dimensiones de los subespacios estable Sx e inestable Ux, son constantes,
independientes de x ∈ Λ.

3.12. Variedades estable e inestable en la región de

Pesin

En esta sección, M es una variedad compacta y riemanniana y f ∈ Diff1+α(M),
es decir f es difeomorfismo C1 más Hölder. Recordamos que esto significa que f ∈
Diff 1(M) y tanto dfx como df−1

x son funciones Hölder-continuas del punto x ∈ M ,
i.e. existen constantes α,K > 0 tales que

‖dfx − dfy‖ ≤ K [dist(x, y)]α,

y análogamente para df−1
x .

El siguiente teorema, generaliza al caso no uniformemente hiperbólico, el Teorema
3.6.1 de existencia de variedades invariantes para conjuntos uniformemente hiperbóli-
cos (en particular para difeomorfismos de Anosov). Sin embargo, la validez de la
siguiente generalización, aśı como la de los resultados que fundamentan la Teoŕıa de
Pesin, está restringida a difeomorfismos de clase C1+α.

Teorema 3.12.1. Variedades Estable e Inestable locales (Pesin)
Sea f : M 7→ M un difeomorfismo C1 más Hölder en una variedad riemanniana
compacta M tal que la región de Pesin P (f) es no vaćıa. Para x ∈ P (f) denotamos
Sx y Ux los subespacios estable e inestable, respectivamente, correspondientes a los
exponentes de Lyapunov negativos y positivos de x ∈ Λ. (Notar que Sx⊕Ux = TxM).
Entonces, para todo x ∈ P (f) existen subvariedades locales W s

loc
(x) y Wu

loc
(x), C1-

encajadas en M , a las que llamamos variedad estable e inestable local respectivamente,
tales que:
(a)

TxW
s
loc(x) = Sx, TxW

u
loc(x) = Ux.

(b)
f(W s

loc(x)) ⊂W s
loc(f(x)), f(Wu

loc(x)) ⊃Wu
loc(f(x)).
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(c) Para todo x ∈ P (f) y para todo y ∈M se cumple:

ĺım
n→+∞

dist(fn(x), fn(y)) = 0 si y ∈ W s
loc(x),

ĺım
n→+∞

dist(f−n(x), f−n(y)) = 0 si y ∈ Wu
loc(x).

El teorema anterior y su demostración se encuentran en Pesin [Pe 1976]. La de-
mostración puede encontrarse también en [Ba-Pe 2001, Theorem 4.1.1, pag.81] o en
[Hi-Pu-Sh 1977].
Se observa, en el Teorema 3.12.1, que la hipótesis f de clase C1 más Hölder es nece-
saria. En efecto, Pugh en [Pug 1984] construyó un ejemplo f ∈ Diff 1(M) cuya deriva-
da df es continua pero no es Hölder continua, con región de Pesin no vaćıa, para el
que no vale el Teorema 3.12.1 de existencia de variedades invariantes.



Caṕıtulo 4

Teoremas Ergódicos:
Descomposición Ergódica,
Subaditivo y Multiplicativo

4.1. Descomposición Ergódica

El propósito de esta sección es enunciar y demostrar el Teorema 4.1.2, de Descom-
posición o Desintegración Ergódica. El mismo extiende el resultado de existencia de
medidas ergódicas para transformaciones continuas en espacios métricos compactos, a
transformaciones medibles que preservan alguna medida de probabilidad. Además, el
Teorema de Descomposición Ergódica muestra cómo se puede descomponer o desin-
tegrar una medida invariante µ en función de las que son ergódicas (sus componentes
ergódicas).

Definición 4.1.1. Descomposición o Desintegración Ergódica
Sea (X,A) un espacio medible y T : X 7→ X una transformación medible tal que
existe alguna medida de probabilidad µ (definida en A) invariante por T .
(i) Sea A ∈ A. Decimos que µ tiene descomposición o desintegración ergódica para el
conjunto A si para µ-c.t.p. x ∈ X existe una medida ergódica µx tal que:

(a) La función real definida µ-c.t.p por x 7→ µx(A) es medible para µ-c.t.p. x ∈ X .
(Entonces está en L1(µ) pues está acotada por 1)

(b)

µ(A) =

∫

x∈X

(
µx(A)

)
dµ.

(ii) Sea h ∈ L1(µ). Decimos que µ tiene descomposición o desintegración ergódica para
la función h si para µ-c.t.p x ∈ X existe una medida ergódica µx tal que h ∈ L1(µx)
y tal que:

(c) La función real definida µ-c.t.p por x 7→
∫
h dµx es medible para µ-c.t.p.

x ∈ X y está en L1(µ).

89
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(d) ∫
h dµ =

∫

x∈X

( ∫
h dµx

)
dµ.

Teorema 4.1.2. .
Descomposición Ergódica en espacios métricos compactos
Sea X un espacio métrico compacto provisto de la sigma-álgebra de Borel. Sea T :
X 7→ X una transformación medible que preserva una medida de probabilidad µ.
Entonces, para todo A ∈ A y para toda h ∈ L1(µ) existe descomposición ergódica de
µ.
Más aún, para µ-c.t.p. x ∈ X existe y es única una medida ergódica µx (llamada
componente ergódica de µ a la que pertenece x) tal que

ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

δT j(x) = µx,

donde el ĺımite es en la topoloǵıa débil estrella del espacio M de probabilidades.

Daremos la demostración del Teorema 4.1.2 en espacios métricos compactos, más
adelante en esta sección. La demostración sigue los mismos argumentos de la que
se encuentra en [Mañ 1983a, Cap.II §] (ver también [Mañ 1987]). Una generalización
para transformaciones medibles que preservan una medida de probabilidad en espacios
de medida no necesariamente métricos compactos, se encuentra en en [Ke 1998, Theo-
rem 2.3.3]. Ahora veamos alguna consecuencias del Teorema 4.1.2 de Descomposición
Ergódica:

Corolario 4.1.3. Sea X un espacio métrico compacto y sea T : X 7→ X medible
tal que existe alguna medida de probabilidad µ invariante por T . Entonces existen
medidas invariantes ergódicas para T .

Demostración. Es consecuencia inmediata del Teorema 4.1.2 ya que este establece
que toda medida invariante µ tiene componentes ergódicas.

Recordamos la Definición 2.1.11: Un conjunto medible A ⊂ X se dice que tiene
probabilidad total si µ(A) = 1 para toda medida de probabilidad µ en X que sea
invariante por T (bajo la hipótesis que existen medidas de probabilidad invariantes
por T ).

Corolario 4.1.4. Sea X un espacio métrico compacto, y sea T : X 7→ X continua que
preserva alguna medida de probabilidad. Entonces un conjunto medible A ⊂ X tiene
probabilidad total si y solo si ν(A) = 1 para toda medida de probabilidad ν ergódica
para T .

Demostración. Usando el Teorema 4.1.2, y la definición 4.1.1, para cualquier conjunto
medible A, y cualquiera sea la medida invariante µ, obtenemos la siguiente igualdad
para el complemento Ac de A:

µ(Ac) =

∫ (∫
χAc dµx

)
dµ,
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donde µx es una medida ergódica, que depende del punto x y está definida para
µ-c.t.p. x ∈ X . Como χAc ≥ 0 entonces la función x 7→

∫
χAc dµx = µx(Ac) es no

negativa. Las medidas µx son ergódicas según enuncia el Teorema 4.1.2 y la Definición
4.1.1. Concluimos que µ(Ac) = 0 para toda medida invariante µ, si y solo si ν(Ac) = 0
para toda medida ergódica ν.

4.1.5. .
Reducción de probabilidad total a probabilidad total ergódica
Sea (X,A) un espacio medible cualquiera y sea T : X 7→ X medible tal que es no
vaćıo el conjunto MT de probabilidades T -invariantes y tal que, por hipótesis, existe
descomposición ergódica en (X,A) de cualquier medida µ ∈ MT para todo A ∈ A y
toda h ∈ L1(µ), c.f. Definición 4.1.1.
Entonces, argumentando de la misma forma que en el Corolario 4.1.4, tenemos la
siguiente propiedad:
Un conjunto A ∈ A tiene probabilidad total si y solo si ν(A) = 1 para toda medida
ergódica ν en (X,A). En otras palabras, para demostrar que µ(A) = 1 ∀ µ ∈ M,
no es restrictivo asumir que µ es ergódica, y por lo tanto que se cumplen para µ todas
las propiedades que caracterizan la ergodicidad.
En el caso particular en que X es compacto, si A es la sigma-álgebra de Borel,
entonces, para cualquier T : X 7→ X medible que tenga medidas invariantes, la
propiedad de descomposición ergódica se cumple en virtud del Teorema 4.1.2.

Ahora pasaremos a la demostración del Teorema 4.1.2 de Descomposición Ergódica
en espacios métricos compactos.

4.1.6. Demostración del Teorema 4.1.2.

Dividiremos la prueba en 4 pasos:

Paso 1 de la Prueba del Teorema 4.1.2:
Construcción de las medidas µx de desintegración
Probaremos el siguiente:

Lema 4.1.7. Existe un conjunto Σ0 ⊂ X de probabilidad total, tal que para todo x ∈
Σ0, existe una medida de probabilidad µx(no necesariamente invariante ni ergódica)
que satisface las siguientes afirmaciones (4.1), (4.2) y (4.3), para toda medida µ-
invariante y para toda función continua h : X 7→ R:

∫
h dµx = h̃(x) = ĺım

n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

h(T j(x)) para µ− c.t.p. x ∈ Σ0 (4.1)

x 7→
∫
h dµx es medible para µ− c.t.p. x ∈ Σ0 y está en L1(µ) (4.2)

∫
h dµ =

∫ ( ∫
h dµx

)
dµ. (4.3)
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Demostración. Observamos que si probamos (4.1), entonces las afirmaciones (4.2) y

(4.3) siguen del teorema ergódico de Birkhoff que dice que h̃ es medible, está en L1(µ)

y satisface
∫
h dµ =

∫
h̃ dµ. Entonces construyamos un conjunto Σ0 de probabilidad

total, tal que toda función continua h satisface (4.1) para cualquier medida invariante
µ.
Sea {fi}i≥1 una familia de funciones continuas densa en C0(X, [0, 1]). En la sección
1.2 probamos que la topoloǵıa débil estrella del espacio M, definida por la siguiente
métrica, le dota una estructura de espacio métrico compacto:

dist∗(µ, ν) :=

+∞∑

i=1

∣∣∣∣
∫
fi dµ−

∫
fi dν

∣∣∣∣ ∀ µ, ν ∈ M. (4.4)

Además probamos que las siguientes tres afirmaciones son equivalentes:

∗

ĺım
n→+∞

µn = µ en M, es decir ĺım
n→+∞

dist∗(µn, µ) = 0 (4.5)

ĺım
n→+∞

∫
fi dµn =

∫
fi dµ ∀ i ≥ 1, (4.6)

ĺım
n→+∞

∫
f dµn =

∫
f dµ ∀ f ∈ C0(X,R). (4.7)

Por el teorema ergódico de Birkhoff aplicado a cada función fi, existe un conjunto Σi

con probabilidad total (es decir µ(Σi) = 1 ∀ µ ∈ MT ) tal que existe:

f̃i(x) = ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

fi(T
j(x)) ∀ x ∈ Σi. (4.8)

Luego para todo punto x en el conjunto

Σ0 :=
⋂

i≥1

Σi

existe f̃i(x) para todo i ≥ 1. El conjunto Σ0 tiene probabilidad total porque es
intersección numerable de conjuntos con probabilidad total.
Para cada x ∈ Σ0 y para cada n ≥ 1 definamos la siguiente medida de probabilidad
(en general no es invariante):

µx,n :=
1

n

n−1∑

j=0

δT j(x), (4.9)

donde δT j(x) es la delta de Dirac soportada en el punto T j(x). Por construcción, para
cada x ∈ Σ fijo, tenemos

ĺım
n→+∞

∫
fi dµn,x = ĺım

n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

fi(T
j(x)) = f̃i(x) ∀ i ≥ 1. (4.10)
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Como el espacio M es secuencialmente compacto con la topoloǵıa débil estrella, existe
(para cada elección fija del punto x ∈ Σ0) una subsucesión convergente de {µn,x}n≥1.
Es decir, existe nh → +∞ y una medida de probabilidad µx tales que:

µx =
∗

ĺım
h→+∞

µnh,x. (4.11)

Reuniendo las afirmaciones (4.5), (4.6), (4.10) y (4.11) deducimos:

∫
fi dµx = f̃i(x) ∀ x ∈ Σ0, ∀ i ≥ 1. (4.12)

Como ĺım∗
h µnh,x = µx, por la igualdad (4.7) deducimos, para toda función continua

f : X 7→ R:

∫
f dµx = ĺım

h→+∞

∫
f dµnh,x = ĺım

h

1

nh

nh−1∑

j=1

f(T j(x)) = f̃(x)

para µ− c.t.p. x ∈ Σ0

Concluimos que las afirmaciones (4.1), (4.2) y (4.3) se satisfacen para toda función
h = f continua, para toda medida T -invariante µ, terminando la demostración del
Lema 4.1.7.

Antes de demostrar que µx es invariante y ergódica, probaremos que las afirmaciones
(4.2) y (4.3) valen también para toda h ∈ L1(µ), para cualquier µ ∈ MT . Además
probaremos que la afirmación (4.1) vale también para toda h medible y acotada.

Paso 2 de la Prueba del Teorema 4.1.2:
Demostración de (4.1), (4.2) y (4.3) para h medible acotada.
Para probar (4.1) para h medible acotada, basta demostrar (4.1) para las funciones
h medibles acotadas no negativas. En efecto, usando la linealidad de las integrales y
del operador h 7→ h̃, (4.1) se extiende a toda función compleja h : X 7→ C medible y
acotada.

Lema 4.1.8. Para cada función medible h no negativa y acotada, existe un conjunto
Σh ⊂ Σ0 de probabilidad total tal que:

∫
h dµx = h̃(x) = ĺım

n

1

n

n−1∑

j=1

h(T j(x)) ∀ x ∈ Σh.

Más aún, fijada la medida T -invariante, entonces para toda h ∈ L1(µ) (aunque no
sea acotada), también valen las afirmaciones (4.2) y (4.3).

Demostración. En el Paso 1, probamos la afirmación (4.1) para funciones continuas.
Es decir, el Lema 4.1.8 ya está demostrado cuando h es continua.
Vamos a demostrar (4.1) para toda h medible, no negativa y acotada, en el siguiente
orden: Primero para funciones caracteŕısticas χV de abiertos V , luego para funciones
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caracteŕısticas χA de conjuntos medibles A cualesquiera. Después para funciones sim-
ples, y finalmente para funciones medibles no negativas acotadas h cualesquiera.
Sea V abierto. Sea {ψn}n≥1 una sucesión de funciones continuas ψn : X 7→ [0, 1] tales
que ĺımn→+∞ ψn(y) = χV (y) para todo y ∈ X . Tales funciones continuas existen por
el lema de Urysohn. Tenemos, para cada x ∈ Σ0:

∣∣∣
∫
χV dµx − χ̃V (x)

∣∣∣ ≤

∫
|χV − ψn| dµx + |

∫
ψn dµx − ψ̃n(x)| + |ψ̃n(x) − χ̃V (x)|.

El primer sumando es menor que ǫ > 0 para todo n suficientemente grande, por el
teorema de convergencia dominada y porque ĺımψn(y) = χV (y) para todo y ∈ X . El
sumando del medio es cero para µ-c.t.p. x ∈ Σ0 porque ya probamos en el paso 1 que
cuando una función ψ es continua entonces

∫
ψ dµx = ψ̃(x) para µ-c.t.p. x ∈ Σ0, c.f.

igualdad (4.1). Entonces tenemos para todo n suficientemente grande:

∣∣∣
∫
χV dµx − χ̃V (x)

∣∣∣ ≤

ǫ+ |ψ̃n(x) − χ̃V (x)| para µ− c.t.p. x ∈ Σ0. (4.13)

Ahora veamos el tercer sumando, integrándolo con respecto a la medida T -invariante
µ, aplicando la propiedad triangular del valor absoluto, y el teorema de Birkhoff:

∫
|ψ̃n(x) − χ̃V (x)| dµ ≤

∫
|ψn − χV |˜ dµ =

∫
|ψn − χV | dµ→n 0.

El ĺımite al final es debido al teorema de convergencia dominada y a que ĺımn ψn(x) =

χV (x) para todo punto x. Por lo tanto ψ̃n converge en L1(µ) a χ̃V . Luego, existe una

subsucesión de {ψ̃n} que converge µ-c.t.p. χ̃V . Entonces, eligiendo un n suficiente-
mente grande de esa subsucesión, obtenemos

|ψ̃n(x) − χ̃V (x)| < ǫ para µ− c.t.p. x ∈ Σ0. (4.14)

Reuniendo las desigualdades (4.13) y (4.14), deducimos

∣∣∣
∫
χV dµx − χ̃V (x)

∣∣∣ < 2ǫ para µ− c.t.p. x ∈ Σ0.

Como ǫ > 0 es arbitrario y el término de la izquierda no depende de ǫ obtenemos

∫
χV dµx = χ̃V (x) para µ− c.t.p. x ∈ Σ0.

Por lo tanto el conjunto ΣV de puntos x ∈ Σ0 que satisface la igualdad anterior, para
cada abierto fijo V , tiene probabilidad total. Hemos probado el Lema 4.1.8 cuando
h = χV y V es abierto.
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Ahora probemos el Lema cuando h = χA y A es cualquier boreliano. Fijada una
medida µ, existe una sucesión decreciente de abiertos Vn tales que Vn ⊃ A y µ(Vn \
A) →n 0 y una sucesión creciente de compactos Kn tales que Kn ⊂ A y µ(A\Kn) →n

0. Luego µ(Vn \Kn) = µ(Vn \A) + µ(A \Kn) →n 0

∫ (∣∣∣
∫
χA dµx − χ̃A(x)

∣∣∣
)
dµ ≤

∫ ∣∣∣
∫
χA − χVn

dµx

∣∣∣ dµ+

∫ (
|
∫
χVn

dµx − χ̃Vn
|
)
dµ+

∫
|χ̃Vn

(x) − χ̃A(x)| dµ. (4.15)

El primer sumando de (4.15):

∫ ∣∣∣
∫
χVn

− χA dµx

∣∣∣ dµ ≤
∫ (∫

χVn\Kn
dµx

)
dµ =

∫
χ̃Vn\Kn

dµ =

∫
χVn\Kn

dµ = µ(Vn \Kn) < ǫ

En las primera igualdad de arriba usamos que Vn \ Kn es abierto. Entonces, por
lo probado antes para los abiertos, tenemos

∫
χVn\Kn

dµx = χ̃Vn\Kn
para µ-c.t.p.

x ∈ Σ0. En la segunda igualdad usamos el teorema de Birkhoff. Por el mismo motivo,
el segundo sumando de (4.15) es cero, pues Vn es abierto. Queda:

∫ ∣∣∣
∫
χA dµx − χ̃A(x)

∣∣∣ dµ ≤ ǫ+

∫
|χ̃Vn

(x) − χ̃A(x)| dµ. (4.16)

Además, usando el teorema ergódico de Birkhoff, y la propiedad Vn ⊃ A, tenemos

∫
|χ̃Vn

− χ̃A| dµ =

∫
(χ̃Vn

− χ̃A) dµ =

∫
(χVn

− χA)˜ dµ =

∫
(χVn

− χA) dµ = µ(Vn \A) < ǫ

Sustituyendo en la desigualdad (4.16) resulta:

∫ ∣∣∣
∫
χA dµx − χ̃A(x)

∣∣∣ dµ < 2ǫ.

Lo anterior vale para todo ǫ > 0 y el término de la izquierda no depende de ǫ. Entonces
concluimos que ∫

χA dµx = χ̃A(x) para µ− c.t.p. x ∈ Σ0.

Por lo tanto para el boreliano A fijo, el conjunto ΣA de puntos x ∈ Σ0 que verifica la
igualdad de arriba, tiene probabilidad total. Hemos probado el Lema 4.1.8 cuando la
función h = χA para cualquier boreliano A.
Por linealidad de la integral y del operador h 7→ h̃, deducimos que el Lema 4.1.8 vale
también para cualquier función simple.



96 Eleonora Catsigeras

Ahora vamos a probarlo para cualquier función h medible, acotada y no negativa.
Sea una medida T -invariante µ. Sea sn una sucesión monótona creciente de funciones
simples no negativas tales que sn ≤ h y que converge µ-c.t.p. a h. Tenemos:

∫ ∣∣∣
∫
h dµx − h̃(x)

∣∣∣ dµ ≤
∫ ∣∣∣

∫
(h− sn) dµx

∣∣∣ dµ+

+

∫ ∣∣∣
∫
sn dµx − s̃n(x)

∣∣∣ dµ+

∫
|s̃n(x) − h̃(x)| dµ. (4.17)

Analicemos el primer sumando
∫ ( ∫

(h−sn) dµx

)
dµ. Tenemos 0 ≤ h(y)−sn(y) ≤ h(y)

para todo y ∈ X . Fijemos ǫ > 0:

0 ≤
∫

(h− sn) dµx ≤ ǫ µx(Ac) + kµx(A) ≤ ǫ+ kµx(A),

donde
A := {y ∈ X : h(y) − sn(y) > ǫ}, k := sup

y∈X
h(y).

Luego: ∫ ∣∣∣
∫

(h− sn) dµx

∣∣∣ dµ =

∫ ( ∫
(h− sn) dµx

)
dµ ≤

∫
(ǫ+ kµx(A)) dµ < ǫ+ k

∫ ( ∫
χA dµx) dµ =

ǫ+ k

∫
χ̃A(x) dµ = ǫ+ k

∫
χA dµ = ǫ+ kµ(A). (4.18)

En las tres últimas igualdades hemos usado la afirmación (4.1), ya probada para todo
conjunto medible A, y luego el teorema ergódico de Birkhoff. Como ĺımn→+∞ sn(x) =
h(x) para µ-c.t.p. x ∈ X , tenemos que µ(A) < ǫ para todo n suficientemente grande.
En efecto, por convergencia dominada, 0 ≤

∫
(h − sn) dµ < ǫ2 para todo n sufi-

cientemente grande. Si fuera µ(A) > ǫ, entonces, como para todo y ∈ A se cumple
h(y) − sn(y) > ǫ, tendŕıamos

∫
(h− sn) dµ > ǫ · µ(A) > ǫ2.

Juntando con la ecuación (4.18), obtenemos:
∫ ∣∣∣

∫
(h− sn) dµx

∣∣∣ dµ ≤ (1 + k)ǫ. (4.19)

Por lo tanto hemos acotado el primer sumando de la igualdad (4.17). El segundo
sumando es cero porque ya probamos para las funciones simples sn que

∫
sn dµx =

s̃n(x) para µ-c.t.p. x ∈ Σ0. Entonces tenemos para todo n suficientemente grande:
∫ ∣∣∣

∫
h dµx − h̃

∣∣∣ dµ ≤ (1 + k)ǫ+

∫
|s̃n(x) − h̃(x)| dµ (4.20)

Ahora acotemos el último sumando, aplicando la propiedad triangular del valor ab-
soluto, y el teorema de Birkhoff:

∫
|s̃n(x) − h̃(x)| dµ ≤

∫
|sn − h|˜ dµ =

∫
|sn − h| dµ→n 0. (4.21)
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El ĺımite al final es debido al teorema de convergencia dominada ya que, por con-
strucción de la sucesión de funciones simples tenemos ĺımn sn(x) = h(x) para µ casi
todo punto x. Reuniendo las desigualdades (4.20) y (4.21), deducimos

∫ ∣∣∣
∫
h dµx − h̃(x)

∣∣∣ dµ < (1 + k)ǫ+ ǫ

Como ǫ > 0 es arbitrario y el término de la izquierda no depende de ǫ obtenemos
∫
h dµx = h̃(x) para µ− c.t.p. x ∈ Σ0.

Como la medida µ es cualquiera, para cada h fija (medible y acotada) el conjunto Σh

de puntos x ∈ Σ0 que satisface la igualdad anterior tiene probabilidad total. Hemos
probado el Lema 4.1.8 para todas las funciones medibles acotadas no negativas.
Finalmente probemos la última afirmación del Lema 4.1.8, es decir, para una medida
T -invariante fija µ probemos (4.2) y (4.3) para toda h ∈ L1(µ).
Por la linealidad de las integrales basta probar (4.2) y (4.3) para h ∈ L1(µ) no
negativa. Consideremos la sucesión monótona creciente de funciones acotadas hn(x) =
máx{f(x), n}. Tenemos ĺımn hn(x) = h(x) para todo x ∈ X . Luego, por convergencia
monótona

ĺım
n→+∞

∫
hn dµx =

∫
h dµx

Ya sabemos que
∫
hn dµx = h̃n(x) (lo probamos para toda función medible acotada),

y la función h̃n, por el Teorema de Birkhoff es medible y está en L1(µ). Entonces la
aplicación x 7→

∫
h dµx es medible (porque es el ĺımite de una sucesión de funciones

medibles. Además como hn es no negativa y es una sucesión creciente con n, entonces
h̃n dµx, para cada x fijo, es no negativa y es creciente con n. Luego, por el teorema
de convergencia monótona:

∫ (∫
h dµx) dµ = ĺım

n→+∞

∫ (∫
hn dµx) dµ =

= ĺım
n→+∞

∫
h̃n dµ = ĺım

n→+∞

∫
hn dµ =

∫
h dµ.

En la penúltima igualdad usamos el teorema de Birkhoff. En la última igualdad us-
amos nuevamente el teorema de convergencia monótona. Concluimos que:

∫ ( ∫
h dµx) dµ =

∫
h dµ.

Como h ∈ L1(µ), entonces h ∈ L1(µx) para µ-c.t.p. x y además la aplicación x 7→∫
h dµx (que ya probamos que es medible) está en L1(µ).

Paso 3 de la Prueba del Teorema 4.1.2:
Demostración de que µx es T -invariante.
Sea Σ0 el conjunto de probabilidad total construido en el Paso 1. Hacemos notar que
no necesariamente µx es T -invariante para todo punto x ∈ Σ0. El enunciado preciso
de la T -invariancia de µx es el siguiente:
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Lema 4.1.9. Existe un conjunto Σ1 ⊂ Σ0 con probabilidad total tal que µx es T -
invariante para cada punto x ∈ Σ1.

Demostración. Consideremos el conjunto numerable {fi}i≥1 de funciones continuas
denso en C0(X, [0, 1]) como en la demostración del Lema 4.1.7. Tenemos en la igualdad
(4.12):

∫
fi dµx = f̃i(x) = ĺım

n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

fi(T
j(x)) ∀ x ∈ Σ0.

Además por el Lema 4.1.8, para la función medible, no negativa y acotada fi◦T existe
un conjunto Σ′

i ⊂ Σ0, con probabilidad total tal que

∫
fi ◦ T dµx = f̃i ◦ T (x) = ĺım

n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

fi(T
j(T (x))) ∀ x ∈ Σ′

i.

Como además f̃i ◦ T (x) = f̃i(x) para todo x ∈ Σ′
i ∩ Σ0 = Σ′

i, deducimos que:

∫
fi ◦ T dµx =

∫
fi dµx ∀ x ∈ Σ′

i. (4.22)

Recordamos el operador T ∗ : M 7→ M definido por

(T ∗ν)(B) = ν(T−1(B)) ∀ B ∈ B.

De la definición de invariancia de una medida, deducimos que ν es T -invariante si
y solo si T ∗ν = ν. Además, para toda función medible acotada h : X 7→ R (en
particular para h = fi), y para cualquier medida de probabilidad ν (no necesariamente
T invariante): ∫

h ◦ T dν =

∫
h d(T ∗ν)

En efecto, de la definición del operador T ∗ la igualdad de arriba se prueba inmediata-
mente para las funciones caracteŕısticas de los borelianos B. Por la linealidad de la
integral, es cierta también para las funciones simples, y por convergencia monótona,
vale también para las funciones medibles no negativas. Luego por linealidad, es cierta
también para toda h medible acotada (descomponiendo esta en su partes positiva y
negativa).

Concluimos que la igualdad (4.22) puede escribirse como:

∫
fi d(T

∗µx) =

∫
fi dµx ∀ x ∈ Σ′

i.

Definimos:

Σ1 :=
+∞⋂

i=1

Σ′
i.
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Como cada Σ′
i tiene probabilidad total, y son una cantidad numerable, entonces Σ1

tiene probabilidad total. Luego, dejando fija la elección de un punto x ∈ Σ1, se cumple:

∫
fi d(T

∗µx) =

∫
fi dµx ∀ i ≥ 1.

Recordando la definición de la distancia débil estrella dist∗ en el espacio de probabil-
idades, según la igualdad (4.4), deducimos

dist∗(T ∗µx, µx) = 0 ∀ x ∈ Σ1.

Luego T ∗µx = µx, es decir µx es T -invariante.

Paso 4 de la Prueba del Teorema 4.1.2:
Prueba de que µx es ergódica.
Sea Σ1 el conjunto de probabilidad total que existe por el Lema 4.1.9. Probaremos el
siguiente:

Lema 4.1.10. Existe un conjunto Σ2 ⊂ Σ1 con probabilidad total tal que µx es
ergódica para T para cada punto x ∈ Σ2.

Demostración. Primero probaremos la siguiente afirmación:

Afirmación (A): Si para un punto x ∈ Σ1 (elegido fijo) se cumple

∫

y∈X

(f̃i(y) − f̃i(x))
2 dµx = 0 ∀ i ≥ 1, (4.23)

entonces µx es ergódica.

En efecto, si se cumple la igualdad de arriba, entonces f̃i(y) = f̃i(x) para µx-c.t.p.

y ∈ X , para cada i ≥ 1. Luego f̃i(y) es constante µx-c.t.p. Entonces, como µx es
invariante, por el teorema de Birkhoff, tenemos

f̃i(y) =

∫
f̃i dµx =

∫
fi dµx para µx − c.t.p. y ∈ X. (4.24)

Si demostramos que para cualquier conjunto medible A se cumple

χ̃A(y) =

∫
χA dµx para µx − c.t.p. y ∈ X, (4.25)

entonces en el caso particular que T−1(A) = A, tendremos

χ̃A(y) = ĺımn→+∞(1/n)
∑n−1

j=0 χA(y) = χA(y) ∈ {0, 1} para todo y ∈ X (porque

χA ◦ T j = χT−j(A) = χA). Luego,
∫
χA dµx ∈ {0, 1}, lo cual implica µx(A) ∈ {0, 1} y

µx es ergódica.
Demostremos (4.25): por hipótesis, se cumple para fi en lugar de χA, cualquiera sea
i ≥ 1, c.f. Igualdad (4.24). Veamos que se cumple para cualquier función continua f .



100 Eleonora Catsigeras

Basta probarlo para funciones continuas f ∈ C0(X, [0, 1]). Como {fi}i≥1 es denso en
C0(X, [0, 1]) dado ǫ > 0 existe fi tal que

‖f − fi‖C0 = máx
x∈X

|f(x) − fi(x)| < ǫ.

Entonces ∣∣∣∣f̃(y) −
∫
f dµx

∣∣∣∣ ≤ |f̃(y) − f̃i(y)| +
∣∣∣∣f̃i(y) −

∫
fi dµx

∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣
∫
fi dµx −

∫
f dµx

∣∣∣∣ ≤ |f − fi|˜ (y) +

∫
|fi − f | dµx ≤ 2ǫ,

para µx−c.t.p. y ∈ X (donde f̃i(y) =
∫
fi dµx). Concluimos que |f̃(y)−

∫
f dµx| < 2ǫ

para todo ǫ > 0. Luego f̃(y) =
∫
f dµx para µx − c.t.p. y ∈ X . Hemos probado la

igualdad (4.25) para f continua en lugar de χA. Ahora probemos la igualdad (4.25)
para χA con A medible cualquiera. Recordemos que la medida µx está fija, pues el
punto x ∈ Σ1 está fijo por ahora. Sean una sucesión de compactosKn y una de abiertos
Vn tales que Kn ⊂ A ⊂ Vn con ĺımn µx(Vn \ A) = 0 y ĺımn µx(A \ Kn) = 0. Tales
abiertos y compactos existen por la regularidad de cualquier medida de probabilidad
en la sigma-álgebra de Borel. Sea ψn ∈ C0(X, [0, 1]) tal que ψn|Kn

= 1 y ψn|V c
n

= 0.
Tal función continua existe por el Lema de Urysohn. Tenemos

∣∣∣∣χ̃A(y) −
∫
χA(y) dµx

∣∣∣∣ ≤ |χ̃A(y) − ψ̃n(y)|+

+

∣∣∣∣ψ̃n(y) −
∫
ψn dµx

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∫
ψn dµx −

∫
χA dµx

∣∣∣∣ ≤

≤ |χ̃A(y) − ψ̃n(y)| +
∫

|ψn − χA| dµx, (4.26)

para µx-c.t.p. y ∈ X (donde ψ̃n(y) −
∫
ψn dµx). Probemos que el primer sumando

|χ̃A(y)−ψ̃n(y)| en la desigualdad (4.26) es menor que ǫ para µx-c.t.p. y ∈ X . En efecto,
observamos que χKn

≤ χA ≤ χVn
porque Kn ⊂ A ⊂ Vn. Además χKn

≤ ψn ≤ χVn

porque ψn|Kn
= 1, ψn|cVn

= 0 y 0 ≤ ψn(y) ≤ 1 para todo y. Entonces deducimos que

|χA(y) − ψn(y)| ≤ χVn
(y) − χKn

(y) ∀ y ∈ X.

Luego |χA −ψn|˜ ≤ (χVn
−χKn

)˜ . Por la propiedad triangular de la norma y por el
teorema de Birkhoff:

∫
|χ̃A(y) − ψ̃n(y)| dµx ≤

∫
|χA − ψn|˜ dµx ≤

∫
(χVn

− χKn
)˜ dµx =

=

∫
(χVn

− χKn
) dµx = µx(Vn \Kn) = µx(Vn \A) + µx(A \Kn) →n 0.
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Hemos probado ψ̃n converge a χ̃A en la norma L1(µx). Luego, existe una subsucesión

de ψ̃n(y) que converge a χ̃A(y) para µx-c.t.p. y ∈ X . Entonces, eligiendo un n sufi-
cientemente grande de esa subsucesión, tenemos que

|χ̃A(y) − ψ̃n(y)| < ǫ para µx − c.t.p. y ∈ X.

Sustituyendo en la desigualdad (4.26):

∣∣∣∣χ̃A(y) −
∫
χA(y) dµx

∣∣∣∣ ≤ ǫ+

∫
|ψn − χA| dµx, (4.27)

Acotemos ahora el término a la derecha de (4.27).

∫
|ψn − χA| dµx ≤

∫
|χVn

− χKn
dµx = µx(Vn \Kn) →n 0.

Luego es
∫
|ψn − χA| dµx < ǫ si n es suficientemente grande. Sustituyendo en (4.27):

∣∣∣∣χ̃A(y) −
∫
χA(y) dµx

∣∣∣∣ < 2ǫ, para µx − c.t.p. y ∈ X. (4.28)

para todo ǫ > 0. Como el término a la izquierda es independiente de ǫ, deducimos
que:

χ̃A(y) =

∫
χA dµx para µx − c.t.p. y ∈ X,

probando la igualdad (4.25) como queŕıamos demostrar.

Hemos demostrado la Afirmación (A) del principio:
Para cada x ∈ Σ1 fijo, la medida µx (que ya sabemos que es invariante), es ergódica
si para todo i ≥ 1 se cumple la igualdad (4.23).

Entonces, ahora solo falta probar que existe un conjunto Σ2 ⊂ Σ1 con probabilidad
total, tal que para todo x ∈ Σ2 se cumple la igualdad (4.23) para todo i ≥ 1. Fijemos
x ∈ Σ1 e i ≥ 1. Calculemos la siguiente integral:

Ii(x) =

∫

y∈X

(f̃i(y) − f̃i(x))
2 dµx.

Ii(x) =

∫

y∈X

(f̃i(y))
2 dµx − 2f̃i(x)

∫

y∈X

f̃i(y) dµx + (f̃i(x))
2

Observamos que I(x) ≥ 0. Queremos probar que Ii(x) = 0 para un conjunto Σ”i ⊂ Σ1

de puntos x que tiene probabilidad total. Integramos Ii(x) respecto de una medida µ
cualquiera T -invariante:

0 ≤
∫
Ii(x) dµ =

=

∫ (∫
(f̃i)

2 dµx

)
dµ− 2

∫
f̃i(x)

( ∫
f̃i dµx

)
dµ+

∫
(f̃i(x))

2 dµ (4.29)



102 Eleonora Catsigeras

Sabemos que µx es invariante con T . Entonces
∫
f̃i dµx =

∫
fi dµx. Recordemos la

igualdad (4.12):
∫
fi dµx = f̃i(x) para todo x ∈ Σ0, en particular para todo x ∈ Σ1 ⊂

Σ0. Sustituyendo en (4.29):

0 ≤
∫
Ii(x) dµ =

=

∫ ( ∫
(f̃i)

2 dµx

)
dµ− 2

∫
(f̃i(x))

2 dµ+

∫
(f̃i(x))

2 dµ. (4.30)

Por el lema 4.1.8, para toda h medible y acotada, en particular para h = (f̃i)
2, vale la

igualdad (4.3). Es decir:
∫ ( ∫

h dµx

)
dµ =

∫
h dµ. Entonces sustituyendo en (4.30),

queda:
∫
Ii(x) dµ =

∫
(f̃i(x)) dµ − 2

∫
(f̃i(x))

2 dµ+

∫
(f̃i(x))

2 dµ = 0. (4.31)

Como Ii(x) ≥ 0 para todo x, concluimos que Ii(x) = 0 para µ-c.t.p. x ∈ Σ1. Es decir,
se cumple la igualdad (4.23), para cada i ≥ 1 fijo, para un conjunto Σ′′

i ⊂ Σ1 de
puntos x que tiene probabilidad total. Entonces construimos

Σ2 =
+∞⋂

i=1

Σ′′
i ,

que tiene probabilidad total, pues es intersección numerable de conjuntos con proba-
bilidad total. Concluimos que para cada punto x ∈ Σ2 se cumple la igualdad (4.23)
para todo i ≥ 1. Luego, por la afirmación probada al principio µx es ergódica para
todo x ∈ Σ2, como queŕıamos probar, terminando de demostrar el Teorema 4.1.2.

4.2. Teorema Ergódico Subaditivo de Kingmann

En esta sección solo asumimos que T : X 7→ X es medible en un espacio medible
X . Se recuerda la Definición 2.2.2 de sucesión subaditiva de funciones medibles reales
{fn}n≥1:

fn+m ≤ fn + fm ◦ T n ∀ m,n ≥ 1.

Ejercicio 4.2.1. Sea {fn}n≥1 una sucesión subaditiva de funciones medibles reales.

Sea a(x) := ĺım sup
n→+∞

fn(x)

n
∈ [−∞,+∞) y b(x) := ĺım inf

n→+∞

fn(x)

n
∈ [−∞,+∞).

(a) Probar que a(x) ≤ a(T (x)), b(x) ≤ b(T (x)) para todo x ∈ X . Sugerencia:
(an+1(x))/n ≤ a1(x)/n+ an(T (x))/n.
(b) Probar que para toda medida invariante

b(x) = b(T (x)) a(x) = a(T (x)) µ− c.t.p. x ∈ X.

Sugerencia: Dada una constante λ ∈ [−∞,+∞), considerar el conjunto B(λ) = {x ∈
X : b(x) ≥ λ}. Chequear B(λ) ⊂ T−1(B(λ)). Como µ es invariante por T , deducir
que µ(T−1B(λ) \B(λ)) = 0.
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El Teorema Ergódico de Bikhoff-Khinchin es un caso particular del siguiente teorema:

Teorema 4.2.2. Teorema Ergódico Subaditivo (Kingmann)
Sea (X,A) un espacio medible. Sea T : X 7→ X medible que preserva una medida
de probabilidad µ. Sea {fn}n≥1 una sucesión subaditiva de funciones reales medibles
tales que f+

1 ∈ L1(µ), donde f+
1 := máx{0, f1}. Entonces existe el siguiente ĺımite

µ-c.t.p.

f̃(x) = ĺım
n→+∞

fn(x)

n
∈ [−∞,+∞) µ− c.t.p. x ∈ X.

Además f̃+ := máx{0, f̃} ∈ L1(µ) y se satisface la siguiente igualdad:
∫
f̃ dµ = ĺım

n→+∞

1

n

∫
fn dµ = ı́nf

n≥1

1

n

∫
fn dµ ∈ [−∞,+∞). (4.32)

A continuación daremos la prueba del Teorema Ergódico Subaditivo 4.2.2, usando
el Teorema Ergódico 2.1.2 de Birkhoff-Khinchin. La demostración de Kingmann se
encuentra en [Kin 1973]. Otra demostración, que no usa el Teorema Ergódico de
Birkhoff-Khinchin, y por lo tanto puede sustituir la demostración de este último teo-
rema, se encuentra en [Boc 2012].

Observación: Separando fn en parte positiva f+
n := máx{0, fn} y negativa f−

n :=
−mı́n{0, fn}, resulta fn = f+

n − f−
n . Es fácil ver que {f+

n } es subaditiva, luego
0 ≤

∫
f+

n ≤ n
∫
f+
1 < +∞. Entonces f+

n ∈ L1(µ) para todo n ≥ 1. Sin embargo
f−

n puede no ser integrable. Por lo tanto
∫
fn/n dµ ∈ [−∞,+∞) para todo n ≥ 0, y

el valor de f̃(x), aśı como las igualdades (4.32) de la tesis en el Teorema 4.2.2, pueden
ser −∞.

Demostración del Teorema 4.2.2:
Paso 1. Primero veremos que el conjunto A de los puntos x donde existe (en

[−∞,+∞) f̃(x) = ĺımn→+∞(fn(x))/n, es medible.

Demostración. Las funciones

a(x) := ĺım sup
n→+∞

fn(x)/n ∈ [−∞,+∞),

b(x) := ĺım inf
n→+∞

fn(x)/n ∈ [−∞,+∞),

son medibles por ser ĺımite superior e inferior respectivamente, de una sucesión de
funciones medibles. Luego, si dos funciones a y b : X 7→ [−∞,+∞) son medibles, el
conjunto de puntos x ∈ X tales que a(x) = b(x) es medible: Es la unión del conjunto
{a(x) > −∞, b(x) > −∞, (a − b)(x) = 0} con el conjunto {a(x) = −∞} ∩ {b(x) =
−∞}.

Para demostrar el Teorema 4.2.2 hay que probar que A tiene probabilidad total y
que además se cumplen las igualdades (4.32) con las integrales para cualquier medida
invariante µ.
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Paso 2. Veamos que para µ-casi todo punto x ∈ X , las funciones (f+
n (x)/n) tienen

parte positiva en L1(µ) y acotemos superiormente sus integrales.

Demostración. Usando la subaditividad de {fn}, es fácil ver que {f+
n } también es

subaditiva. Luego, tenemos

fn(x)

n
≤ f+

n (x)

n
≤ 1

n

n−1∑

j=0

f+
1 (T j(x)) ∈ L1(µ).

Entonces para todo n ≥ 1 están definidas las integrales (extendidas)
∫
fn/n dµ ∈

[−∞,+∞). Además se cumple:

∫
fn

n
dµ ≤

∫
f+

n

n
dµ ≤

∫
f+
1 dµ ∀ n ≥ 1.

Paso 3. Ahora probaremos la igualdad de la derecha en (4.32) para toda medida µ
que sea invariante por T .

Demostración. Denotemos, para todo n ≥ 1:

In :=

∫
fn dµ ∈ [−∞,+∞), I := ı́nf{In/n : n ≥ 1} ∈ [−∞,+∞).

Probaremos que
I = ĺım

n→+∞
In/n.

Es inmediato chequear que In+m ≤ In + Im para todos n,m ≥ 1 (porque µ es una
medida T -invariante, y entonces

∫
fn◦Tm dµ =

∫
fn dµ). Entonces, si In0 = −∞ para

un primer natural n0 ≥ 1, deducimos que la sucesión {In}n≥1 es finalmente constante
igual a −∞ para todo n ≥ n0. En este caso trivialmente se verifica ĺımn In = ı́nf In =
−∞. Ahora supongamos que In ∈ R para todo n ≥ 1. Dados n,m ≥ 1, hacemos la
división entera n = qm + r, 0 ≤ r ≤ m − 1. De la subaditividad de la sucesión de
números In (denotando I0 = 0), obtenemos:

In = Iqm+r ≤ qIm + Ir ∀ n = mq + r ≥ 1, m ≥ 1, q ≥ 0, 0 ≤ r ≤ m− 1.

Luego, dividiendo entre n ≥ 1:

In
n

≤ qm

qm+ r
· Im
m

+
Ir

qm+ r
.

Dejando fijo m, si se toma qm + r = n → +∞, como r está acotado por m, resulta
q → +∞. Siendo |Ir | ≤ máx0≤j≤m−1 |Ij |, queda:

[−∞,+∞) ∋ ĺım sup
n→+∞

In
n

≤ Im
m

∀ m ≥ 1.
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Luego

ĺım sup
n→+∞

In
n

≤ ı́nf
m≥1

Im
m

≤ ĺım inf
n→+∞

In
n

∈ [−∞,+∞),

de donde se deduce que existe ĺımn→+∞ In/n ∈ [−∞,+∞) y es igual a I = ı́nfn≥1 In/n.
Hemos probado la igualdad de la derecha en (4.32).

Para demostrar el Teorema 4.2.2, ahora resta probar que para cualquier medida de
probabilidad µ invariante por T , para µ-c.t.p. x ∈ X existe f̃(x) := a(x) = b(x), que

f̃+ ∈ L1(µ) y que
∫
f̃ dµ = I para toda medida invariante µ.

Afirmación a demostrar: Bajo la hipótesis adicional de que existe una constante
−K < 0 tal que

fn(x)

n
≥ −K ∀ n ≥ 1, ∀ x ∈ X, (4.33)

se cumplen, para toda medida invariante µ, las siguientes desigualdades:
∫
a(x) dµ ≤ I ≤

∫
b(x) dµ, (4.34)

donde a(x) := ĺım supn fn(x)/n, b(x) := ĺım inf fn(x)/n.
Más adelante probaremos esta afirmación.

Paso 4. Ahora probaremos que alcanza demostrar la afirmación anterior, es decir, las
desigualdades (4.34) bajo la hipótesis adicional (4.33), para terminar la demostración
del Teorema 4.2.2 en general (sin la hipótesis adicional).

Demostración. Discutimos dos casos: o bien existe una constante −K < 0 tal que
fn(x)/n ≥ −K para todo n ≥ 1 y todo x ∈ X , o bien no existe tal −K.
En el primer caso, −K ≤ b(x) ≤ a(x) porque a es el ĺımite superior y b el inferior de
fn/n ≥ −K, y ninguno de ellos es −∞. Además I = ı́nf

∫
(fn/n) dµ ≥ −K (también

como consecuencia de que fn/n ≥ −K). Debido a (4.34):
∫
a dµ ≤ I ≤

∫
b dµ, donde

µ es una medida de probabilidad, I es un número real y por lo tanto b(x) ≤ a(x) son
reales µ-c.t.p. x ∈ X . Restando

∫
b dµ queda

∫
(a− b) dµ ≤ 0. Como la integral de la

función real a − b ≥ 0 solo puede dar ≤ 0 (en realidad = 0) si a(x) = b(x) µ-c.t.p.,
deducimos que ambas funciones a y b coinciden µ-c.t.p. y que las desigualdades (4.34)

son en realidad igualdades. Por lo tanto existe ĺım fn/n = f̃ y su integral es igual
a I. Esto termina, una vez probadas las desigualdades (4.34 ), la demostración del
Teorema 4.2.2 en el primer caso en que rige la hipótesis adicional (4.33).

En el segundo caso, cuando no vale la hipótesis adicional (4.33), fijamos una constante
entera −K < 0 cualquiera (que luego haremos tender a −∞) y construimos la sucesión
auxiliar de funciones

gn(x) := máx{fn(x),−nK}. (4.35)

Es inmediato chequear que gn es subaditiva. Entonces, {gn} está en el primer caso.
Una vez demostradas las desigualdades (4.34), sabremos que existe

ĺım
n→+∞

gn

n
(x) = g̃(x) µ− c.t.p.
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y además ∫
g̃ dµ = ĺım

n

∫
gn

n
dµ = ı́nf

n

∫
gn

n
dµ.

Entonces, para µ-c.t.p. x ∈ X , tenemos:

máx
{

ĺım sup
n

fn(x)

n
,−K

}
= ĺım sup

n
máx

{fn(x)

n
,−K

}
=

= ĺım sup
n

gn(x)

n
= g̃(x) = ĺım inf

n

gn(x)

n
=

= ĺım inf
n

máx
{fn(x)

n
,−K

}
= máx

{
ĺım inf

n

fn(x)

n
,−K

}

para todo −K < 0 entero fijo. Haciendo −K → −∞ en la igualdad anterior, el
término en el extremo de la izquierda tiende monótonamente a a(x) = ĺım supn fn/n ∈
[−∞,+∞), mientras que el término en el extremo de la derecha lo hace a b(x) =
ĺım infn fn/n ∈ [−∞,+∞). Resulta la siguiente igualdad µ-c.t.p:

a(x) = ĺım sup
n

fn(x)

n
= ĺım

−K→−∞
g̃(x) = ĺım inf

n

fn(x)

n
= b(x) ∀ x ∈ X.

Esto prueba que existe f̃(x) = a(x) = b(x) ∈ [−∞,+∞) para µ-c.t.p. x ∈ X . Además

ĺım
n→+∞

fn(x)

n
= f̃(x) = ĺım

−K→+∞
g̃(x) (4.36)

(recordar que {gn} depende de −K y por lo tanto g̃ := ĺımn→+∞ gn/n depende de

−K). Ahora probemos que
∫
f̃ dµ = I = ı́nf

∫
(fn/n) dµ:

Por convergencia monótona (de las partes negativas, pues las partes positivas son
independientes de K; es decir f+

n = g+
n ), queda:

∫
fn

n
dµ =

∫
ĺım

−K→−∞
máx

{fn

n
,−K

}
dµ =

ĺım
−K→−∞

∫
máx

{fn

n
,−K

}
dµ.

Tomando el ı́nfimo en n ≥ 1:

I = ı́nf
n≥1

∫
fn

n
dµ = ı́nf

n≥1
ĺım

−K→−∞

∫
máx

{fn

n
,−K

}
dµ (4.37)

Afirmamos que

ı́nf
n≥1

ĺım
−K→−∞

∫
máx

{fn

n
,−K

}
dµ = ĺım

−K→−∞
ı́nf
n≥1

∫
máx

{fn

n
,−K

}
dµ. (4.38)
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En efecto, como para cada n fijo, la sucesión
{∫

máx{ fn

n ,−K} dµ
}

K∈N

es decreciente

con K, se tiene:

ĺım
−K→−∞

∫
máx

{fn

n
,−K

}
dµ ≤

∫
máx

{fn

n
,−K

}
dµ ∀ n ≥ 1, ∀K.

Tomando ı́nfn≥1 en ambos lados, tenemos:

ı́nf
n≥1

ĺım
−K→−∞

∫
máx

{fn

n
,−K

}
dµ ≤ ı́nf

n≥1

∫
máx

{fn

n
,−K

}
dµ ∀K

Ahora tomando ĺımite cuando −K → −∞:

ı́nf
n≥1

ĺım
−K→−∞

∫
máx

{fn

n
,−K

}
dµ ≤ ĺım

−K→−∞
ı́nf
n≥1

∫
máx

{fn

n
,−K

}
dµ.

Ahora probemos la desigualdad opuesta. Como

ı́nf
n≥1

∫
máx

{fn

n
,−K

}
dµ ≤

∫
máx

{fn

n
,−K

}
dµ ∀ n ≥ 1 ∀K,

tomando ĺımite cuando −K → −∞ en ambos miembros, obtenemos

ĺım
−K→−∞

ı́nf
n≥1

∫
máx

{fn

n
,−K

}
dµ ≤ ĺım

−K→−∞

∫
máx

{fn

n
,−K

}
dµ ∀ n ≥ 1,

y tomando ı́nfimo en n ≥ 1, resulta

ĺım
−K→−∞

ı́nf
n≥1

∫
máx

{fn

n
,−K

}
dµ ≤ ı́nf

n≥1
ĺım

−K→−∞

∫
máx

{fn

n
,−K

}
dµ.

Hemos probado (4.38). Sustituyendo en (4.37), obtenemos:

I = ĺım
−K→−∞

ı́nf
n≥1

∫
máx

{fn

n
,−K

}
dµ =

ĺım
−K→−∞

ı́nf
n≥1

∫
gn

n
dµ = ĺım

K→−∞

∫
g̃ dµ. (4.39)

En la última igualdad usamos la propiedad de existencia µ-c.t.p. de g̃ = ĺım gn/n,
porque {gn} cumple la hipótesis adicional (4.33) y está en el primer caso. Además,
por lo visto en el primer caso, para {gn} las desigualdades (4.34) son igualdades
(escribiendo Ig := ĺımn

∫
gn/n dµ = ı́nfn

∫
gn/n dµ, en lugar de I). Entonces

ı́nf
n≥1

∫
gn

n
dµ =

∫
g̃ dµ,

lo que justifica la última igualdad en (4.39).
Ahora, en el último término de (4.39), por convergencia monótona cuando −K → −∞
en las partes negativas de las funciones g̃ que dependen de K (las partes positivas son
independientes de K), deducimos:

I = ĺım
K→−∞

∫
g̃ dµ =

∫
ĺım

K→−∞
g̃ dµ.
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Finalmente, en (4.36) probamos que ĺım−K→−∞ g̃ = f̃ . Concluimos

I =

∫
f̃ dµ.

Esto termina de demostrar el Teorema 4.2.2, una vez probada la afirmación con las
desigualdades (4.34).

Ahora solo falta demostrar las desigualdades (4.34) para toda medida invariante µ,
y bajo la hipótesis adicional (4.33). Dividiremos la demostración en varias partes, la
primera para demostrar la desigualdad de la izquierda en (4.34), y las restantes para
demostrar la desigualdad de la derecha.

Paso 5: Prueba de la primera desigualdad (4.34)

Demostración. Recordamos que I = ĺımm≥1

∫
(fm/m) dµ. Entonces, dado ǫ > 0 fije-

mos m ≥ 1 tal que ∫
fm

m
dµ ≤ I + ǫ.

Para cada n ≥ 1 escribimos n = mq + r, 0 ≤ r < m. Por la subaditividad de {fn}n,
en cada punto x ∈ X (denotando f0 = 0), se cumple:

fn

n
=

fmq+r

mq + r
≤ 1

mq + r

(
fm + fm ◦ Tm + . . .+ fm ◦ T (q−1)m + fr ◦ Tmq

)

fn

n
≤
( q

qm+ r

)(1

q

q−1∑

j=0

fm ◦ (Tm)j
)

+
( mq

mq + r

)(fr ◦ Tmq

mq

)
. (4.40)

Para cada r fijo, fr ∈ L1(µ) pues f+
r ∈ L1(µ) (esto fue demostrado en el paso 2), y

además f−
r : −mı́n{fr, 0} ∈ L1(µ) porque −(f−

r )/r ≥ −K (c.f. la hipótesis adicional
(4.33). Entonces, por el teorema ergódico de Bikhoff, tomando la transformación Tm

con m ≥ 1 fijo, en vez de T , existe µ-c.t.p. el siguiente ĺımite f̃r(x) = f̃r(T
m(x)):

f̃r(x) = ĺım
q→+∞

1

q

q−1∑

j=0

fr ◦ Tmj(x),

f̃r(T
m(x)) = ĺım

q→+∞

1

q

q∑

j=1

fr ◦ Tmj(x).

Como f̃r(T
m(x)) = f̃r(x), resulta:

ĺım
q→+∞

fr(T
mq(x)

q
− fr(x)

q
= 0 µ− c.t.p. x,

de donde

ĺım
q→+∞

fr(T
mq(x)

qm
= 0 µ− c.t.p. x, (4.41)
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para cada m ≥ 1 y cada 1 ≤ r ≤ m− 1 fijos que se tomen.
Entonces, el último sumando a la derecha en la desigualdad (4.40) tiende a cero cuando
q → +∞, con m fijo. Más precisamente:

ĺım sup
n→+∞

fn(x)

n
≤ ĺım sup

q→+∞

( q

qm+ r

)(1

q

q−1∑

j=0

fm ◦ (Tm)j
)

+

+ ĺım sup
q→+∞

( mq

mq + r

)(fr ◦ Tmq

mq

)
≤

1

m
ĺım

q→+∞

(1

q

q−1∑

j=0

fm ◦ (Tm)j
)

+

+ máx
1≤r≤m−1

ĺım sup
q→+∞

( mq

mq + r

)(fr ◦ Tmq

mq

)
,

donde el ĺımite del sumando de la izquierda existe µ-c.t.p. por el teorema ergódico
de Birkhoff, y es igual a f̃m, mientras que el máximo de los ĺımites superiores del
sumando de la derecha es cero debido a la igualdad (4.41). En definitiva, obtenemos:

ĺım sup
n→+∞

fn(x)

n
≤ f̃m(x)

m
µ− c.t.p., ∀ m ≥ 1,

donde f̃m es el ĺımite de los promedios de Birkhoff, y es una función en L1(µ). Inte-
grando respecto de µ, aplicando el Teorema de Birkhoff (para la transformación Tm):∫
f̃m dµ =

∫
fm dµ, y recordando la construcción del natural fijo m, se obtiene

∫
ĺım sup
n→+∞

fn

n
dµ ≤

∫
fm

m
dµ ≤ I + ǫ.

Como la acotación superior de la integral de la izquierda con I + ǫ, vale para todo
ǫ > 0, deducimos ∫

ĺım sup
n→+∞

fn

n
dµ ≤ I,

como queŕıamos demostrar.

La segunda desigualdad (4.34):
Recordamos que I = ı́nfn≥1

∫
(fn/n) dµ.

Hay que probar que I ≤
∫

ĺım infn→+∞(fn/n) dµ, bajo la hipótesis adicional fn/n ≥
−K para todo n ≥ 1, donde K > 0 es una constante. Debido a esta hipótesis tenemos
I ≥ −K.
Denotamos:

b(x) = ĺım inf
n→+∞

fn(x)

n
.

Por lo visto en el ejercicio 4.2.1,

b(x) = b(T n(x)) ∀ n ≥ 1, µ− c.t.p.
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Paso 6. Construcción de conjunto y funciones auxiliares. Fijemos ǫ > 0. Para
todo natural k ≥ 1 definimos el siguiente conjunto Ak y las siguientes funciones ψk y
ϕk:

Ak := {x ∈ X : ∃ j ∈ {1, . . . , k − 1} tal que
fj(x)

j
< b(x) + ǫ},

ψk(x) :=

{
b(x) + ǫ si x ∈ Ak

máx{b(x) + ǫ, f1(x)} si x 6∈ Ak.

ϕk(x) := (f1 − ψk)+(x) = máx{0, f1(x) − ψk(x)}.
Entonces

ĺım
k→+∞

χAk
(x) = 1 ∀ x ∈ X. (4.42)

y ĺımk→+∞ µ(Ak) = 1.

Demostración. Ak+1 ⊃ Ak; entonces:

χAk+1
≥ χAk

µ(Ak) ≤ µ(Ak+1) ∀ k ≥ 1,

donde χA denota la función caracteŕıstica de un conjunto A. Además
⋃

k≥1

Ak = X,

debido a la definición de ĺımite inferior: para cada punto x ∈ X , existen infinitos
valores de j ≥ 1 tales que fj(x)/j < b(x) + ǫ.

Paso 7. Fijemos cualquier valor de k ≥ 1, tal que µ(Ak) > 0. Afirmamos que

Para todo n ≥ 1 y para µ-casi todo punto x ∈ X existe m = m(n, x) ∈ N tal que:

máx{0, n− k} ≤ m = m(n, x) ≤ n− 1, y

fn(x) ≤
n−1∑

j=0

ψk(T j(x)) +
k−1∑

j=0

ϕk(T j(Tm(x)). (4.43)

Demostración. Probaremos esta afirmación por inducción completa en n ≥ 1. Si n =
1, para todo x ∈ X se cumple

f1(x) = ψk(x) + f1(x) − ψk(x) ≤ ψk(x) + (f1 − ψk)+(x) = ψk(x) + ϕk(x).

Como ϕ(x) ≥ 0, tomando m(1, x) = 0, queda:

f1(x) ≤ ψk(x) +

k−1∑

j=0

ϕk(T j(x)).

Concluimos que se verifica la desigualdad (4.43) cuando n = 1 para todo x ∈ X .
Hemos probado el paso base de la demostración por inducción completa. Ahora de-
mostremos el paso inductivo.
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Fijemos n ≥ 2. Asumimos por hipótesis de inducción que vale la afirmación (4.43)
para todo x ∈ X y para todo natural positivo menor que n. Probaremos que también
vale para n.
Fijemos el punto x ∈ X . Discutamos dos casos: o bien no existe n1 ∈ {0, 1, . . . n− 1}
tal que T n1(x) ∈ Ak, o bien existe.
Primer caso: No existe n1 ∈ {0, 1, . . . n− 1} tal que T n1(x) ∈ Ak. Tenemos, por la
subaditividad de la sucesión {fn(x)}n≥1, la siguiente desigualdad:

fn(x) ≤ f1(x) + f1(T (x)) + f1(T
2(x)) + . . .+ f1(T

n−1(x)).

Como T j(x) 6∈ Ak, entonces

ψk(T j(x)) = máx{b(T j(x)) + ǫ, f1(T
j(x))} ≥ f1(T

j(x)).

Por lo tanto:

fn(x) ≤
n−1∑

j=0

ψk(T j(x)).

Como la función ϕk es no negativa, si elegimos m(n, x) = n− 1, resulta:

fn(x) ≤
n−1∑

j=0

ψk(T j(x)) +

k−1∑

j=0

ϕk(T j(Tm(x))).

Hemos probado la la afirmación (4.43) para todos los puntos x que estén en el primer
caso.
Segundo caso Existe un menor natural n1 ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, tal que T n1(x) ∈ Ak.
Primero veamos el subcaso n1 > 0 y luego n1 = 0.
Si n1 ≥ 1, por la subaditividad, escribimos:

fn(x) ≤ fn1(x) + fn−n1(T
n1(x)). (4.44)

Como 1 ≤ n1 ≤ n − 1, entonces 1 ≤ n − n1 ≤ n − 1. Por la hipótesis de inducción,
(y la T -invariancia de µ) el sumando de la derecha satisface la afirmación (4.43) para
µ-c.t.p. x. Es decir, existe m, que cumple

máx{0, n− n1 − k} ≤ m = m(n− n1, T
n1(x)) ≤ n− n1 − 1

y tal que

fn−n1(T
n1(x)) ≤

n−n1−1∑

i=0

ψk(T i(T n1(x)) +

k−1∑

j=0

ϕk(T j(Tm(T n1(x))).

Como máx{n1, n − k} ≤ m + n1 ≤ n − 1, si elegimos m′ = m′(n, x) = m + n1, se
satisface

máx{0, n− k} ≤ máx{n1, nk} ≤ m′ = m′(n, x) ≤ n− 1,
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y además:

fn−n1(T
n1(x)) ≤

n−1∑

j=n1

ψk(T j(x)) +
k−1∑

j=0

ϕ(T j(Tm′

(x))). (4.45)

Por otro lado, el primer sumando del término a la derecha en la desigualdad (4.44)
satisface:

fn1(x) ≤
n1−1∑

j=0

f1(T
j(x)). (4.46)

Como n1 es el primer natural tal que T n1(x) ∈ Ak, deducimos que T j(x) 6∈ Ak para
todo 0 ≤ j ≤ n1 − 1. Entonces, por la definición de la función ψk, tenemos:

ψk(T j(x)) = máx{f1(T j(x), b(T j(x)) + ǫ} ≥ f1(T
j(x)) ∀ 0 ≤ j ≤ n1 − 1.

Sustituyendo en (4.46), queda

fn1(x) ≤
n1−1∑

j=0

ψk(T j(x)). (4.47)

Juntando las desigualdades (4.44), (4.45) y (4.47) resulta:

fn(x) ≤
n−1∑

j=0

ψk(T j(x)) +

k−1∑

j=1

ϕk(T j(Tm′

(x))),

donde máx{0, n− k} ≤ m′ = m′(n, x) ≤ n − 1. Esto demuestra la afirmación (4.43)
en el primer sub-caso n1 > 0.
Tercer caso: Es n1 = 0 el primer natural tal que T n1(x) ∈ Ak. Por construcción de
n1 sabemos que T n1(x) = x ∈ Ak. Por definición del conjunto Ak, existe un menor
natural m1 ∈ {1, . . . , k} tal que

fm1(x) < m1 (b(x) + ǫ). (4.48)

Volvemos a discutir nuevamente: o bien 1 ≤ m1 ≤ n − 1, o bien m1 = n, o bien
m1 > n.
Si n1 = 0 y 1 ≤ m1 ≤ n− 1, entonces 1 ≤ n−m1 ≤ n− 1. Por la subaditividad y por
la hipótesis de inducción, tenemos:

fn(x) ≤ fm1(x) + fn−m1(T
m1(x)) ≤

≤ fm1(x) +

n−m1−1∑

i=0

ψk(T i(Tm1(x))) +

k−1∑

j=0

ϕk(T j(Tm+m1(x)), (4.49)

donde máx{0, n−m1 − k} ≤ m = m(n−m1, T
m1(x)) ≤ n−m1 − 1. Luego,

máx{0, n− k} ≤ máx{m1, n− k} ≤ m+m1 ≤ n− 1.
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Si definimos m′(n, x) = m+m1, resulta:

fn(x) ≤ fm1(x) +
n−1∑

j=m1

ψk(T j(x)) +
k−1∑

j=0

ϕk(T j(Tm′

(x)), (4.50)

donde
máx{0, n− k} ≤ m′ = m′(n, x) ≤ n− 1.

Ahora acotemos por arriba el término fm1(x) en la desigualdad (4.50). Por construc-
ción de m1, este es el primer natural en {1, . . . , k} que cumple: fm1(x) ≤ m1(b(x)+ǫ).
Es decir:

fm1(x) ≤
m1−1∑

j=0

(b(x) + ǫ). (4.51)

Recordando lo probado en el ejercicio 4.2.1, b(x) = b(T j(x)) µ-c.t.p., para todo j ≥ 0.
Entonces

fm1(x) ≤
m1−1∑

j=0

(b(T j(x)) + ǫ) µ− c.t.p. . (4.52)

Por construcción de la función ψk, tenemos: ψk(T j(x)) ≥ b(T j(x)) + ǫ) para todo
j ≥ 0, independientemente de si el punto T j(x) pertenece o no pertenece a Ak.
Sustituyendo en (4.52), resulta:

fm1(x) ≤
m1−1∑

j=0

ψk(T j(x)). (4.53)

Reuniendo las desigualdades (4.50) y (4.53) resulta:

fn(x) ≤
n−1∑

j=0

ψk(T j(x)) +

k∑

j=1

ϕk(T j(Tm(x)),

donde m = m(n, x) es tal que máx{0, n− k} ≤ m ≤ n− 1. Por lo tanto se satisface
la afirmación (4.43) como queŕıamos demostrar.
Cuarto caso: n1 = 0 y m1 = n. Observamos que las desigualdades (4.51), (4.52)
y (4.53), valen cuando n1 = 0 (es decir x ∈ Ak, cualquiera sea el primer natural
m1 ∈ {1, . . . , k} para el cual fm1(x) < m1(b(x) + ǫ). En particular valen cuando
m1 = n. En este caso particular, la desigualdad (4.53) afirma que:

fn(x) ≤
n−1∑

j=0

ψk(T j(x)).

Entonces, si elegimos m = m(n, x) = n− 1, como ϕk ≥ 0, resulta

fn(x) ≤
n−1∑

j=0

ψk(T j(x)) +

k−1∑

j=0

ϕk(T j(Tm(x))),
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probando la afirmación (4.43). Finalmente:
Quinto (y último) caso: n1 = 0 y m1 > n ≥ 1. Por construcción m1 ≤ k. Luego

1 < n < k,

de donde
máx{0, n− k} = 0 ≤ n− 1.

Por la subaditividad, escribimos:

fn(x) ≤ f1(x) + f1(T (x)) + . . . f1(T
n−1(x)).

Luego

fn(x) ≤
n−1∑

j=0

f1(T
j(x)) =

n−1∑

j=0

ψk(T j(x)) +
n−1∑

j=0

(
f1(T

j(x)) − ψk(T j(x))
)
≤

≤
n−1∑

j=0

ψk(T j(x)) +

n−1∑

j=0

(f1 − ψk)+(T j(x)) =

=
n−1∑

j=0

ψk(T j(x)) +
k−1∑

j=0

ϕk(T j(x)),

porque 1 < n < k y ϕk ≥ 0. Entonces, si elegimos m = m(n, x) = 0 tenemos
máx{0, n − k} = 0 = m ≤ n − 1, terminando de probar la afirmación (4.43) como
queŕıamos.

Paso 8 (último paso). Ahora que terminamos de probar (4.43), vamos a usar esa
afirmación para demostrar que

ĺım
n

∫
fn

n
dµ ≤

∫
(b(x) + ǫ) dµ. (4.54)

para cualquier medida invariante µ.

Demostración. De la definición de la función ψk, observamos que
ϕk(x) = máx{0, f1(x) − ψk(x)} y que ψk(x) ≥ b(x) + ǫ ≥ b(x) para todo x. Además
por la hipótesis adicional de acotación por abajo, sabemos que fn(x)/n ≥ −K. Luego,
b(x) = ĺım infn fn(x)/n ≥ −K, de donde

0 ≤ ϕk(x) ≤ máx{0, f1(x) − b(x)} ≤

≤ máx{0, f1(x) +K) ≤ f+
1 (x) +K ∀ x ∈ X.

Concluimos que
ϕk ∈ L1(µ),

pues por hipótesis f+
1 ∈ L1(µ).
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De la afirmación (4.43) con n, k ≥ 1 fijos, observamos que

máx{0, n− k} ≤ m(n, x) ≤ n− 1.

Como ϕk(x) ≥ 0 tenemos:

ϕk(T j(Tm(n,x)(x))) ≤
n−1∑

m=máx{0,n−k}

ϕk ◦ T j ◦ Tm(x) ∀ x ∈ X, ∀j ≥ 0.

(En efecto, para cada x fijo existe un solo sumando a la derecha que es igual al término
de la izquierda: es el sumando que corresponde a m = m(n, x). Luego, como los demás
sumandos son no negativos, el término de la izquierda es menor o igual que la suma
de la derecha).
Entonces, como ϕk ∈ L1(µ), deducimos que, para todos n, k, j fijos:

ϕk ◦ T j ◦ Tm(n,·) ∈ L1(µ)

y además

∫
ϕk(T j(Tm(n,x)(x))) dµ ≤

n−1∑

m=máx{0,n−k}

∫
ϕk ◦ T j ◦ Tm dµ.

Como µ es T invariante, la integral de la derecha es constante al variar j, n y m (con
k fijo), siempre igual a

∫
ϕk dµ. Deducimos que

∫
ϕkT

j(Tm(n,x)(x)) dµ ≤ k

∫
ϕk dµ.

Integrando la desigualdad (4.43) con n, k ≥ 1 fijos, usando la desigualdad de arriba y
recordando que

∫
ψk ◦ T j dµ =

∫
ψk dµ, resulta:

∫
fn

n
dµ ≤

∫
ψk dµ+

1

n

k−1∑

j=0

∫
ϕkT

j(Tm(n,x)(x)) dµ ≤

≤
∫
ψk dµ+

k

n

k−1∑

j=0

∫
ϕk dµ =

∫
ψk dµ+

k2

n

∫
ϕk dµ. (4.55)

Ahora hacemos n → +∞ con k fijo, en la desigualdad (4.55), recordando que deno-
tamos I := ĺımn→+∞

∫
fn/n dµ = ı́nfn≥1

∫
fn/n dµ:

I ≤
∫
ψk dµ =

∫
χAk

ψk dµ+

∫
(1 − χAk

)ψk dµ ∀ k ≥ 1. (4.56)

Recordemos la definición de la función ψk, igual a b(x)+ ǫ para todo x ∈ Ak. Deduci-
mos

I ≤
∫
χAk

(b(x) + ǫ) dµ+

∫
(1 − χAk

)ψk dµ ∀ k ≥ 1. (4.57)



116 Eleonora Catsigeras

Veamos que |ψk| está dominada µ−c.t.p., para todo k ≥ 1 por una función en L1(µ).
Como por hipótesis fn/n ≥ −K, tenemos b(x) = ĺım inf fn(x)/n ≥ −K. Luego
b−(x) = −mı́n{0, b(x)} ≤ K. Además, f−

1 = −mı́n{0, f1} ≤ K.
Por otra parte, f+

1 ∈ L1(µ) por hipótesis, y

b+(x) ≤ ĺım sup
n→+∞

máx{0, fn(x)/n} = ĺım sup
n

f+
n (x)

n
.

Como la sucesión {f+
n }n también es subaditiva, tenemos

f+
n ≤ f+

1 + f+
1 ◦ T + . . .+ f+

1 ◦ T n−1,

de donde deducimos que

b+(x) ≤ ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

f+
1 (T j(x)) = f̃+

1 µ− c.t.p. ,

donde f̃+
1 ∈ L1(µ) es el ĺımite de los promedios de Birkhoff de f+

1 . Hemos probado
que

|b|, |f1| ∈ L1(µ).

Por construcción, la función ψk coincide en cada punto x, o bien con f1(x), o bien
con b(x) + ǫ. Ambas funciones f1 y b están en L1(µ). Entonces:

|ψk| ≤ máx{|f1|, |b+ ǫ|} ∈ L1(µ) ∀ k ≥ 1.

Por convergencia dominada, haciendo k → +∞ en la desigualdad (4.57), recordando
la convergencia puntual χAk

(x) → 1 cuando k → +∞ dada por la igualdad (4.42),
resulta:

I ≤
∫

(b(x) + ǫ) dµ = ǫ+

∫
b(x) dµ,

probando la afirmación (4.54) como queŕıamos. Como ǫ > 0 es arbitrario, deducimos

I ≤
∫
b(x) dµ,

que es la desigualdad de la derecha en (4.34), terminando la demostración del teorema
4.2.2.

4.3. Crecimiento subexponencial

Antes de enunciar y demostrar el Teorema Ergódico Multiplicativo en la próxima
sección (que incluye como caso particular al Teorema 3.9.8 de Oseledets), veremos una
serie de lemas y resultados que son útiles para demostrar, tanto el teorema ergódico
multiplicativo, como otros resultados de la teoŕıa ergódica.

En la primera parte de esta sección T : X 7→ X denota una transformación bimedible
en un espacio métrico compacto X , tal que existe alguna medida µ invariante por T .
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Definición 4.3.1. Crecimiento subexponencial
Sea H : X 7→ R+ medible y sea µ una medida invariante por T . Decimos que ψ tiene
crecimiento subexponencial µ-c.t.p., si cumple

ĺım
n→+∞

log+H(T n(x))

n
= 0 y ĺım

n→+∞

log+H(T−n(x))

n
= 0,

para µ-c.t.p. x ∈ X , donde log+ := máx{0, log}.
El significado del crecimiento subexponencial es el siguiente: Si se cumplen las igual-
dades de la definición, entonces, para cualquier ǫ > 0 arbitrariamente pequeño
H(T n(x)), H(T−n(x)) ≤ eǫ n si n es suficientemente grande (dependiendo de x). Esto
significa que, si bien la función H no tiene porqué estar uniformemente acotada a lo
largo de las órbitas, si crece, lo hace menos que cualquier exponencial ea n que tenga
coeficiente positivo a en el exponente, donde n ≥ 1 es la cantidad de iterados (para
el futuro o para el pasado).

Proposición 4.3.2. Criterio de crecimiento subexponencial
Sea H : X 7→ R+ medible y sea µ una medida invariante por T . Si

log+H ◦ T − log+H ∈ L1(µ)

entonces H tiene crecimiento subexponencial µ-c.t.p.

Nota: Vamos a usar este criterio de crecimiento subexponencial cuando log+H 6∈
L1(µ). Es decir asumimos que

∫
| log+H ◦T − log+H | dµ < +∞, pero podŕıa suceder

(aún siendo µ una medida T -invariante), que
∫

log+H dµ = +∞.

Demostración. Sea ψ := log+H ◦ T − log+H. Por la hipótesis, ψ ∈ L1(µ). Luego,

por el Teorema Ergódico de Birkhoff, para µ-c.t.p. x ∈ X existe el ĺımite ψ̃(x) de los
promedios temporales de ψ hacia el futuro:

ψ̃(x) := ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

ψ ◦ T j(x) = ĺım
n→+∞

(
log+H ◦ T n(x)

n
− log+H(x)

n

)
,

Como para cada x fijo ĺımn(log+H(x))/n = 0 tenemos

∃ ψ̃(x) = ĺım
n→+∞

log+H ◦ T n(x)

n
µ− c.t.p. x ∈ X. (4.58)

Sea ǫ > 0 fijo, arbitrario y sea, para cada n ≥ 1 el siguiente conjunto:

An := {x ∈ X : log+H(x) ≥ nǫ}.

La sucesión de conjuntos An es decreciente con n; es decir An+1 ⊂ An para todo
n ≥ 1. Entonces

µ
( ⋂

n≥1

An

)
= ĺım

n→+∞
µ(An).
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Como para todo punto x la función log+H(x) toma un valor real, entonces
⋂

n≥1An =
∅. Luego

ĺım
n→+∞

µ(An) = 0.

Luego, existe N ≥ 1 tal que

µ(An) < ǫ ∀ n ≥ N.

Como µ es invariante por T , tenemos µ(T−nAn) < ǫ ∀ n ≥ N . Escrito de otra forma:

µ({x ∈ X : T n(x) ∈ An}) < ǫ ∀ n ≥ N,

µ
({
x ∈ X :

logH+(T n(x))

n
≥ ǫ
})

< ǫ ∀ n ≥ N.

La desigualdad anterior, por definición, significa que la sucesión de funciones medibles
logH+ ◦ T n/n converge a cero en medida, para la medida de probabilidad µ. La
convergencia en medida implica que existe una subsucesión nk → +∞ para la cual
las funciones convergen µ-c.t.p. (ver por ejemplo [Fo 1984, Theorem 2.30]). Entonces,
obtenemos

ĺım
k→+∞

log+H ◦ T nk(x)|
nk

= 0 µ− c.t.p. x ∈ X.

Juntando esta afirmación con (4.58) concluimos que

ĺım
n→+∞

log+H ◦ T n(x)

n
= 0 µ− c.t.p. x ∈ X.

Observemos que la hipótesis log+H ◦T − log+H ∈ L1(µ), implica log+H − log+H ◦
T−1 ∈ L1(µ), porque µ es T invariante. Entonces, log+H ◦ T−1 − log+H ∈ L1(µ).
Aplicando lo demostrado antes a T−1 en el lugar de T , se obtiene:

ĺım
n→+∞

log+H ◦ T−n(x)

n
= 0 µ− c.t.p. x ∈ X.

Hemos probado que H tiene crecimiento subexponencial µ-c.t.p., terminando la de-
mostración de la Proposición 4.3.2.

4.4. Generadores de exponentes de Lyapunov

Desde ahora y hasta el final del caṕıtulo, el espacio donde transcurre la dinámica es
una variedad compacta y riemanniana M de dimensión finita, y la transformación,
que denotaremos f ∈ Diff 1(M), es un difeomorfismo de clase C1.
En esta sección definiremos, para los subfibrados medibles del fibrado tangente, las
sucesiones de funciones auxiliares ψn ϕn, que son subaditivas y aproximan a los ex-
ponentes de Lyapunov. Luego demostraremos que ciertas funciones obtenidas como
supremo de estas sucesiones, tienen crecimiento subexponencial (aplicando el criterio
de la Proposición 4.3.2). Usaremos el crecimiento subexponencial de los supremos para
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demostrar la Proposición 4.4.7 sobre la existencia y mutua coincidencia de los ĺımites
de las sucesiones subaditivas de funciones ψn y ϕn que aproximan a los exponentes
de Lyapunov. Esta propiedad da una condición suficiente para la existencia de expo-
nentes de Lyapunov y subespacios de Oseledets, en el Teorema 4.4.8 y sus Corolarios
4.4.9 y 4.4.10, probados al final de esta sección. El Teorema 4.4.8 y sus Corolarios
constituyen una herramienta clave que nos permitirá demostrar el Teorema 3.9.8 de
Oseledets en las próximas secciones.

Definición 4.4.1. Fibrados
Sea V un espacio vectorial de dimensión finita. Denotamos con G(V ) el Grassmaniano
de V : esto es la familia de todos los subespacios F de V . Se observa que 0 ≤ dim(F ) ≤
dim(M). En particular {0}, V ∈ G(V )
En G(V ) definimos la métrica:

dist(F 1, F 2) := máx
{

máx{‖v1 − π2v1‖ : v1 ∈ F 1, ‖v1‖ = 1},

máx{‖v2 − π1v2‖ : v2 ∈ F 2, ‖v2‖ = 1}
}
,

donde, para i = 1, 2, la aplicación πi : V 7→ F i es la proyección ortogonal sobre F i.
Esta métrica en G(V ) define su topoloǵıa, y esta define la sigma-álgebra de Borel en
el Grassmaniano G(V ).
Sea M una variedad compacta y riemanniana de dimensión finita m. Un fibrado o
subfibrado (del fibrado tangente TM) es una aplicación F : M 7→ ⋃

x∈M G(TxM) tal
que F (x) ∈ G(TxM) para todo x ∈M .
Para cada punto x ∈M denotamos con Fx y llamamos fibra en el punto x, al subespa-
cio F (x) ⊂ TxM . Dado un atlas de M , en cada carta local ξ : U ⊂M 7→ ξ(U) ⊂ Rm,
la fibra Fx se identifica (v́ıa dξ) con un subespacio de Rm.
Un fibrado F es medible, si para toda carta local ξ : U ⊂ M 7→ ξ(U) ⊂ Rm la
aplicación que a cada x ∈ U le hace corresponder el subespacio dξFx ∈ G(Rm) es
medible.
Punto singular de un subfibrado F es un punto x ∈M tal que Fx = {0}. Denotamos
como AF el conjunto de puntos no singulares:

AF := {x ∈M : Fx 6= {0} }.

Sea f ∈ Diff 1(M). Un subfibrado F es df -invariante si

dfxFx = Ff(x) ∀ x ∈M.

Observación: Si F es un fibrado medible, entonces el conjunto de sus puntos sin-
gulares, definido por

AF := {x ∈M : Fx = {0}},
es medible en M . En efecto, la función ‖ · ‖ : TM 7→ R definida por ‖(x, v)‖ = ‖v‖ es
continua. Entonces la preimagen en M del 0 por ‖‖ ◦ F , es un conjunto medible.



120 Eleonora Catsigeras

Definición 4.4.2. Sea F un subfibrado medible. Definimos las siguientes funciones
reales ψn, ϕn : M 7→ R, para cada n ∈ N, llamadas generadoras de exponentes de
Lyapunov:

ψn(x) :=





log sup
{‖dfn

x (v)‖
‖v‖ : 0 6= v ∈ Fx

}
si Fx 6= {0}

0 si Fx = {0}

ϕn(x) :=





− log ı́nf
{‖df−n

x (v)‖
‖v‖ : 0 6= v ∈ Fx

}
si Fx 6= {0}

0 si Fx = {0}

Observaciones: El supremo y el ı́nfimo en las igualdades anteriores son máximo y
mı́nimo respectivamente, pues, siendo dim(TxM) = m finito, todo subespacio Fx ⊂
TxM es cerrado.
Se observa que ψ0 = ϕ0 = 0.
Si F es medible, entonces ψn, ϕn : M 7→ R son medibles. En efecto, dfn : TM 7→ TM
es continua. Entonces la preimagen A por log(‖dfn · ‖/‖ · ‖) de la semirrecta (−∞, a]
(para todo a ∈ R) es un conjunto medible de TM . La preimagen por F de A es
medible en M , porque F es un fibrado medible. Análogamente, la preimagen por F
de Ac es medible en M . El conjunto de puntos x ∈ M tal que ψn(x) ≤ a (i.e. la
preimagen por ψn de la semirrecta (−∞, a]) es F−1(A) \ F−1(Ac); luego es medible.
En forma similar se prueba que ϕn es medible.

Proposición 4.4.3. Sea F un fibrado medible y df -invariante. Sean las funciones ψn

y ϕn, generadoras de los exponentes de Lyapunov, construidas en 4.4.2. Entonces:
(a) ϕn(x) = ψn(f−n(x)), ψn(x) = ϕn(fn(x)) ∀ n ∈ N, ∀ x ∈ X.
(b) Sea k ≥ 1 la constante definida por k = máxz∈M{1, ‖dfz‖, ‖df−1

z ‖}. Para todo
n ∈ N y para todo x ∈ X, se cumple:

|ψn(f(x)) − ψn+1(x)|, |ϕn(f−1(x)) − ϕn+1(x)| ≤ log k. (4.59)

|ψn(x)|, |ϕn(x)| ≤ n log k, (4.60)

(c) La sucesión {ψn}n≥1 es subaditiva respecto de f y la sucesión {ϕn}n≥1 es suba-
ditiva respecto de f−1.

Demostración. Cuando Fx = {0}, tomando cualquier constante k ≥ 1, las desigual-
dades son triviales, pues ψn = ϕn = 0 a lo largo de toda la órbita futura y pasada de
x, para todo n ∈ Z. Cuando Fx 6= {0}:
(a) Por la regla de la cadena la transformación lineal L = df−n

x es la inversa de la
transformación lineal L−1 = dfn

f−n(x). Luego, ı́nf ‖Lv‖/‖v‖ = 1 / sup ‖L−1v‖/‖v‖.
Tomando logaritmo y multiplicando por −1, resulta ϕn(x) = ψn(f−n(x)), probando
la primera de las desigualdades de (a). La segunda desigualdad de (a) es consecuencia
de la primera, que vale para todo x ∈M , escribiendo fn(x) en lugar de x.
(b) Por la regla de la cadena, tenemos

dfn
f(x) = dfn+1

x df−1
x , dfn+1

x = dfn
f(x)dfx,
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eψn(f(x)) = sup
06=v∈Ff(x)

‖dfn
f(x)v‖
‖v‖ ≤ ‖df−1

x ‖ · sup
06=u∈Fx

‖dfn+1
x u‖
‖u‖ ≤

≤ k eψn+1(x),

donde k = máxz∈M{1, ‖dfz‖, ‖df−1
z ‖}. Análogamente:

eψn+1(x) = sup
06=u∈Fx

‖dfn+1
x u‖
‖u‖ ≤

≤ ‖dfx‖ sup
06=v∈Ff(x)

‖dfn
x v‖

‖v‖ ≤ k eψn(f(x)).

Tomando logaritmo en las dos últimas desigualdades, obtenemos:

ψn(f(x)) − ψn+1(x) ≤ log k, ψn+1(x) − ψn(f(x)) ≤ log k,

de donde

|ψn(f(x)) − ψn+1(x)| ≤ log k ∀ n ∈ Z ∀x ∈M.

Hemos probado la primera desigualdad (4.59). Ahora probaremos la segunda: Por la
regla de la cadena tenemos

df−n
f−1(x)v = df−(n+1)

x dff−1(x)v, df−(n+1)
x u = df−n

f−1(x) df
−1
x u.

Tomando norma, denotando u := dff−1(x)v, y recordando la definición de la función
ϕn, resulta:

e−ϕn(f−1(x)) = ı́nf{‖df−n
f−1(x)v‖/‖v‖ : 0 6= v ∈ Ff−1(x)} ≥

( ı́nf
06=u∈Fx

‖df−(n+1)
x u‖/‖u‖) ( ı́nf

06=v∈Ff−1(x)

‖dff−1(x)v‖/‖v‖) =

= e−ϕn+1(x)
(
1/ sup

06=u∈Fx

‖df−1
x u‖/‖u‖

)
≥ (1/k)e−ϕn+1(x).

Entonces,
−ϕn(f−1(x)) + ϕn+1(x) ≥ − log k.

Ahora acotemos por el otro lado:

e−ϕn+1(x) = ı́nf{‖df−(n+1)
x u‖/‖u‖ : 0 6= u ∈ Fx} ≥

( ı́nf
06=v∈F

f−1(x)

‖df−n
f−1(x)v‖/‖v‖) ( ı́nf

06=u∈Fx

‖df−1
x u‖/‖u‖) =

= e−ϕn(f−1(x))
(
1/ sup

06=v∈F
f−1(x)

‖dff−1xv‖/‖v‖
)
≥ (1/k)e−ϕn(f−1(x)).

Obtenemos:
−ϕn+1(x) + ϕn(f−1(x)) ≥ − log k.
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Concluimos que

|ϕn+1(x) − ϕn(f−1(x))| ≤ log k,

terminando de probar las desigualdades (4.59). Ahora probemos (4.60). Argumentan-
do por inducción completa en n ≥ 0, tenemos ψ0 = 0 ≤ 0 · log k Aplicando (4.59) para
n ≥ 0, obtenemos

|ψn(x)| ≤ |ψn−1(f
−1(x)| + |ψn−1(f

−1(x) − ψn(x)|

≤ |ψn−1(f
−1(x)| + log k ≤ (n− 1) log k + log k = n log k,

(el primer sumando fue acotado usando la hipótesis de inducción). Finalmente, la
misma prueba funciona, escribiendo ϕn en lugar de ψn, terminando de probar la
parte (b).
(c) El siguiente ejercicio guiado se prueba la subaditividad.

Ejercicio 4.4.4. Probar la subaditividad de {ψn}n≥1 con respecto de f y la suba-
ditividad de {ϕn}n≥1 con respecto de f−1. Sugerencia: para la subaditividad de ψn

usar la regla de la cadena dfn+m
x = dfm

fn(x)df
n
x , y que el supremo de un producto de

dos funciones positivas, es menor o igual que el producto de los supremos. Para la
subaditividad de {ϕn}n≥1 usar la parte (a) de la Proposición 4.4.3 y la subaditividad
de {ψn}n≥1.

Ĺımites de las sucesiones ψn/n y ϕn/n
Sea F un subfibrados medible df -invariante. Sean ψn, ϕn las funciones generadoras de
los exponentes de Lyapunov, según la Definición 4.4.2.
Como consecuencia de la subaditividad de las sucesiones {ψn}n≥1 (respecto de f) y
{ϕn}n≥1 (respecto de f−1), y a los resultados de acotación uniforme de |ϕn|/n, |ψn|/n,
según la Fórmula (4.60) de la Proposición 4.4.3, podemos aplicar el Teorema Ergódi-
co Subaditivo de Kingmann (Teorema 4.2.2). Deducimos que para toda medida f -
invariante µ (la cual también es invariante por f−1), existen los siguientes ĺımites
µ-c.t.p.:

ψ̃(x) := ĺım
n→+∞

ψn(x)

n
, ϕ̃(x) := ĺım

n→+∞

ϕn(x)

n
µ− c.t.p. (4.61)

Es decir, el conjunto donde existen ψ̃ y ϕ̃ tiene probabilidad total. En los demás
puntos (con probabilidad nula para toda medida invariante), convenimos en definir

ψ̃ = 0; ϕ̃ = 0.
Por lo probado en el Ejercicio 4.2.1, se cumple:

ψ̃(f(x)) = ψ̃(x), ϕ̃(f(x)) = ϕ̃(x) ∀ x ∈M. (4.62)

Denotamos

sup ‖df |Fx
‖ := sup{‖dfxv‖/‖v‖ : 0 6= v ∈ Fx},

ı́nf ‖df |Fx
‖ := ı́nf{‖dfxv‖/‖v‖ : 0 6= v ∈ Fx}.
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En resumen, para todo subfibrado F que sea df -invariente y medible , existen los
siguientes ĺımites:

ψ̃(x) := ĺım
n→+∞

sup ‖dfn|Fx
‖

n
µ− c.t.p.

ϕ̃(x) := ĺım
n→+∞

ı́nf ‖df−n|Fx
‖

−n µ− c.t.p.

(4.63)

El primer objetivo de esta sección, es demostrar en la Proposición 4.4.7, que ϕ̃ = ψ̃
para µ-c.t.p. x ∈M , para cualquier medida µ que sea f -invariante.

Definición 4.4.5. Funciones supremo
Sea F un fibrado df -invariante y medible. Sea ǫ > 0. Definimos µ-c.t.p. las siguientes
funciones supremo, que dependen de F y de ǫ (además de depender del difeomorfismo
f):

logH(x) := sup{ψn(x) − nψ̃(x) − nǫ : n ≥ 0},

logK(x) := sup{ϕn(x) − nϕ̃(x) − nǫ : n ≥ 0},
donde

ψn := log sup ‖dfn|Fx
‖, ϕn := − log ı́nf ‖dfn

x |Fx
‖

(en estas últimas fórmulas de ψn y ϕn convenimos en que debe tomarse sup ‖dfn|Fx
‖

cuando Fx 6= {0}; y que ψn(x) = ϕn(x) = 0 si Fx = {0}. Luego, para todo punto x
tal que Fx = {0}, se cumple por convención que H(x) = K(x) = 1).

Observamos que, como para n = 0 son nulos los términos cuyo supremos se buscan,
entonces

H(x),K(x) ≥ 1 ∀ x ∈M.

Además, las funciones supremos son medibles porque son supremo de una sucesión
de funciones medibles.

Proposición 4.4.6. Crecimiento subexponencial de supremos
Las funciones supremo H y K tienen crecimiento subexponencial µ-c.t.p. para toda
medida de probabilidad f -invariante µ.

Demostración. Aplicaremos el criterio de crecimiento subexponencial de la Proposi-
ción 4.3.2. De la fórmula (4.60) sabemos que existe k ≥ 1 tal que

|ψ̃|, |ϕ̃| ≤ log k

están uniformemente acotadas en valor absoluto por log k, donde k ≥ 1 es una con-
stante.
Acotemos |H(f(x)) −H(x)|:

logH(f(x)) = sup{ψn(f(x)) − nψ̃(f(x)) − nǫ : n ≥ 0}.
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Recordando que ψ̃(f(x)) = ψ̃(x) (c.f. Fórmula (4.62)), denotamos simplemente ψ̃
(pues x ∈ M está fijo y solo nos movemos a lo largo de la órbita de x). Usando la
desigualdad (4.59), obtenemos ψn(f(x)) ≤ ψn+1(x) + log k. Entonces:

logH(f(x)) ≤ sup{ψn+1(x) − (n+ 1)ψ̃ − (n+ 1)ǫ+ ψ̃ + ǫ : n ≥ 0} =

= log k + ψ̃ + ǫ+ sup{ψm(x) −mψ̃ −mǫ : m ≥ 1} ≤
≤ 2 log k + ǫ+ logH(x).

Hemos probado que

logH(f(x)) − logH(x) ≤ 2 log k + ǫ. (4.64)

Ahora acotemos esa diferencia por abajo, para probar que está en L1(µ):

logH(x) = sup{ψn(x) − nψ̃ − nǫ : n ≥ 0} =

máx
{
0, sup{ψn(x) − nψ̃ − nǫ : n ≥ 1}

}

Para obtener la última igualdad hemos separado el caso n = 0 del caso n ≥ 1,
observando que la función cuyo supremo se busca, es nula cuando n = 0. Usando la
fórmula (4.59), tenemos que ψn(x) ≤ ψn−1(f(x)) + log k, para todo n ≥ 1. Entonces:

logH(x) ≤ máx
{

0, sup
{
ψn−1(f(x)) + log k − (n− 1)ψ̃ − (n− 1)ǫ+

(−ψ̃ − ǫ) : n ≥ 1
} }

=

máx
{

0, log k − ψ̃ − ǫ+ sup
{
ψm(f(x)) −mψ̃ −mǫ : m ≥ 0

}}
≤

máx
{
0, 2 log k + ǫ+ logH(f(x))

}
= 2 log k + ǫ+ logH(f(x)),

pues k,H ≥ 1 y ǫ > 0.
Hemos probado que

logH(x) − logH(f(x)) ≤ 2 log k + ǫ. (4.65)

Reuniendo las desigualdades (4.64) y (4.65), deducimos que:

| logH((f(x)) − logH(x)| ≤ 2 log k + ǫ; logH ◦ f − logH ∈ L1(µ).

Observamos que como H ≥ 1, entonces logH = log+H . Aplicando el criterio de
la Proposición 4.3.2, concluimos que H tiene crecimiento subexponencial. La de-
mostración de que K tiene crecimiento subexponencial es análoga, usando la de-
sigualdad de la derecha en (4.60), y f−1 en lugar de f , para concluir que

| logK − logK ◦ f−1| ≤ 2 log k + ǫ; logK ◦ f−1 − logK ∈ L1(µ),

terminando de probar la Proposición 4.4.6.
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Proposición 4.4.7. Igualdad de las funciones ĺımite
Sean ψ̃, ϕ̃ las funciones definidas en (4.63) para un fibrado F dado, medible y df -
invariante. Entonces, para toda medida de probabilidad f -invariante µ, se satisface
las siguiente igualdad:

ψ̃ = ϕ̃ µ− c.t.p.

Demostración. Aplicando la regla de la cadena, tenemos,
para todo 0 6= u ∈ Fx:

u = df−n
fn(x) df

n
x u; 1 =

‖df−n
fn(x)v‖
‖v‖

‖dfn
x u‖

‖u‖ ,

donde v = dfn
x v. Tomando logaritmo y dividiendo entre n ≥ 1:

0 =
log(‖df−n

fn(x)v‖)/‖v‖
n

+
log(‖dfn

x u‖/‖u‖)
n

.

Entonces, para todo n ≥ 1 y para todo 0 6= u ∈ Fx, si denotamos

v = dfn
x u ∈ Ffn(x),

se cumple:
log(‖df−n

fn(x)v‖)/‖v‖
n

=
− log(‖dfn

x u‖/‖u‖)
n

.

Luego

−ϕn(fn(x)) = ı́nf ‖df−n
fn(x)|Ffn(x)

‖ ≤ − log(‖dfn
x u‖/‖u‖)
n

,

de donde
log(‖dfn

x u‖/‖u‖)
n

≤ ϕn(fn(x)) (4.66)

Por la definición de la función supremo K(fn(x)), y por la f -invariancia de la función
ϕ̃, tenemos:

ϕn(fn(x)) ≤ logK(fn(x)) + nϕ̃(x) + nǫ ∀ n ≥ 0.

Sustituyendo en la igualdad (4.66), resulta:

log(‖dfn
x u‖/‖u‖)
n

≤ logK(fn(x))

n
+ ϕ̃(x) + ǫ ∀ u ∈ Fx ∀ n ≥ 0.

Luego, tomando supremo en el miembro de la izquierda, para 0 6= u ∈ Fx, y recor-
dando la definición de la sucesión subaditiva de funciones ψn, resulta:

ψn(x)

n
≤ logK(fn(x))

n
+ ϕ̃(x) + ǫ ∀ n ≥ 0.

Debido a que la función K tiene crecimiento subexponencial µ-c.t.p., el primer suman-
do del segundo miembro tiende a cero cuando n→ +∞ para µ-c.t.p. x ∈M . Obten-
emos:

ψ̃(x) = ĺım
n→+∞

ψn(x)

n
≤ ϕ̃(x) + ǫ µ− c.t.p.
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Como esta desigualdad vale para todo ǫ > 0 arbitrario, entonces:

ψ̃ ≤ ϕ̃ µ− c.t.p.,

probando la primera de las desigualdades a demostrar. Ahora probemos la desigualdad
contraria. Por la regla de la cadena, para todo 0 6= u ∈ Fx:

u = dfn
f−n(x) df

−n
x u, 1 =

‖dfn
f−n(x)v‖
‖v‖

‖df−n
x u‖
‖u‖ ,

donde v = df−n
x v. Tomando logaritmo y dividiendo entre n ≥ 1:

0 =
log(‖dfn

f−n(x)v‖/‖v‖)
n

+
log(‖df−n

x u‖/‖u‖)
n

.

Entonces, para todo n ≥ 1 y para todo 0 6= u ∈ Fx, si denotamos

v = df−n
x u ∈ Ff−(x),

se cumple:
log(‖dfn

f−n(x)v‖/‖v‖)
n

=
− log(‖df−n

x u‖/‖u‖)
n

. (4.67)

Por la definición de la función supremoH(f−n(x)), y por la f -invariancia de la función

ψ̃, tenemos:

log(‖dfn
f−n(x)v‖/‖v‖)
n

≤ logH(f−n(x)) + nψ̃(x) + nǫ ∀ n ≥ 0.

Sustituyendo en la igualdad (4.67), resulta:

− log(‖df−n
x u‖/‖u‖)
n

≤ logH(f−n(x))

n
+ ψ̃(x) + ǫ ∀ u ∈ Fx ∀ n ≥ 0.

log(‖df−n
x u‖/‖u‖)
n

≥ − logH(f−n(x))

n
− ψ̃(x) − ǫ ∀ u ∈ Fx ∀ n ≥ 0.

Luego, tomando ı́nfimo en el miembro de la izquierda, para 0 6= u ∈ Fx, y recordando
la definición de la sucesión subaditiva de funciones ϕn, resulta:

−ϕn(x)

n
≥ − logH(f−n(x))

n
− ψ̃(x) − ǫ ∀ n ≥ 0,

ϕn(x)

n
≤ logH(f−n(x))

n
+ ψ̃(x) + ǫ ∀ n ≥ 0.

Debido a que la función H tiene crecimiento subexponencial µ-c.t.p., el primer suman-
do del segundo miembro tiende a cero cuando n→ +∞ para µ-c.t.p. x ∈M . Obten-
emos:

ϕ̃(x) = ĺım
n→+∞

ϕn(x)

n
≤ ψ̃(x) + ǫ µ− c.t.p.
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Como esta desigualdad vale para todo ǫ > 0 arbitrario, entonces:

ϕ̃ ≤ ψ̃ µ− c.t.p. ,

probando la segunda de las desigualdades y terminando la demostración de la Proposi-
ción 4.4.7.

Teorema 4.4.8. .
Cotas de exponentes de Lyapunov
Sea f ∈ Diff 1(M), sea µ una medida de probabilidad f -invariante y sea F un subfi-
brado medible y df -invariante. Sea

AF := {x ∈M : Fx 6= {0}}.

Asumimos que µ(AF ) > 0.
Entonces, existen los siguientes ĺımites para µ-c.t.p. x ∈ AF , son funciones med-
ibles del punto x, uniformemente acotadas en valor absoluto por log k, donde k =
máxz∈M{‖dfz‖, ‖df−1

z ‖}; y satisfacen las siguientes igualdades (a), (b), (d), y la de-
sigualdad (c):

(a)
χ+

F (x) := ĺım
n→+∞

log sup06=v∈Fx
‖dfn

x v‖/‖v‖
n

=

= ĺım
n→+∞

log ı́nf06=v∈Fx
‖df−n

x v‖/‖v‖
−n

(b)
χ−

F (x) := ĺım
n→+∞

log sup06=v∈Fx
‖df−n

x v‖/‖v‖
−n =

= ĺım
n→+∞

log ı́nf06=v∈Fx
‖dfn

x v|‖/‖v‖
n

(c) χ−
F (x) ≤ χ+

F (x) µ− c.t.p. x ∈ AF

(d) χ+
F (f(x)) = χ+

F (x), χ+
F (f(x)) = χ+

F (x) µ− c.t.p. x ∈ AF .

Nota: El significado del Teorema 4.4.8 está dado, por un lado, por los Corolarios
4.4.9 y 4.4.10 que dan condiciones suficientes para la existencia y coincidencia de los
exponentes de Lyapunov hacia el futuro y hacia el pasado. Por otro lado, el Teorema
4.4.8 será un resultado intermedio esencial para probar, en la próxima sección, la
existencia de un primer subespacio de Oseledets.
Como se verá en su prueba, el Teorema 4.4.8 es una simple reformulación de la Proposi-
ción 4.4.7.

Demostración. De las definiciones de las funciones ψ̃, ϕ̃ en las igualdades (4.63), y de
la Proposición 4.4.7, se obtiene:

χ+
F = χ+

F,f = ψ̃ = ϕ̃, (4.68)
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probando las dos igualdades de la parte (a). Además la función ψ̃ es medible, porque
es el ĺımite µ-c.t.p., y el ĺımite superior en todos los puntos de M , de la sucesión de
funciones medibles ψn, que fueron construidas en la Definición 4.4.2 para el subfibrado
medible F . Entonces χ+

F es una función medible. Por la desigualdad (4.60), |ψ̃| ≤ log k.
La parte (b) resulta de aplicar la parte (a) a f−1 en el rol de f , y multiplicar por −1,
donde:

χ−
F = χ−

F,f := χ+
F,f−1 (4.69)

La parte (c) es consecuencia de la siguiente desigualdad:

ı́nf
06=v∈Fx

‖dfn
x v‖

‖v‖ ≤ sup
06=v∈Fx

‖dfn
x v‖

‖v‖ ∀ n ≥ 0, ∀x ∈M.

Tomando logaritmo, dividiendo entre n ≥ 1, haciendo n→ +∞, y usando una de las
igualdades de (a), y otra de (b), se obtiene χ−

F ≤ χ+
F , probando (c).

La parte (d) resulta de la igualdad χ+
F (x) = ψ̃(x), y de la igualdad (4.62). Entonces χ+

F

es una función f -invariante. Observando las igualdades (a) y (b) notamos que −χ−
F,f

para el difeomorfismo f , coincide con χ+
F,f−1 para el difeomorfismo f−1. Entonces χ−

F,f

es también una función f -invariante, terminando de demostrar el Teorema 4.4.8.

Corolario 4.4.9. . En las hipótesis del Teorema 4.4.8, si además se cumple

χ+
F (x) = χ−

F (x) µ-c.t.p. x ∈ AF ,

entonces para µ-c.t.p. x ∈ AF y para todo 0 6= v ∈ Fx existen los siguientes ĺımites,
son funciones medibles del punto x ∈ M , invariantes por f , iguales entre śı, y a
χ+

F (x) = χ−
F (x):

ĺım
n→+∞

log ‖dfn
x v‖/‖v‖
n

= ĺım
n→+∞

log ‖df−n
x v‖/‖v‖
−n .

Nota: Debido al Corolario 4.4.9, cuando χ+
F (x) = χ−

F (x), este número se denota
simplemente como χF (x), y se llama exponente de Lyapunov para el futuro y para el
pasado en las direcciones del subespacio Fx.
Por lo tanto este Corolario, aśı como el siguiente, dan condiciones suficientes para la
existencia de exponente de Lyapunov, coincidente para el futuro y para el pasado e
independiente de la dirección que se tome en el subfibrado F .

Demostración.

log(́ınf ‖dfn
x |Fx

‖)
n

≤ log(sup ‖dfn
x v‖/‖v‖)
n

∀ 0 6= v ∈ Fx.

Luego:

ĺım
n→+∞

log(́ınf ‖dfn
x |Fx

‖)
n

≤ ĺım inf
n→+∞

log(‖dfn
x v‖/‖v‖)
n

∀ 0 6= v ∈ Fx.

ĺım
n→+∞

log(sup ‖dfn
x |Fx

‖)
n

≥ ĺım sup
n→+∞

log(‖dfn
x v‖/‖v‖)
n

∀ 0 6= v ∈ Fx.
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Aplicando las partes (a) y (b) del Teorema 4.4.8, las funciones medibles χ+
F y χ−

F

cumplen, para todo 0 6= v ∈ Fx, las siguientes desigualdades:

χ−
F (x) = ĺım

n→+∞

log(́ınf ‖dfn
x |Fx

‖)
n

≤ ĺım inf
n→+∞

log(‖dfn
x v‖/‖v‖)
n

≤

≤ ĺım sup
n→+∞

log(‖dfn
x v‖/‖v‖)
n

≤ ĺım
n→+∞

log(sup ‖dfn
x |Fx

‖)
n

= χ+
F (x). (4.70)

Como por hipótesis χ−
F = χ+

F , entonces el ĺım inf coincide con el ĺım sup. Es decir,
existe el exponente de Lyapunov para el futuro en cualquier dirección 0 6= v ∈ Fx, y
coincide con χ−

F = χ+
F . Ahora veamos el ĺımite de Lyapunov para el pasado:

−χ+
F (x) = ĺım

n→+∞

log ı́nf ‖df−n
x |Fx

‖
n

≤ ĺım inf
n→+∞

log(‖df−n
x v‖/‖v‖)
n

≤

≤ ĺım sup
n→+∞

log(‖df−nv‖/‖v‖)
n

≤ ĺım
n→+∞

log sup ‖df−n
x |Fx

‖
n

= −χ−
F (x). (4.71)

Como por hipótesis χ−
F = χ+

F , entonces el ĺım inf coincide con el ĺım sup. Es decir,
existe el exponente de Lyapunov para el futuro en cualquier dirección 0 6= v ∈ Fx, es
igual al del para el pasado, y coincide con χ−

F = χ+
F .

Corolario 4.4.10. En las hipótesis del Teorema 4.4.8, asumimos además lo siguiente,
para µ-c.t.p. x ∈ AF :

Hipótesis adicional: Para todo 0 6= v ∈ Fx, existe el siguiente ĺımite (exponente
de Lyapunov hacia el pasado), y es igual a χ+

F (x):

ĺım
n→+∞

log(‖df−n
x v‖/‖v‖)
−n = χ+

F (x). (4.72)

Asumimos además que la convergencia por abajo al ĺımite (4.72) es uniforme para
todo v ∈ Fx \ {0}; es decir:

Para todo ǫ > 0 existe N = N(ǫ, x) tal que

log(‖df−n
x v‖/‖v‖)
−n ≥ χ+

F (x) − ǫ ∀ n ≥ N ∀ 0 6= v ∈ Fx.

Entonces, también existe el siguiente ĺımite (exponente de Lyapunov hacia el futuro),
y es igual a χ+

F (x):

ĺım
n→+∞

log(‖dfn
x v‖/‖v‖)
n

= χ+
F (x),

y además

χ−
F (x) = χ+

F (x).
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Demostración. Por la hipótesis de uniformidad en el convergencia por abajo al ĺımite
χ+

F , para todo ǫ > 0 existe N = N(ǫ, x) tal que

log(‖df−n
x v‖/‖v‖)
n

≤ −χ+
F (x) + ǫ ∀ n ≥ N ∀ 0 6= v ∈ Fx.

Entonces tomando supremo en v ∈ Fx\{0} (y observando que el logaritmo del supremo
es el supremo de los logaritmos), tenemos:

log sup ‖df−n
x |Fx

‖
n

≤ −χ+
F (x) + ǫ ∀ n ≥ N

Luego, tomando ĺımite cuando n → +∞ y usando la parte (b) del Teorema 4.4.8,
deducimos:

−χ−
F (x) = ĺım

n→+∞

log sup ‖df−n
x |Fx

‖
n

≤ −χ+
F (x) + ǫ

Deducimos la desigualdad −χ−
F (x) ≤ −χ+

F (x) + ǫ para todo ǫ > 0. Entonces

χ−
F (x) ≥ χ+

F (x),

lo cual, junto con la desigualdad de la parte (c) del Teorema 4.4.8, implica

χ−
F (x) = χ+

F (x).

Aplicando el Corolario 4.4.9, deducimos que existe el ĺımite de la tesis (el exponente de
Lyapunov hacia el futuro en todas las direcciones de Fx), y es igual a χ−

F (x) = χ+
F (x),

como queŕıamos demostrar.

En el siguiente enunciado generalizamos el Teorema 4.4.8 a otras transformaciones
lineales T que no son necesariamente el diferencial df .

Definición 4.4.11. Transformaciones lineales de subfibrados
Sea F un subfibrado medible del fibrado tangente (no necesariamente df -invariante)
tal que dim(Fx) = dim(Ff(x)) para todo x ∈M .
Decimos que una aplicación L : F 7→ F es lineal invertible si

Lx : Fx 7→ Ff(x)

es una aplicación lineal invertible para todo x ∈M . Denotamos como L−1 : F 7→ F a
la aplicación lineal tal que (L−1)x : Fx 7→ Ff−1(x) es la inversa de Lf−1(x) : Ff−1(x) 7→
Fx para todo x ∈M .
Decimos que una aplicación lineal L : F 7→ F es medible si la aplicación tal que a cada
x hace corresponder Lx ∈ L(Fx, Ff(x)) es medible. Esto significa que para todo atlas
de cartas locales ξx : Ux 7→ ξ(Ux) ⊂ Rm de la variedad diferenciable m-dimensional
M , la transformación x 7→ dξ−1

f(x)Lxdξx ∈ L(Rd,Rd) es medible, donde d = dim(Fx).

(Se recuerda que dado un espacio vectorial V de dimensión finita, el espacio L(V, V )
de todas las transformaciones lineales invertibles, es un espacio vectorial normado, y
por lo tanto un espacio topológico, donde la norma ‖L‖ de una transformación lineal
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L ∈ L(V, V ) se define por ‖L‖ := máx06=v∈V ‖Lv‖/‖v‖. Luego L(V, V ) es un espacio
medible, con la sigma-álgebra de Borel definida a partir de su topoloǵıa.)

Decimos que la aplicación lineal invertible L es bimedible si L y L−1 son medibles. Se
puede chequear que si L : F 7→ F es lineal, invertible y medible, entonces es bimedible.

Teorema 4.4.12. Generalización del Teorema 4.4.8

Sea f ∈ Diff 1(M) y sea µ una medida de probabilidad f -invariante. Sea F un sub-
fibrado medible (no necesariamente df -invariante). Sea L : F 7→ F una aplicación
lineal invertible medible.

Sea

AF := {x ∈M : Fx 6= {0}}.

Asumimos que µ(AF ) > 0.

Entonces, existen los siguientes ĺımites para µ-c.t.p. x ∈ AF , son funciones med-
ibles del punto x, uniformemente acotadas en valor absoluto por log k, donde k =
máxz∈M{‖Lz‖, ‖L−1

z ‖}; y satisfacen las siguientes igualdades (a), (b), (d), y la de-
sigualdad (c):

(a)
χ+

F,L(x) := ĺım
n→+∞

log sup06=v∈Fx
‖Ln

xv‖/‖v‖
n

=

= ĺım
n→+∞

log ı́nf06=v∈Fx
‖L−n

x v‖/‖v‖
−n

(b)
χ−

F,L(x) := ĺım
n→+∞

log sup06=v∈Fx
‖L−n

x v‖/‖v‖
−n =

= ĺım
n→+∞

log ı́nf06=v∈Fx
‖Ln

xv|‖/‖v‖
n

(c) χ−
F,L(x) ≤ χ+

F,L(x) µ− c.t.p. x ∈ AF

(d) χ+
F,L(f(x)) = χ+

F,L(x), χ+
F,L(f(x)) = χ+

F,L(x) µ− c.t.p. x ∈ AF .

Demostración. Basta repetir todas las definiciones y demostraciones de esta sección,
en particular la del Teorema 4.4.8, reemplazando dfx|Fx : Fx 7→ Ff(x) por la transfor-
mación lineal Lx : Fx 7→ Ff(x).

4.5. Primer subfibrado de Oseledets

El propósito de esta sección es enunciar el Teorema 4.5.1, que construye un primer
subfibrado vectorial E1 de dimensión no nula del fibrado tangente TM , para el cual
los exponentes de Lyapunov en el futuro y en el pasado son iguales (cf. Definición
3.9.2). Este fibrado define entonces un subespacio no nulo E1

x ⊂ TxM para casi todo
punto x ∈M que constituye un primer subespacio de Oseledets. El Teorema 4.5.1 es
la esencia para demostrar en forma recursiva el Teorema 3.9.8 de Oseledets.
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Teorema 4.5.1. .
Primer subespacio de Oseledets.
Sea f ∈ Diff 1(M). Sea µ una medida f -invariante. Sea E un subfibrado vectorial
medible de TM , invariante con df , y tal que

dim(Ex) ≥ 1

para un conjunto de puntos x ∈M con medida µ positiva.
Entonces, existe un subfibrado vectorial E1 ⊂ E medible y df -invariante (llamado
primer subespacio de Oseledets) tal que:
(a) No nulidad del primer subfibrado de Oseledets E1:

dim(E1
x) ≥ 1 para µ-c.t.p. tal que Ex 6= {0}.

(b) Existencia del exponente de Lyapunov χ1 en E1:
Para µ-c.t.p. tal que Ex 6= {0}, para todo 0 6= v ∈ E1

x, existen los siguientes ĺımites
(exponentes de Lyapunov χ+

1 (x) y χ−
1 (x), para el futuro y para el pasado respectiva-

mente, en todas las direcciones de E1
x), son independientes de la dirección v, e iguales

entre śı:

χ+
1 (x) = ĺım

n→+∞

log(‖dfn(v)‖/‖v‖)
n

= χ−
1 (x) = ĺım

n→+∞

log(‖df−n(v)‖/‖v‖)
−n

(c) Maximalidad de χ1:
El exponente de Lyapunov χ+

1 (x) = χ−
1 (x) en las direcciones de E1

x (que denotamos
como χ1(x)), satisface:

χ1(x) := χ+
E(x) = χ−

E1(x) = χ+
E1(x),

y es una función medible y f -invariante.
Nota: Esta propiedad es de maximalidad (respecto al fibrado dado E) del ex-
ponente de Lyapunov χ1 en el primer subfibrado de Oseledets E1, porque por la
parte (a) del Teorema 4.4.8, cuando existen exponentes de Lyapunov para el futuro

o para el pasado para vectores no nulos de E (es decir existen ĺımn→+∞
log ‖dfnv‖

n
y

ĺımn→−∞
log ‖dfnv‖

n
), estos deben ser siempre menores o iguales a χ+

E - c.f. Desigual-

dades (4.70) y (4.71).
(d) Subespacio complementario de E1:
Sea G el complemento de E1 en E, definido por

Gx = {0} ∪ (Ex \ E1
x)

para µ-c.t.p x ∈M tal que Ex 6= {0} y definido por Gx = {0} para los demás puntos
x ∈ M . Entonces G es invariante por df y para todo subfibrado vectorial medible
F 1 ⊂ G invariante con df , y para µ-c.t.p. x tal que F 1

x 6= {0}, se verifica la siguiente
desigualdad:

sup
06=v∈F 1

x

ĺım sup
n→+∞

log(‖dfn
x v‖/‖v‖)
n

≤ χ+
F 1(x) < χ1(x) = χ+

E(x).
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Nota: La afirmación (d) significa que la propiedad de maximalidad del exponente
de Lyapunov χ1(x) = χ+

E(x) en el primer subespacio E1
x de Oseledets, es exclusiva de

E1
x. Es decir, si existiera algún otro subfibrado F 1 invariante con dimensión no nula,

contenido en el complemento de E1, entonces χ+
F 1 debe ser estrictamente menor que

χ1(x).

(e) Subfibrado complementario de E1:
Existe un subfibrado F 1 ⊂ G medible y df -invariante (llamado subfibrado comple-
mentario del primer subfibrado de Oseledecs), tal que µ−c.t.p. se cumple:

E1
x ( Ex ⇒ F 1

x 6= {0}, E1
x ⊕ F 1

x = Ex.

Nota: La propiedad (e) es la que permite aplicar un proceso inductivo para demostrar
el Teorema 3.9.8 de Oseledecs. Al subfibrado complementario F 1 podemos aplicar este
mismo Teorema 4.5.1: existirá un subfibrado de Oseledecs E2 ⊂ F 1, con exponente de
Lyapunov χ2 = χ+

F 1 < χ1, etc, y aśı sucesivamente, hasta agotar la dimensión finita
de la variedad M . Por lo tanto, la demostración de este Teorema 4.5.1 es en esencia,
la del Teorema de Oseledets.

La demostración del Teorema 4.5.1 se encuentra en el Apéndice del Caṕıtulo 10 y
está basada en el Lema 10.2.2 de Pliss [Pl 1972].

Corolario 4.5.2. Sea M una variedad compacta riemanniana con dimensión finita.
Sea f ∈ Diff 1(M). Para µ-casi todo punto débilmente regular x ∈ M existe el sigu-
iente ĺımite y es igual al mayor exponente de Lyapunov χ+(x) en las direcciones del
espacio tangente TxM :

χ+(x) = ĺım
n→+∞

log sup06=v∈TxM ‖dfn(v)‖/‖v‖
n

.

Demostración. Tomando como fibrado E medible y df -invariante a todo el fibrado
tangente E = TM , y aplicando la parte (A) del Teorema 4.4.8, existe el ĺımite sigu-
iente y es igual a χ+

TM (x) para µ-c.t.p. x ∈M :

χ+
TM (x) = ĺım

n→+∞

log sup06=v∈TxM ‖dfn(v)‖/‖v‖
n

. (4.73)

La función logaritmo es creciente, y por la definición de supremo, tenemos:

log(‖dfn(v)‖/‖v‖)
n

≤ log sup06=v∈TxM ‖dfn(v)‖/‖v‖
n

∀ 0 6= v ∈ TxM. (4.74)

Por hipótesis el punto x es débilmente regular. Aplicando la Definición 3.9.2 de pun-
to débilmente regular, para todo 0 6= v ∈ TxM existe el siguiente ĺımite, llamado
exponente de Lyapunov hacia el futuro en la dirección de v:

χ+(x, v) = ĺım
n→+∞

log(‖dfn(v)‖/‖v‖)
n
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Juntando esta igualdad con la desigualdad (4.74) y la igualdad (4.73), resulta:

χ+(x, v) = ĺım
n→+∞

log(‖dfn(v)‖/‖v‖)
n

≤

≤ log sup06=v∈TxM ‖dfn(v)‖/‖v‖
n

= χ+
TM (x).

Entonces, el mayor exponente de Lyapunov a lo largo de la órbita de x es menor o igual
que χ+

TM (x). Pero por la partes (a), (b), (c) del Teorema 4.5.1, existen direcciones
0 6= v ∈ E1

x (en el primer subespacio de Oseledets), tales que el exponente de Lyapunov
en la dirección v coincide con χ+

TM (x). Concluimos que χ+
TM (x) es igual al mayor

exponente de Lyapunov en las direcciones de TxM .

4.6. Teorema Ergódico Multiplicativo
(Oseledets)

Recordamos la definición 3.9.6 de puntos Lyapunov regulares y el enunciado del Teo-
rema 3.9.8 de Oseledets:
El conjunto R de puntos Lyapunov regulares para f es medible y tiene probabilidad
total. Además, los exponentes de Lyapunov son funciones medibles del punto x ∈ R.
Vamos a generalizar este resultado introduciendo la siguiente definición:

Definición 4.6.1. .
Puntos Lyapunov regulares para un fibrado
Sea E un subfibrado vectorial medible y df -invariante de TM ; es decir:

dfx(Ex) = Ef(x) ∀ x ∈M,

tal que dim(Ex) ≥ 1 para un conjunto de puntos x ∈M con probabilidad total.
Decimos que x ∈ M es un punto Lyapunov regular para el fibrado E si existe un
splitting

Ex = ⊕k(x)
i=1 E

i
x

en k(x) ≥ 1 subfibrados Ei
x tales que para todo 0 6= v ∈ Ei

x existen, reales, los
siguientes ĺımites para el futuro y para el pasado, y coinciden entre śı:

ĺım
n→±∞

log ‖dfn
x v‖

n
= χi(x)

Además, χi(x) 6= χj(x) para todo i 6= j ∈ {1, . . . , k(x)}. Entonces siempre se pueden
ordenar los subfibrados de forma que

χ1(x) > χ2(x) . . . > χk(x)(x).

Los números χi(x) se llaman exponentes de Lyapunov para el subfibrado E, de (la
órbita del) punto Lyapunov regular x. Los subespacios Ei

x se llaman subespacios de
Oseledets de Ex.
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Teorema 4.6.2. .
Teorema Ergódico Multiplicativo (versión diferenciable)
Sea f ∈ Diff 1(M) un difeomorfismo en una variedad compacta riemanniana M .
Sea E un subfibrado vectorial df -invariante, medible y tal que dim(E) ≥ 1 para un
conjunto de puntos con probabilidad total.
Entonces:
(a) El conjunto R de puntos Lyapunov regulares para el fibrado E es medible, y los
exponentes de Lyapunov son funciones medibles del punto x ∈ R
(b) El conjunto R de puntos Lyapunov regulares para el fibrado E tiene probabilidad
total: es decir µ(R) = 1 para toda medida de probabilidad µ que sea f -invariante.

Antes de demostrar el Teorema Ergódico Multiplicativo 4.6.2, veamos su Corolario
inmediato:

Corolario 4.6.3. Teorema de Oseledets.
Sea f ∈ Diff 1(M). Entonces, el conjunto de puntos Lyapunov regulares (para el
fibrado tangente TM) es medible, tiene probabilidad total, y las funciones exponentes
de Lyapunov son medibles.

Demostración. Basta aplicar el Teorema 4.6.2 al caso particular en que el fibrado
medible E invariante dado es TM , es decir el subespacio Ex es todo espacio tangente
TxM para todo x ∈M .

4.6.4. Demostración del Teorema Ergódico Multiplicativo 4.6.2

Demostración. En realidad la verdadera dificultad en la la demostración del Teorema
de Ergódico Multiplicativo fue resuelta en la prueba del Teorema 4.5.1 de la sección
anterior, en que probamos la existencia de un primer subespacio de Oseledets con
exponente de Lyapunov máximo, y la de su subespacio invariante complementario.
Ahora solo resta mostrar cómo se pega el Teorema 4.5.1 con el enunciado del Teorema
Ergódico Multiplicativo:
Paso 1. Aplicando el Teorema 4.5.1, existe un primer subfibrado medible E1 ⊂ E
definido para todo x ∈ M (primer subfibrado de Oseledets), que es no nulo µ-c.t.p.
para cualquier µ ∈ Mf , que es df -invariante y tal que para todo 0 6= v ∈ E1

x (para µ-
c.t.p. x ∈M) existe, y no depende de la dirección v, el exponente de Lyapunov χ1(x).
Además el Teorema 4.5.1 afirma que existe un subfibrado medible F 1, complementario
E1 en el fibrado dado E (E1

x ⊕ F 1
x = Ex para todo x ∈ M), df -invariante y tal que

para todo 0 ≤ v ∈ F 1
x (para µ-c.t.p. x ∈ M para toda µ ∈ Mf ), si existe exponente

de Lyapunov, entonces este es estrictamente menor que χ1(x).
Como E1 es subfibrado medible, el conjunto A1 de puntos x donde E1

x 6= {0}, es
medible.
Además el teorema 4.5.1 demuestra que el primer exponente de Lyapunov χ1 es una
función medible.
En todo punto x ∈ M sucede uno de los siguientes dos casos: o bien E1

x = Ex, o
bien E1

x 6= Ex. En el primer caso, el punto x satisface la definición de ser Lyapunov
regular para el fibrado dado E, con un splitting de Oseledets trivial E1

x = Ex y un
único exponente de Lyapunov. El conjunto de estos puntos es medible, pues es aquel
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donde el subfibrado medible complementario F 1 es nulo (ya que E1
x ⊕ F 1

x = Ex para
todo x ∈M). Denotando B1 = {x ∈M : F 1

x 6= {0}}, en resumen tenemos:

∀ x ∈ A1 \B1, x es Lyapunov regular

con un splitting
Ex = E1

x, dim(E1
x) ≥ 1,

y un único exponente de Lyapunov χ1.
Además:

A1, B1 son medibles y µ(A1) = 1 ∀ µ ∈ Mf .

Paso 2. En el segundo caso, si el conjunto de puntos x ∈ B1 ⊂ A1 donde F 1
x 6= {0}

tiene probabilidad nula (es decir µ(B1) = 0 ∀ µ ∈ Mf), entonces no hay más nada
que demostrar ya que el conjunto R de puntos Lyapunov regulares es A1.
Si existe alguna medida de probabilidad µ ∈ Mf tal que µ(B1) > 0, tomamos ahora
el subfibrado F 1 en el rol de E. Aplicando de nuevo el Teorema 4.5.1 a F 1, en vez
de E, existe, para todo x ∈ B1, un subfibrado medible E2 ⊂ F 1 y df -invariante
(segundo subfibrado de Oseledecs), tal que para µ-c.t.p. x ∈ B1 es E2 6= {0} para
toda µ ∈ M para la cual µ(B1) > 0. Además, el Teorema 4.5.1 afirma existe el
exponente de Lyapunov χ2 en toda dirección no nula de E2 µ-c.t.p. y que χ2 es una
función medible.
El conjunto

A2 ⊂ B1

de puntos x ∈ B1 donde E2 6= {0} es medible, pues el subfibrado E2 es medible y
tiene probabilidad 1 para toda µ ∈ Mf para la cual µ(B1) > 0. Por la propiedad
demostrada en el Teorema 4.5.1 para el complementario F 1 del primer subfibrado de
Oseledets:

χ1 > χ2

(porque E2 ⊂ F 1). Además, el Teorema 4.5.1 afirma la existencia del subfibrado
medible F 2, complementario de E2 en F 1 (i.e. F 1 = E2 ⊕ F 2, definido para todo
punto x ∈ B1, tal que si para alguna dirección no nula de F 2 existe el exponente de
Lyapunov, entonces éste exponente debe ser estrictamente menor que χ2.
Distinguimos dos casos para todo punto x ∈ B1: o bien E2 = F 1, o bien E2 6= F 1. En
el primer caso F 2

x = {0} ya que E2
x ⊕ F 2

x = F 1
x . El subconjunto de los puntos x ∈ B1

en este primer caso, es medible, ya que es el complemento en el conjunto medible B1

del conjunto B2 := {x ∈ B1 : F 2
x 6= {0}}, y F 2, por el Teorema 4.5.1, es un subfibrado

medible. En resumen, en este primer caso del segundo paso, tenemos:

∀ x ∈ (A2 \B2) ⊂ B1, x es Lyapunov regular

con splitting
Ex = E1

x ⊕ E2
x dim(E1,2

x ) ≥ 1

y dos exponentes de Lyapunov respectivos

χ1 > χ2.
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Además:
A2, B2 son medibles y µ(A2) = µ(B1) ∀ µ ∈ Mf .

Paso (i + 1)-ésimo En el segundo caso del paso anterior i-ésimo, si el conjunto
medible Bi = {x ∈ M : F i

x 6= {0}} tiene medida µ nula para toda µ ∈ Mf , no hay
más nada que probar ya que el conjunto R de puntos Lyapunov regulares es

(A1 \B1) ∪ (A2 \B2) ∪ . . . (Ai \Bi)

Si µ(Bi) > 0 para alguna medida µ ∈ Mf tomamos el subfibrado F i, complementario
del subespacio de Oseledets Ei construido en el paso anterior i-ésimo. Usando F i en
el rol de E para aplicar el Teorema 4.5.1, deducimos que existe, para todo x ∈ Bi, un
subfibrado medible Ei+1 ⊂ F i, df -invariante (i + 1-ésimo subfibrado de Oseledecs),
tal que para µ-c.t.p. x ∈ Bi es Ei+1 6= {0} para toda µ ∈ M para la cual µ(Bi) >
0. Además, el Teorema 4.5.1 afirma existe el exponente de Lyapunov χi+1 en toda
dirección no nula de Ei+1 µ-c.t.p. y que χi+1 es una función medible.
El conjunto

Ai+1 ⊂ Bi

de puntos x ∈ Bi donde Ei+1 6= {0} es medible, pues el subfibrado Ei+1 es medible
y tiene probabilidad 1 para toda µ ∈ Mf para la cual µ(Bi) > 0. Por la propiedad
demostrada en el Teorema 4.5.1 para el complementario F i del subfibrado de Oseledets
anterior:

χi > χi+1

Además, el Teorema 4.5.1 afirma la existencia del subfibrado medible F i+1, comple-
mentario de Ei+1 en F i (i.e. F i = Ei+1 ⊕ F i+1, definido para todo punto x ∈ Bi.
El conjunto de puntos x ∈ Bi tal que Ei+1 = F i, es medible, ya que es el complemento
en el conjunto medible Bi de Bi+1 := {x ∈ Bi : F i+1

x 6= {0}}, y F i+1, por el Teorema
4.5.1, es un subfibrado medible. En resumen, en este paso i+ 1, tenemos:

∀ x ∈ (Ai+1 \Bi+1) ⊂ Bi, x es Lyapunov regular

con splitting
Ex = E1

x ⊕ E2
x . . .⊕ Ei

x ⊕ Ei+1
x ,

dimE1,...,i,i+1
x ≥ 1,

e i+ 1 exponentes de Lyapunov respectivos, todos diferentes:

χ1 > χ2 > . . . > χi > χi+1.

Además:
Ai+1, Bi+1 son medibles y µ(Ai+1) = µ(Bi) ∀ µ ∈ Mf .

Paso final Como en cada paso se construye un subespacio de Oseledecs nuevo, L.I.
con los anteriores, y siempre de dimensión mayor o igual que 1, pero la variedad M
tiene dimensión finita, el proceso anterior debe terminarse después un número finito
k de pasos. Concluimos que:
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El conjunto R de puntos Lyapunov regulares es la siguiente unión de conjuntos dis-
juntos dos a dos:

R = (A1 \B1) ∪ (A2 \B2) ∪ . . . ∪ (Ai \Bi) ∪ . . . ∪Ak.

R es medible pues cada Ai y cada Bi lo es. R tiene probabilidad total, pues Ai+1 ⊂ Bi,
y para toda µ-invariante µ(Ai+1 \ Bi+1) = 1. (Más precisamente, se observa que
R = A1 y ya desde primer paso teńıamos que µ(A1) = 1).
Las funciones exponentes de Lyapunov χi obtenidas en cada paso, son medibles por
aplicación del Teorema 4.5.1. Con esto termina la demostración del Teorema Ergódico
Multiplicativo 4.6.2.



Caṕıtulo 5

Atractores topológicos y
ergódicos

5.1. Atractores topológicos

A lo largo de esta sección f : X 7→ X es una transformación continua en un espacio
métrico compacto X .

Definición 5.1.1. Estabilidad Lyapunov y orbital.
Sea K ⊂ X un conjunto compacto no vaćıo invariante por f (es decir f−1(K) = K.)
K se dice orbitalmente estable (hacia el futuro) si para todo ǫ > 0 existe δ > 0 tal que

dist(p,K) < δ ⇒ dist(fn(p),K) < ǫ ∀ n ≥ 0.

K se dice Lyapunov estable (hacia el futuro) si para todo ǫ > 0 existe δ > 0 tal que

dist(p,K) < δ ⇒ ∃ q ∈ K tal que dist(fn(p), fn(q)) < ǫ ∀ n ≥ 0.

De las definiciones anteriores se deduce que si K es Lyapunov estable, entonces es
orbitalmente estable. Sin embargo el rećıproco no es cierto en general.

Definición 5.1.2. Atractor topológico I
Un atractor topológico es un conjunto K compacto y no vaćıo tal que
1) K = f−1(K) = f(K).
2) Existe un abierto V ⊃ K, llamado cuenca local de atracción topológica de K, tal
que

ĺım
n→+∞

dist(fn(x),K) = 0 ∀ x ∈ V. (5.1)

Consideramos, de particular importancia, los atractores topológicos que sean orbital-
mente estables (para los cuales daremos una definición equivalente en 5.1.10).
Un atractor topológico K se llama minimal (como atractor topológico) si el único
compacto no vaćıo K ′ ⊂ K que cumple 1) y 2) es K ′ = K.
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Observación 5.1.3. Muchos autores requieren además de las condiciones 1) y 2), que
el compacto no vaćıo K sea orbitalmente estable o Lyapunov estable, para llamarse
atractor topológico. La condición de estabilidad orbital en la Definición 5.1.2 no es
redundante con las otras dos condiciones 1) y 2). En el ejemplo 5.1.8 parte (B), se
muestra un conjunto compacto {p0} formado por un solo punto fijo p0 que cumple
las condiciones 1) y 2) de la definición 5.1.2, pero que no es orbitalmente estable.

Ejemplo: En el caṕıtulo 1 vimos que toda órbita periódica hiperbólica tipo pozo (de
un difeomorfismo f : M 7→M en una variedad M), es un atractor topológico.

Ejercicio 5.1.4. Probar que una órbita periódica hiperbólica tipo pozo es un atractor
topológico Lyapunov estable.

Ejercicio 5.1.5. (a) Sea f : M 7→M un homeomorfismo transitivo en una variedad
compacta M . Probar que M es un atractor topológico y que es minimal (como atrac-
tor topológico). Deducir que M es el único atractor topológico. Sugerencia: De la
transitividad deducir que existe alguna órbita futura densa en M . Para probar que
M es minimal como atractor topológico y el único atractor asumir que K ⊂M es un
atractor topológico. Su cuenca local de atracción topológica V contiene algún punto
x de una órbita futura densa. Probar que la órbita futura de x es densa. Usando la
definición de atractor, probar que el omega-ĺımite de x para cualquier x ∈ V debe
estar en K. Deducir que K = M .

(b) Probar que el único atractor topológico del autormorfismo lineal f =

(
2 1
1 1

)

en el toro T2 es todo el toro.

Ejercicio 5.1.6. Sea K ⊂ X un atractor topológico. Sea en K la topoloǵıa inducida
por su inclusión en el espacio métrico X . Suponga que existe x ∈ K tal que la órbita
futura de x es densa en K. Demostrar que K es minimal como atractor topológico.

Ejercicio 5.1.7. Sea X ⊂ R2 ∼ C un disco compacto de centro en el origen y radio
1 < r < 2. Consideremos en X coordenadas polares p = ρeiϕ ∈ X : (ρ, ϕ) : 0 ≤ ρ ≤
r, 0 ≤ ϕ < 2π. Sea f : X 7→ X el homeomorfismo dado por las siguientes ecuaciones

f(p) = f(ρeiϕ) = ρ ∗ eiϕ∗, donde

ρ∗ =
ρ(4 − ρ)

3
, ϕ∗ = ϕ+ a

donde a es una constante 0 ≤ a < 2π.

(a) Dibujar algunas de las órbitas y probar que la circunferencia K de centro en
el origen y radio 1 es un atractor topológico Lyapunov estable. (Sugerencia: ver la
demostración de que K es atractor topológico en el ejemplo 5.1.8).

(b) Probar que si a/(2π) es irracional entoncesK es minimal como atractor topológico.
(Sugerencia: usar el ejercicio 5.1.6)

(c) Si a/(2π) es racional, ¿es K minimal como atractor topológico?
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Ejemplo 5.1.8. .
Sea X ⊂ R2 ∼ C el disco compacto de centro en el origen y radio 1 < r < 2, como en
el ejercicio 5.1.7.
(A) Sea, en coordenadas polares, el siguiente homeormorfismo f :

f(p) = f(ρeiϕ) = ρ∗eiϕ∗

, donde

ρ∗ =
ρ(4 − ρ)

3
, ϕ∗ = ϕ+ (ρ− 1)

Tenemos ρ∗ − 1 = (3 − ρ)(ρ − 1)/3. Luego |ρ∗ − 1| ≤ λ|ρ − 1| si ρ > 3 · (1 − λ)
donde 0 < λ < 1. Entonces, por inducción en n se deduce que ĺımn→+∞ |ρ(n) − 1| = 0
donde ρ(n) es la distancia al origen de fn(p) para cualquier p 6= (0, 0). Deducimos
que la distancia de fn(p) a la circunferencia K de centro 0 y radio 1 tiende a cero
con n → +∞, para cualquier punto inicial 0 6= p ∈ X . Además ρ∗ = 1 si ρ = 1, de
donde ρ(n) = 1 si ρ(0) = 1. Entonces la circunferencia K de centro en el origen y
radio 1 es invariante por T y por lo probado antes dist(fn(p),K) → 0. Luego K es
un atractor topológico de acuerdo con la definición 5.1.2. Además K es orbitalmente
estable porque |ρ∗ − 1| ≤ |ρ − 1|. Entonces |ρ(n) − 1| es decreciente con n si p 6= 0.
Luego, la distancia de fn(p) a la circunferencia K decrece con n. Por lo tanto, es
menor que ǫ > 0 si inicialmente es menor que δ = ǫ. Esto prueba la estabilidad orbital
de K.

Figura 5.1: Algunas órbitas del Ejemplo g en 5.1.8 (B). El punto 1 es fijo, es un
atractor topológico no orbitalmente estable

(B) Sea ahora g : X 7→ X dado por las ecuaciones

g(p) = f(ρeiϕ) = ρ∗eiϕ∗

, donde

ρ∗ =
ρ(4 − ρ)

3
, ϕ∗ = ϕ

(
2 − ϕ

2π

)
para ϕ ∈ [0, 2π).

En la figura 5.1 se representan algunas de las órbitas. Como en la parte (A), se prueba
que la circunferencia K de centro en el origen y radio 1, es un atractor topológico
orbitalmente estable. Además, si graficamos ϕ∗ en función de ϕ para todo ϕ ∈ [0, 2π],
observamos que es creciente, con puntos fijos en 0 y 2π, siendo 0 repulsor (a la derecha
de 0) y 2π atractor (a la izquierda de 2π). Entonces, si ϕ(n) es el ángulo en coordenadas
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polares del punto fn(p), para p = ρ eiϕ, se tiene que ĺımn→+∞ ϕ(n) = 2π ∼ 0. Luego,
en este ejemplo, 1 = 1e2π i es un punto fijo, y ĺımn→+∞ fn(p) = 1 para todo p 6= 0.
Entonces {1} ⊂ K también es atractor topológico según la definición 5.1.2. Pero {1}
no es orbitalmente estable: Por un lado 1 es un punto fijo, por lo tanto, si {1} fuera
órbitalmente estable, toda órbita futura con punto inicial p suficientemente cercano
a 1, debeŕıa mantenerse arbitrariamente cerca de 1. Consideremos la órbita futura
o := {fn(p)}n≥0 por 0 6= p = ρeiϕ 6∈ K con 0 < ϕ < δ (para δ > 0 suficientemente
pequeño). Aunque o se acerca a K cuando n crece, y además ĺımn f

n(p) = 1, el ángulo
ϕ(n) (esto es la coordenada angular de fn(p) en polares) no se mantiene a distancia
menor que ǫ > 0 de 0. Dicho de otra forma, la órbita {fn(p)}n, para algunos n ≥ 1,
se aleja del punto fijo 1 más que una constante positiva (digamos 1/6, si δ > 0 es
suficientemente pequeño), aunque finalmente tiende a 1 cuando n→ +∞ (ver Figura
5.1).

El siguiente resultado da una caracterización de los atractores topológicos orbital-
mente estables. Debido a este resultado algunos autores definen atractor topológico
agregando, a las condiciones 1) y 2) de la Definición 5.1.2, la condición de que sea
orbitalmente estable.

Proposición 5.1.9. .

Caracterización de atractores topológicos orbitalm. estables

Sea f : X 7→ X un homeomorfismo en un espacio métrico compacto X.

(a) Si V es un abierto no vaćıo tal que f(V ) ⊂ V y si

K :=

+∞⋂

n=0

fn(V ), (5.2)

entonces K es compacto no vaćıo, es un atractor topológico orbitalmente estable y V
es cuenca local de atracción de K.

(b) Rećıprocamente, si K es un atractor topológico orbitalmente estable, entonces
existe un abierto V que es cuenca local de atracción de K, tal que f(V ) ⊂ V y
K =

⋂+∞
n=0 f

n(V ).

Demostraremos la Proposición 5.1.9 más abajo en esta sección. Antes veamos sus
consecuencias:

Definición de conjunto maximal invariante: Si K es compacto invariante no
vaćıo que satisface la igualdad (5.2) para un abierto V ⊃ K, entonces K se llama
conjunto maximal invariante (hacia el futuro) de V .

La Proposición 5.1.9 justifica la siguiente definición:

Definición 5.1.10. Atractor topológico II

Sea f : X 7→ X es un homeomorfismo en un espacio métrico compacto X . Un subcon-
junto no vaćıo, compacto e invarianteK ⊂ X se llama atractor topológico orbitalmente
estable o también atractor topológico maximal invariante si existe un entorno abierto
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V ⊃ K, llamado cuenca local de atracción topológica de K, tal que

f(V ) ⊂ V, y K :=

+∞⋂

n=0

fn(V ).

Demostración de la Proposición 5.1.9

Demostración. (a) Como f(V ) ⊂ V y f es un homeomorfismo, tenemos, por induc-
ción:

fn+1(V ) ⊂ fn+1(V ) ⊂ fn(V ) ∀ n ∈ N.

K := ∩+∞
n=0f

n(V ) = V ∩ (∩+∞
n=1f

n(V )) ⊂ V ∩ (∩+∞
n=1f

n(V )) =

= ∩+∞
n=1f

n(V ) ⊂ ∩+∞
n=0f

n(V )) = K.

Luego, todas las inclusiones anteriores son igualdades y tenemos

K =

+∞⋂

n=1

fn(V ),

+N⋂

n=1

fn(V ) = fN(V ),

+N⋂

n=1

fn(V ) = fN (V ) ∀ N ≥ 1.

Por la propiedad de intersecciones finitas no vaćıas de compactos, deducimos que K
es compacto no vaćıo. Además

f−1(K) = ∩+∞
n=1f

−1(fn(V )) = ∩+∞
n=0f

n(V ) = V ∩K = K,

pues, por construcción K ⊂ V . Hemos probado que K es compacto no vaćıo e invari-
ante con f .
Para ǫ > 0, denotamos Bǫ(K) := {x ∈ X : dist(x,K) < ǫ}.
Afirmación A: Para todo ǫ > 0 existe N ≥ 1 tal que fN (V ) ⊂ Bǫ(K).

Por absurdo, si existe ǫ > 0 y para todo n ≥ 1 existe xn ∈ fn(V ) tal que dist(xn,K) ≥
ǫ, entonces tomando una subsucesión de {xn} convergente a un punto x, tenemos

dist(x,K) ≥ ǫ. Además x ∈ fN (V ) ∀ N ≥ 1 (pues xN ∈ fN(V ) = ∩N
n=1f

n(V ), de

donde xm ∈ fN(V ) para todo m ≥ N). Entonces x ∈ ∩N≥1fN(V ) = K, lo cual
contradice que dist(x,K) ≥ ǫ. Hemos probado la afirmación A.
Para probar que K es un atractor topológico, y que V es cuenca local de atracción
de K, basta probar que si y = ĺımj→+∞ fnj (x) para algún x ∈ V y para algu-
na subsucesión nj → +∞, entonces y ∈ K. En efecto para todo ǫ > 0, tenemos

dist(y, fnj(V )) < ǫ para todo j suficientemente grande. Luego, usando la afirma-
ción (A), como fnj (V ) ⊂ Bǫ(K) para todo nj suficientemente grande, deducimos:
dist(y,K) < 2ǫ. La desigualdad anterior vale para todo ǫ > 0. Entonces dist(y,K) = 0;
es decir y ∈ K, como queŕıamos demostrar.
Ahora resta probar que K es orbitalmente estable. Dado ǫ > 0 sea N ≥ 1 como en la
afirmación (A). Siendo f un homeomorfismo, fN (V ) es abierto. Además K ⊂ fN (V )
porque K :=

⋂
N≥0 f

N (V ). Como K es compacto, existe δ > 0 tal que Bδ(K) ⊂
fN (V ). Si x ∈ Bδ(K) entonces, para todo m ≥ 0 se cumple fm(x) ∈ fm(Bδ(K)) ⊂
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fm(fN (V )) ⊂ fm+N(V ) ⊂ fN (V ) ⊂ Bǫ(K). Hemos probado que si dist(x,K) < δ
entonces dist(fm(x),K) < ǫ para todo m ≥ 0. Luego K es orbitalmente estable,
terminando la demostración de la parte (a).

(b) Sea K un atractor topológico orbitalmente estable y sea V ′ un abierto que es
cuenca local de atracción de K, según la condición 2) de la Definición 5.1.2. Sea ǫ > 0
tal que

B2ǫ(K) ⊂ V ′,

donde Bǫ(K) := {x ∈ X : dist(x,K) < ǫ}. Por la definición de estabilidad orbital
de K existe 0 < δ < ǫ tal que fm(B2δ(K)) ⊂ Bǫ(K) para todo m ≥ 0. Como
Bδ(K) ⊂ B2δ(K), tenemos

fm(Bδ(K)) ⊂ Bǫ(K) ∀ m ≥ 0.

Afirmación (B): Existe N ≥ 1 tal que

fm(x) ∈ Bǫ(K) ∀ m ≥ N, ∀ x ∈ B2ǫ(K).

En efecto, como B2ǫ(K) ⊂ V ′ y V ′ satisface la condición 2) de la Definición 5.1.2,
para cada x ∈ B2ǫ(K) existe Nx ≥ 1 tal que dist(fNx(x),K) < δ. Como f es continua,
existe un entorno abierto Ux de x tal que dist(fNx(y),K) < δ para todo y ∈ Ux. Siendo
B2ǫ(K) compacto, existe un subcubrimiento finito {Ux1 , Ux2, . . . , Uxh

}. Deducimos

que para todo y ∈ B2ǫ(K) existe Nxi
≥ 1 tal que dist(fNxi (y),K) < δ. Por la

construcción de δ deducimos que dist(fm(y),K) < ǫ para todo m ≥ Nxi
. Luego, si

N = máx{Nxi
: 1 ≤ i ≤ h}, se cumple fm(y) ∈ Bǫ(K) para todo m ≥ N y para todo

y ∈ B2ǫ(K), terminando la prueba de la Afirmación (B).

Definimos el abierto V de la siguiente manera:

V := Bǫ0(K) ∪ f(Bǫ1(K)) ∪ f2(Bǫ2(K)) ∪

∪ f3(Bǫ3(K)) ∪ . . . ∪ fN (BǫN
(K)),

donde ǫi := ǫ

(
1 +

i

2N

)
< 2ǫ ∀ 0 ≤ i ≤ N.

Probemos que f(V ) ⊂ V . En efecto, por un lado si 0 ≤ i ≤ N − 1 entonces

f(f i(Bǫi
(K))) ⊂ f i+1(Bǫi

(K)) ⊂ f i+1(Bǫi+1(K)) ⊂ V.

Por otro lado, si i = N entonces

f(fN (BǫN
(K))) ⊂ f(fN (B2ǫ(K)) = fN+1(B2ǫ(K)) ⊂ Bǫ(K) ⊂ V,

debido a la construcción del natural N según la afirmación (B).
Ahora probemos que V es cuenca local de atracción de K. Sea x ∈ V . Entonces
x ∈ f i(B2ǫ(K)) para algún 0 ≤ i ≤ N , es decir x = f i(y) para algún y ∈ B2ǫ(K) ⊂ V ′,
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donde V ′ es por hipótesis una cuenca local de atracción de K. Entonces, por la
propiedad 2) de la Definición 5.1.2, tenemos ĺımn→+∞ dist(fn(y),K) = 0. Luego

ĺım
m→+∞

dist(fm(x),K) = ĺım
m→+∞

dist(fm−i(y),K) = 0 ∀ x ∈ V.

Hemos probado que V satisface la condición 2) de la Definición 5.1.2. Entonces, por
definición V es cuenca local de atracción topológica de K.
Para terminar la demostración solo falta probar que K = ∩+∞

n=0f
n(V ). Por un lado

como f(K) = K (porque por hipótesis K es invariante con f), y como K ⊂ V por
construcción, entoncesK = fn(K) ⊂ fn(V ) para todo n ≥ 0. LuegoK ⊂ ∩+∞

n=0f
n(V ).

Ahora probemos la inclusión opuesta. Sea y ∈ ∩+∞
n=0f

n(V ). Entonces

∀ n ≥ 1 ∃ xn ∈ f(V ) tal que y = fn−1(xn).

Sea x el ĺımite de una subsucesión convergente de {xn} ⊂ f(V ), es decir

x = ĺım
j→+∞

xnj
, nj → +∞.

Tenemos x ∈ f(V ) ⊂ V .
Dado ǫ′ > 0, por la estabilidad orbital de K, existe δ′ > 0 tal que fn(Bδ′(K)) ⊂
Bǫ′(K) para todo n ≥ 0. Como V es cuenca local de atracción de K, y x ∈ V ,
deducimos que existe N tal que dist(fm(x),K) < δ′ ∀ m ≥ N, en particular

dist(fN (x),K) < δ′.

Por la continuidad de fN , existe un entorno abierto Ux de x, tal que

dist(fN (z),K) < δ′ ∀ z ∈ Ux.

Por construcción del punto x, xnj
∈ Ux para todo j suficientemente grande. Luego:

dist(fN (xnj
),K) < δ′ ∀ j suficientemente grande.

Por la construcción del número δ′ a partir de la estabilidad orbital de K, deducimos
que

dist(fm(xnj
),K) < ǫ′ ∀ m ≥ N.

Luego, en particular, para m = nj − 1, si elegimos j suficientemente grande tal que

nj ≥ N + 1,

tenemos
dist(fnj−1(xnj

),K) < ǫ′.

Por construcción de la sucesión {xn} tenemos y = fnj−1(xnj
). Deducimos que

dist(y,K) < ǫ′. Como ǫ′ > 0 es arbitrario, concluimos que y ∈ K como queŕıamos
demostrar.
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5.2. Cuenca global de atracción topológica

Definición 5.2.1. Cuenca global de atracción topológica
Sea f : X 7→ X continua en un espacio métrico compacto X . Sea K ⊂ X (no vaćıo,
compacto e invariante) un atractor topológico según la Definición 5.1.2. Se llama
cuenca de atracción topológica (global) de K al siguiente conjunto:

C(K) = {x ∈ X : ĺım
n→+∞

dist(fn(x),K) = 0}. (5.3)

Nota: Dado un compactoK no vaćıo e invariante cualquiera, aunque el conjunto C(K)
construido mediante la igualdad (5.3) resulte no vaćıo, en general no se llama a este
conjunto “cuenca de atracción topológica”de K, si K no es un atractor topológico.
Es decir, cuando se usa el nombre “cuenca de atracción topológica”, previamente
sabemos que K satisface todas las condiciones de la Definición 5.1.2, en particular la
condición 2) de existencia de un entorno abierto de K contenido en la cuenca global
de atracción topológica.

Proposición 5.2.2. .
Propiedades de la cuenca global de atracción topológica.
Sea f : X 7→ X continua en un espacio métrico compacto X. Si K ⊂ X es un
atractor topológico, entonces su cuenca (global) de atracción topológica C(K), tiene
las siguientes propiedades:
(a) C(K) es abierto y no vaćıo.
(b) C(K) es invariante con f , es decir f−1(C(K)) = C(K).
(c) K ⊂ C(K).
Como consecuencia de (a) y (b) si X es conexo, entonces o bien K = X (en cuyo caso
C(K) = K = X), o bien la cuenca de atracción C(K) contiene propiamente a K (no
coincide K con su cuenca).

Demostración. (b) Si x ∈ C(K) entonces, por la igualdad (5.3):
ĺımn→+∞ dist(fn(x),K) = 0. Luego,

ĺım
n→+∞

dist(fn(f(x)),K) = ĺım
n→+∞

dist(fn−1(f(x)),K) =

= ĺım
n→+∞

dist(fn(x),K) = 0.

Esto muestra que f(x) ∈ C(K) para todo x ∈ C(K). Hemos probado que f(C(K)) ⊂
C(K), o lo que es lo mismo, C(K) ⊂ f−1(C(K)).
Sea ahora y ∈ f−1(C(K)). Entonces f(y) = x ∈ C(K). Luego, para todo n ≥ 0
tenemos fn(x) = fn+1(y). Entonces:

ĺım
n→+∞

dist(fn(y),K) = ĺım
n→+∞

dist(fn+1(y),K) =

= ĺım
n→+∞

dist(fn(x),K) = 0.

Se deduce que y ∈ C(K) para todo y ∈ f−1(C(K)), probando que f−1(C(K)) ⊂
C(K).
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(a) y (c) Por hipótesis K es un atractor topológico. Entonces existe V ⊃ K abierto,
cuenca local de atracción topológica deK, de acuerdo a la condición 2) de la Definición
5.1.2. De la definición de C(K) en (5.3), junto con la igualdad (5.1), tenemos V ⊂
C(K), probando que K ⊂ C(K) y, por lo tanto, C(K) es no vaćıo. Si x ∈ C(K),
entonces ĺımn dist(fn(x),K) = 0. Como V es un entorno abierto de K, deducimos
que existe N ≥ 1 (que depende de x ∈ C(K)), tal que

fn(x) ∈ V ∀ n ≥ N.

En particular, la afirmación de arriba vale para n = N . Luego, por la continuidad de
f y la apertura de V , existe un entorno abierto Ux de x tal que

fN(x) ∈ V ∀ x ∈ Ux.

Como V ⊂ C(X), deducimos que fN (Ux) ⊂ C(X), o dicho de otra forma Ux ⊂
f−N (C(X)) = C(X). Luego C(X) es abierto.

Proposición 5.2.3. Sea f : X 7→ X continua en un espacio métrico compacto X.
Sea K ⊂ X un atractor topológico con cuenca global de atracción topológica C(K).
Entonces:
(a) Existen medidas de probabilidad invariantes para f |C(K).
(b) Existen medidas de probabilidad ergódicas para f |C(K).
(c) Toda medida de probabilidad invariante para f |C(K) está soportada en el atractor
K (es decir µ(K) = 1).

Demostración. (a) y (b) Consideremos f |K : K 7→ K. Es la restricción al atractor
K ⊂ C(K) de f |C(K) : C(K) 7→ C(K). Como f es continua y K es compacto, en-
tonces, por lo demostrado en el caṕıtulo 1, existen medidas de probabilidad invariantes
para f |K , y también existen medidas de probabilidad ergódicas para f |K . Tomemos
una de estas medidas ν invariante para f |K . Definamos la medida de probabilidad µ
en los borelianos B de C(K) de la siguiente forma:

µ(B) := ν(B ∩K) ∀ B ⊂ C(K) boreliano .

(Observar que µ(C(K)) = ν(C(K)∩K) = ν(K) = 1, porqueK ⊂ C(K).) Veamos que
la probabilidad µ es invariante para f |C(K). Sea B ⊂ C(K) un boreliano cualquiera:

µ(f−1(B)) = ν(f−1(B) ∩K) = ν(f−1(B) ∩ f−1(K)) =

= ν(f−1(B ∩K)) = ν(B ∩K) = µ(B),

pues ν es invariante con f |K . Ahora veamos que si ν es ergódica para f |K entonces µ
es ergódica para f |C(K). Sea B ⊂ C(K) boreliano tal que f−1(B) = B. Tenemos que
f−1(B ∩K) = f−1(B) ∩ f−1(K) = B ∩K. Luego, como ν es ergódica para f |K , se
cumple ν(B ∩K) ∈ {0, 1}. Entonces:
µ(B) = ν(B ∩K) ∈ {0, 1}, lo que prueba la ergodicidad de µ.
(c) Sea µ un medida de probabilidad invariante para f |C(K). Entonces:
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µ(C(K)) = 1. Debemos probar que µ(K) = 1 (lo cual implica que µ(C(K) \K) = 0).
Por el Lema de Recurrencia de Poincaré, µ-c.t.p. es recurrente; es decir x ∈ ω(x) para
µ-c.t.p. x ∈ C(K). Para probar que µ(K) = 1 basta probar que x ∈ K para cualquier
x ∈ C(K) tal que x ∈ ω(x). Para esto, alcanza demostrar que ω(x) ⊂ K para todo
x ∈ C(K). En efecto, por la definición de omega-ĺımite, si y ∈ ω(x) entonces

y = ĺım
j→+∞

fnj (x), nj → +∞.

Luego:

dist(y,K) = ĺım
j→+∞

dist(fnj (x),K) ≤ ĺım sup
n→+∞

dist(fn(x),K).

Como x ∈ C(K), por la definición de cuenca de atracción topológica dada en (5.3),
tenemos:

ĺım sup
n→+∞

dist(fn(x),K) = ĺım
n→+∞

dist(fn(x),K) = 0.

Luego dist(y,K) = 0, o lo que es lo mismo y ∈ K para todo y ∈ ω(x), como queŕıamos
demostrar.

5.3. Atractores hiperbólicos caóticos

En esta sección consideramos el caso particular en que X = M es una variedad
diferenciable compacta y riemanniana, y f ∈ Diff 1(M).
Se llaman atractores hiperbólicos, a aquellos atractores topológicosK que están sopor-
tados en las variedades inestables de un conjunto compacto no vaćıo (unif. o no unif.)
hiperbólico Λ ⊂ K. Más precisamente: K es un atractor hiperbólico si es un atractor
topológico y existe un conjunto invariante compacto y (unif. o no unif.) hiperbólico
Λ ⊂ K tal que K ⊂ ⋃p∈ΛW

u(p).
El caso no trivial es cuando la dimensión de estas variedades inestables es mayor o
igual que 1, para µ- casi todo punto x ∈ K para alguna medida invariante µ, soportada
en el atractor K. Como son variedades inestables de puntos de un conjunto hiperbóli-
co, los exponentes de Lyapunov en las direcciones tangentes a estas variedades (tan-
gentes al atractor) son positivos. Llamaremos a tales atractores topológicos, atractores
hiperbólicos caóticos.
La búsqueda de variedades inestables que soporten el atractor, es una de las moti-
vaciones más relevantes de la teoŕıa de sistemas dinámicos diferenciables. Significa
que la dinámica dentro de un atractor topológico K (es decir la dinámica de f |K)
puede ser expansiva en el futuro, o en otras palabras, caótica; por tener exponentes de
Lyapunov positivos. Dicho de otra forma, veamos el caso en que el atractor K sea or-
bitalmente estable (ó Lyapunov estable, respectivamente). La estabilidad orbital (de
Lyapunov, resp.) rige en la cuenca de atracción C(K). En efecto, por definición, la
estabilidad orbital (de Lyapunov resp.) tiene significado no trivial solo para las órbitas
de C(K) fuera de K. Sin embargo, no es contradictoria con una dinámica inestable
y expansiva, dada por los exponentes de Lyapunov positivos, dentro del atractor K
(ver Ejercicio 5.3.1).
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El siguiente ejercicio muestra un ejemplo en el que la dinámica dentro del atractor
topológico es expansiva o caótica: el atractor está formado por las variedades inesta-
bles de puntos con exponentes de Lyapunov positivos:

Ejercicio 5.3.1. Atractor Solenoide (Smale-Williams)
Sea S ⊂ R3 el toro sólido compacto, definido como la imagen en R3 de la siguiente
parametrización con tres parámetros reales (en coordenadas ciĺındricas)

(r, ϕ, θ) ∈ [0, a]× [0, 2π] × [0, 2π],

donde 0 < a < 1/2 es una constante real:

x = (r − 1/2) cosθ cosϕ

y = r cos θ senϕ

z = r sen θ

(a) Interpretar el significado geométrico de los parámetros (r, ϕ, θ) en R3 y dibujar el
toro sólido S. (Sugerencia, dibujar primero el disco circular de radio a en el plano xz
(es decir el plano {ϕ = 0}). Luego, observar que S es el sólido de revolución que se
obtiene haciendo girar ese disco alrededor del eje de las z).
(b) Sea f : S 7→ int(S) continua, tal que lleva cada disco circular Dϕ que se ob-
tiene cortando S con el plano ϕ constante, en un disco circular f(Dϕ) de radio a/4,
contenido en la sección D2ϕ, de modo que f |Dϕ

= f3 ◦ f2 ◦ f1 donde:
• f1 es una rotación con eje z de ángulo ϕ (esto implica que f1(Dϕ) = D2ϕ; cuando
escribimos 2ϕ nos referimos a este ángulo módulo 2π).
• f2 es una homotecia de razón 1/4 que lleva el centro del disco D2ϕ al punto, en el
interior de D2ϕ, con parámetros (a/2, 2ϕ, 0)
• f3 es una rotación de ángulo ϕ alrededor del eje perpendicular al plano del disco
D2ϕ que pasa por el centro del ćırculo D2ϕ.
Verificar que f : S 7→ f(S) es inyectiva, y que f(S) es un compacto contenido en el
interior de S. Dibujar f(S). Sugerencia: f(S) da dos vueltas alrededor del eje de las
z. Ver por ejemplo [Pi 2007, Figure 1].
(c) Sea K =

⋂
n≥0 f

n(S) el atractor topológico con cuenca local de atracción S. Sea,

para cada N ≥ 0 el compacto KN =
⋂N

n=0 f
n(S). Sea AN = KN ∩ {(r, ϕ, θ) ∈ S :

ϕ = 0}. Dibujar A1, A2,K1,K2, y probar que KN+1 ⊂ int(KN) para todo N ≥ 0.
(Sugerencia: inducción en N).
(d) Para cada punto p ∈ K se define la variedad inestable de p del siguiente modo:

Wu(p) =

= {q ∈ S : ∃ f−n(q) ∈ S ∀ n ≥ 0 y ĺım
n→+∞

dist(f−n(q), f−n(p)) = 0}.

Probar que Wu(p) es una variedad inmersa en R3 de dimensión 1. Sugerencia: Fijar
un punto cualquiera q ∈ Wu(p). No es restrictivo asumir que la coordenada ϕ de q
es cero. Usando las secciones AN definidas en la parte (c) probar que la componente
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conexa de la intersección de Wu(p) con un entorno pequeño de punto q en R3, es un
arco diferenciable.
(e) Probar que el atractor K es:

K =
⋃

p∈K

Wu(p).

(f) Probar que K es un atractor topológico caótico. Esto significa que para alguna
medida invariante µ soportada en K, para µ-c.t.p. p ∈ K y para toda dirección
tangente inestable 0 6= v ∈ Tp(W

u(p)) = Tp(K) el exponente de Lyapunov de v hacia
el futuro es positivo. Alcanza con probar que:

ĺım inf
n→+∞

log ‖dfn(v)‖
n

≥ log 2 > 0 ∀ p ∈ K, ∀ 0 6= v ∈ Tp(W
u(p)).

(Sugerencia: probar que ‖dfp(v)‖/‖v‖ ≥ 2 para todo p ∈ K y para todo 0 6= v ∈
Tp(W

u(p)).)

El siguiente ejemplo muestra, además del atractor solenoide expuesto en el Ejercicio
5.3.1, otro atractor topológico formado por la clausura de la variedad inestable de un
conjunto hiperbólico.

Ejemplo 5.3.2. Herradura de Smale en el disco
Sea T : [0, 1]2 ⊂ R2 7→ T ([0, 1]2) ⊂ R2 la herradura de Smale lineal, definida en 3.5.1.
Sea el “disco ”rectangular D = [0, 1] × [−3, 3] ⊂ R2. D es homeomorfo a un disco
compacto. Ver Figura 5.2. Tenemos

[0, 1]2 ⊂ D.

Denotamos
D = D1 ∪Q ∪D2, donde

D1 = {(x, y) ∈ D : y ≤ −2}, D2 = {(x, y) ∈ D : y ≥ 2}, y

Q = {(x, y) ∈ D : −2 < y < 2}. Luego: [0, 1]2 ⊂ Q, int(Q) \ [0, 1]2 6= ∅.
Sea f : D 7→ f(D) ⊂ int(D) un difeomorfismo construido como se describe a contin-
uación (ver Figura 5.2):

f = f2 ◦ f1, donde

f1 : D 7→ f1(D) ⊂ R2 tal que f1(x, y) =
(1

5
x, 5 y

)
∀ (x, y) ∈ D,

f2 : f1(D) 7→ f(D) ⊂ int(D) tal que

• f2|f1(D1) es una traslación compuesta con la transformación lineal (x, y) 7→ (x, y/10),
tal que

f(D1) = f2 ◦ f1(D1) ⊂ int(D1).

• f2|f1(D2) es una traslación compuesta con la transformación lineal (x, y) 7→ (−x,−y/10),
tal que

f(D2) = f2 ◦ f1(D2) ⊂ int(D1), f(D1) ∩ f(D2) = ∅.
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Figura 5.2: Herradura de Smale en el disco D (las escalas están deformadas).

• f(Q) = f2 ◦ f1(Q), tal que f restringida al cuadrado [0, 1]2 ⊂ int(Q) es la transfor-
mación T definida en la Sección 3.5:

f |[0,1]2 = f2 ◦ f1|[0,1]2 = T : [0, 1]2 7→ T ([0, 1]2) ⊂ int(Q ∪D2).

• f |(Q \ [0, 1]2) es tal que

{p ∈ Q \ [0, 1]2 : ∃ f−n(p) ∈ Q \ [0, 1]2 ∀ n ≥ 0} = ∅.

(a) La construcción anterior puede realizarse de modo que f sea un difeomorfismo
sobre su imagen, a pesar que las fórmulas de construcción de f |D1 , f |D2 y f |[0,1]2

están fijas de antemano. Esto es porque D1, D2, [0, 1]2 son compactos disjuntos dos a
dos, cuyas imágenes son compactas disjuntas dos a dos.
(b) De la definición de f |D1 se deduce que es una transformación af́ın (lineal com-
puesta con una traslación) cuya matriz asociada es diagonal con valores propios 1/5
y 1/2. Además f |D1 es continua y f(D1) ⊂ intD1. Entonces f |D1 es una contracción
uniforme del conjunto compacto D1 en su interior. Por el teorema del punto fijo de
Banach, existe p0 = (x0, y0) ∈ int(D1) tal que f(p0) = p0. Además, como los valores
propios de df(p0) son 1/5 y 1/2, p0 es un pozo hiperbólico. Consideremos su variedad
inestable Wu(p0) definida por

Wu(p0) := {q ∈ D : ∃ f−n(q)∀ n ∈ N y ĺım
n→+∞

dist(f−n(q), p0) = 0}.

Siendo p0 un pozo, deducimos que Wu(p0) tiene dimensión cero. Precisamente

Wu(p0) = {p0} =
⋂

n≥0

fn(D1).



152 Eleonora Catsigeras

(c) Sea Λ ⊂ int([0, 1]2) el conjunto compacto maximal invariante de la Herradura de
Smale lineal T : [0, 1]2 7→ int(D) (según Definición 3.5.3). Por construcción de Λ =⋂

n∈Z
fn([0, 1]). Entonces, para todo p ∈ Λ existe f−n(p) y está en [0, 1]2 cualquiera

sea n ∈ N.
Para cada p ∈ Λ consideramos su variedad inestable Wu(p), definida por:

Wu(p) := {q ∈ D : ∃ f−n(q)∀ n ∈ N y ĺım
n→+∞

dist(f−n(q), f−n(p)) = 0}.

Definimos Wu(Λ), que llamamos variedad inestable del conjunto Λ por:

Wu(Λ) :=
⋃

p∈Λ

Wu(p).

Sea Wu
loc(Λ), que llamamos variedad inestable local en el cuadrado [0, 1]2 del conjunto

Λ, definida por:

Wu
loc(Λ) := {q ∈Wu(Λ) : f−n(q) ∈ [0, 1]2 ∀ n ≥ 0}.

Por construcción

Λ ⊂Wu
loc(Λ) ⊂Wu(Λ) y fn(p) ∈ [0, 1]2 ∀ n ∈ Z si y solo si p ∈ Λ.

Ejercicio 5.3.3. En el ejemplo 5.3.2 probar que

Wu
loc(Λ) =

⋂

n≥0

fn([0, 1]2) =
⋂

n≥0

T n([0, 1]2) y

⋂

n=0

T n([0, 1]2) = [0, 1]2
⋂ ( ⋂

n≥N

T n([0, 1]2)
)

∀ N ≥ 0. (5.4)

Deducir que para todo p ∈ Λ, Wu
loc(p) es una subvariedad de dimensión uno.

Probar que Wu(Λ) =
⋃

n≥0 f
n(Wu

loc(Λ)).
Probar que f(Wu(Λ)) = Wu(Λ)

Del Ejercicio 5.3.3 y teniendo en cuenta que f es un difeomorfismo, deducimos que
Wu(p) es una variedad inmersa de dimensión uno para todo p ∈ Λ. En la Figura
5.3 ilustramos gráficamente un arco de la variedad inestable global Wu(p) para un
punto p ∈ Λ. Esta subvariedad global se arrolla infinitamente sobre śı misma, de tal
forma que resulta imposible dibujarla completamente, pero śı puede ser imaginada
mentalmente en su totalidad.
En el Ejemplo 5.3.2 sea Λ∗ el conjunto hiperbólico definido por

Λ∗ := Λ ∪ {p0}. (5.5)

Sea Wu(Λ∗) la variedad inestable de Λ∗ definida por

Wu(Λ∗) :=
⋃

p∗∈Λ∗

Wu(p∗) = {p0} ∪Wu(Λ),

donde p0 es el pozo construido en D1 ⊂ D. En efecto, se que como p0 es un pozo,
entonces

Wu
p0

= {q ∈ Λ∗ : ĺım
n→+∞

dist(f−n(q), f−n(p0)) = 0} = {p0}.
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Figura 5.3: Arco de la variedad inestable Wu(p) por el punto p en el atractor de la
Herradura de Smale.

Proposición 5.3.4. Sea Λ∗ el conjunto hiperbólico construido por la igualdad (5.5)
en el Ejemplo 5.3.2. Entonces Wu(Λ∗) es un atractor topológico e int(D) es cuenca
local de atracción de Wu(Λ∗).

Demostración. Como por construcción f(int(D)) ⊂ int(D), aplicando la Proposición
5.1.9, basta demostrar que

Wu(Λ∗) = K :=
⋂

n≥0

fn(D).

Wu(Λ∗) ⊂ D y fn(Wu(Λ∗)) = Wu(Λ∗) para todo n ≥ 0. Luego Wu(Λ∗) ∈ fn(D)
para todo n ≥ 0. Luego Wu(Λ∗) ⊂ K. Ahora demostremos la inclusión opuesta. Sea
p ∈ ⋂n≥0 f

n(D). Entonces, teniendo en cuenta que f : D 7→ f(D) es inyectiva, para
todo n ≥ 0 existe único pn ∈ D tal que

p = fn(pn), pn = f(pn+1).

Tenemos D = D1 ∪ D2 ∪ Q, siendo estos tres conjuntos disjuntos dos a dos. Por
construcción de f se cumple f(D1) ⊂ int(D1), f(D2) ⊂ int(D1), {p : f−n(p) ∈
Q \ [0, 1]2 ∀ n ≥ 0} = ∅. Luego, existen solo dos posibilidades para la sucesión de
puntos {pn}n≥0:
Caso 1: Existe N ≥ 0 tal que pn ∈ [0, 1]2 para todo n ≥ N .
Caso 2: pn ∈ D1 para todo n ≥ 0.
En el Caso 1:

p ∈ fN
( +∞⋂

m=0

fm([0, 1]2
)

= fN(Wu
loc(Λ)) ⊂Wu(Λ).

En el Caso 2:

p ∈
+∞⋂

m=0

fm(D1) = {p0}.
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Hemos probado que p ∈ {p0}
⋃
Wu(Λ) = Wu(Λ∗) ⊂Wu(Λ∗), como queŕıamos.

Para terminar la demostración de la Proposición 5.3.4, resta probar que K = Wu(Λ∗)
es un atractor hiperbólico caótico: es decir existe una medida invariante µ soportada
en K tal que para µ-c.t.p. p ∈ K la dimensión de la variedad inestable es uno.
En efecto, ya probamos que Wu(p) tiene dimensión uno para todo p ∈ Λ = Λ ∗ \{p0}.
Entonces basta demostrar que existe una medida invariante µ tal que µ(Λ) = 1. En
efecto, como Λ es el conjunto maximal invariante de la Herradura de Smale lineal
definida en la sección 3.5, se tiene Λ compacto y f(Λ) = Λ. La transformación f |Λ es
continua de un espacio métrico compacto Λ en śı mismo. Por el teorema de existencia
de medidas invariantes, existe alguna probabilidad ν invariante para f |Λ. Definimos
la siguiente medida µ, en los borelianos B ⊂ D:

µ(B) = ν(B ∩ Λ).

Es inmediato chequear que µ es una probabilidad en D, invariante por f : D 7→ D y
que µ(Λ) = 1, terminando la demostración de la Proposición 5.3.4.

5.4. Atractores ergódicos

En esta sección consideraremos f : M 7→ M continua en una variedad compacta
y riemanniana M . Por el teorema ergódico de Birkhoff-Khinchin, cualquiera sea la
medida invariante µ, para µ-c.t.p. x ∈M y para toda función ψ ∈ L1(µ) (en particular

para toda función continua ψ) existe el promedio temporal asintótico ψ̃ (en el futuro)
definido por:

ψ̃(x) = ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

ψ(f j(x)).

Es decir, para µ-c.t.p. x fijo en la variedad M , está definido el funcional lineal

ψ ∈ C0(M,R) 7→ ψ̃(x).

Por el teorema de Representación de Riesz, existe una medida de probabilidad µx tal
que

ψ̃(x) =

∫
ψ dµx para µ− c.t.p. x ∈M, ∀ µ ∈ Mf ,

donde Mf denota el espacio de todas las medidas de probabilidad en la sigma-álge-
bra de Borel de M que son f -invariantes. En los caṕıtulos anteriores probamos que
µx ∈ Mf . Además, dotando el espacio M de probabilidades (no necesariamente f -
invariantes) de la topoloǵıa débil-estrella, tenemos:

µx = ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

δfj(x) para µ− c.t.p. x ∈M, ∀ µ ∈ Mf ,

donde el ĺımite es tomado en M con la topoloǵıa débil∗ y δy denota la probabilidad
Delta de Dirac soportada en el punto y ∈M.
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En las secciones anteriores vimos además que µx es ergódica para µ-c.t.p. x ∈ M ,
para toda µ ∈ Mf . Luego, el promedio temporal asintótico ψ̃(x) coincide con el valor
esperado de ψ con respecto a la probabilidad µx.
Por un lado, notamos que la teoŕıa ergódica desarrollada hasta ahora es válida para
µ-c.t.p. x ∈M , y en general, no para cualquier punto x ∈M . Dicho de otra forma, si
el criterio de selección de los puntos iniciales x ∈M no es µ.c.t.p. para alguna medida
µ ∈ Mf , entonces no necesariamente existen los promedios asintóticos de Birkhoff

ψ̃(x). Y si existen, en general, no coinciden con el promedio espacial que resulta de
integrar ψ respecto a una medida ergódica.
Por otro lado, cuando se tiene un atractor topológico K con cuenca local V (abier-
ta), el criterio de selección de los estados iniciales, por la propia definición de atractor
topológico, reside en tomar los puntos x ∈ V para algún abierto V . El criterio topológi-
co de relevancia u “observabilidad” de conjuntos de órbitas, es que estos conjuntos
sean abiertos, o más en general, con interior no vaćıo.
Sin embargo, en la mayoŕıa de los ejemplos de atractores topológicos que vimos en
la sección anterior, el atractor K (que está contenido en su cuenca local V ) tiene
interior vaćıo. Además vimos (Proposición 5.2.3), que las medidas µ invariantes por
f |V (que siempre existen) están soportadas en K. Entonces µ-c.t.p. x de la cuenca
V , está en K. Luego, el teorema ergódico de Birkhoff, y el teorema de existencia de
medidas invariantes y ergódicas, no aseguran la existencia de los promedios temporales
asintóticos, para las órbitas con punto inicial en un conjunto de estados iniciales
relevante u “observable”, desde el punto de vista topológico.
Notamos que, en general, no hay esperanza que los promedios temporales asintóticos
existan para las órbitas con punto inicial en un conjunto de estados iniciales con inte-
rior no vaćıo (es decir, relevante u “observable”, desde el punto de vista topológico).
En efecto, si K es un atractor topológico con cuenca de atracción C(K) (abierta), se
puede demostrar que si f |C(K) no es únicamente ergódica (y en general no lo es), en-
tonces el conjunto de estados iniciales x ∈ C(K) para los cuales no existe el promedio
asintótico de Birkhoff, es denso. Luego, el conjunto de estados iniciales para los cuales
existe ese promedio temporal asintótico, tiene interior vaćıo.
Por estos motivos, entre otras razones, se adopta otro criterio de “observabilidad” de
las órbitas o de selección de los estados iniciales. Es un criterio medible en vez de
topológico, pero que considera a la mayoŕıa de los puntos de la cuenca C(K).

Definición 5.4.1. Criterio de observabilidad medible
Cuando el espacio es una variedad riemanniana M , el criterio medible de “observabil-
idad” de las órbitas, es que formen un conjunto con medida de Lebesgue positiva.

Lo anterior justifica las siguientes definiciones:

Definición 5.4.2. Atractor ergódico
Sea f : M 7→M continua en una variedad compacta y Riemanniana M de dimensión
finita. Denotamos con m a la medida de Lebesgue en M . Notamos que m no es
necesariamente f -invariante.
Un conjunto compacto no vaćıo K se llama atractor ergódico si:
• f−1(K) = K = f(K)
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• Existe un abierto V ⊃ K tal que

ĺım
n→+∞

dist(fn(x),K) = 0 para Lebesgue-c.t.p. x ∈ V. (5.6)

•
∃ µ ergódica tal que: µ(K) = 1,

µ(K ′) < 1 para todo compacto K ′ ⊂ K, K ′ 6= K, y

∃ ψ̃(x) = ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

ψ(f j(x)) =

∫
ψ dµ (5.7)

para Lebesgue-c.t.p. x ∈ V y ∀ ψ ∈ C0(M,R).

Un abierto V ⊃ K que satisface las condiciones anteriores, se llama cuenca local de
atracción del atractor ergódico K.

Nota: No todos adoptan la Definición 5.4.2. Algunos autores exigen que K sea,
por definición, un atractor topológico que satisface además la condición (5.7), para
llamarlo atractor ergódico (ver por ejemplo [Pug-Shu 1989]).

Definición: Medida SRB o f́ısica soportada en un atractor ergódico
Se observa que cuando existe una medida µ ergódica, soportada en el atractor ergódico
K, que satisface la igualdad (5.7) para Lebesgue-c.t.p. x ∈ V , donde V es un entorno
de K, entonces esta medida es única. En efecto, dos medidas diferentes no pueden
satisfacer la igualada (5.7), ambas para Lebesgue c.t.p. x ∈ V , pues cuando un punto
satisface la igualdad (5.7) para una medida, no puede satisfacerla para otra medida
diferente.
Tal medida ergódica única µ se llama medida SRB ergódica o también medida f́ısica
ergódica, del atractor ergódico K dado.
En 5.5.6 definiremos medida SRB o medida f́ısica µ, en un contexto más general,
aunque µ no esté soportada en un atractor ergódico.

Observación: Dado cualquier atractor topológico K con cuenca local V , debido a la
Proposición 5.2.3 siempre existen medidas invariantes y ergódicas para f |V , y están
soportadas en K. Si alguna de estas medidas ergódicas µ satisface la condición (5.7)
para Lebesgue-casi todo punto x ∈ V , entonces K es un atractor ergódico.

Ejercicio 5.4.3. Sea K el atractor topológico del Ejemplo 5.3.2 de la Herradura de
Smale f en el disco D bidimensional.
(a) Probar que para todo k ≥ 2 natural, existe en K órbita periódica o de peŕıodo
k. Probar que la medida invariante soportada en esa órbita periódica es ergódica,
soportada en el atractor, pero no es medida SRB.
Sugerencia: probar que el conjunto de puntos x ∈ D tales que dist(fn(x), o) → 0
es la variedad estable global W s(o) de la órbita periódica o. Probar que W s(o) es
localmente, alrededor de o, el producto cartesiano de un conjunto de Cantor en el
intervalo, por un segmento de recta. Demostrar que ese conjunto de Cantor tiene
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medida de Lebesgue (unidimensional) igual a 0 y concluir que la medida de Lebesgue
(bidimensional) de W s(o) es nula.
(b) Probar que existe un único punto fijo p0 ∈ D por f en el disco D tal que
Lebesgue-c.t.p. x ∈ D cumple dist(fn(x), p0) → 0. Concluir que {p0} es un atractor
ergódico.
(c) Probar que el atractor ergódico {p0} no es caótico de acuerdo a la siguiente
definición:

Definición (atractor ergódico caótico): Un atractor ergódico se llama caótico,
si para µ-c.t.p. existen exponentes de Lyapunov estrictamente positivos, donde µ es
la (única) medida SRB ergódica del atractor.
(d) Concluir que el atractor K del Ejemplo 5.3.2 es atractor topológico hiperbólico
caótico (cf. definición en la Sección 5.3), pero no es atractor ergódico caótico.

Observación 5.4.4. (Observabilidad Lebesgue-medible de la cuenca)
A diferencia de los atractores topológicos, para los atractores ergódicosK la atracción
a K de las órbitas en su cuenca V dada por la igualdad (5.6) es solo para Lebesgue
c.t.p. x ∈ V , y no necesariamente para todo punto x ∈ V . Es un criterio de ob-
servabilidad medible Lebesgue-c.t.p. de la cuenca. Entonces un atractor ergódico no
es necesariamente un atractor topológico. En el Ejercicio 5.4.6 se muestra un ejemplo
de atractor ergódico que no es topológico.
Por otra parte, un atractor topológico satisface la igualdad (5.1) para todo x ∈ V .
Luego satisface (5.6). Pero no necesariamente satisface la condición de existencia de
una medida SRB ergódica para la cual valga la igualdad (5.7). Entonces un atractor
topológico no es necesariamente un atractor ergódico. En el ejercicio 5.4.5 se muestra
un ejemplo de atractor topológico que no es ergódico.

Ejercicio 5.4.5. Sea en Q = [0, 1]2 la aplicación T (x, y) =
(
(1/2)x, y

)
. Probar que el

segmento K = {0} × [0, 1] es un atractor topológico pero no es un atractor ergódico.
Sugerencia: para probar que K no es atractor ergódico, demostrar que toda medida
µ ergódica es delta de Dirac en un punto fijo y que el conjunto de puntos x ∈ Q para
los cuales vale la igualdad (5.6) tiene medida de Lebesgue cero.

Ejercicio 5.4.6. Sea en el disco D = {z ∈ C : |z| ≤ 1} la transformación f : D 7→ D
que deja fijo el origen y tal que para todo z 6= 0 expresado en polares, f(z) está dado
por la siguiente fórmula:

f(ρeiϕ) = ρ̂eiϕ̂,

donde

ϕ̂ =
3

2
ϕ si 0 ≤ ϕ < π(mód2π),

ϕ̂ = π +
ϕ

2
si π ≤ ϕ < 2π(mód2π),

ρ̂ =
(
1 − ϕ̂

2π

)
ρ.

(a) Bosquejar las órbitas (Sugerencia: los puntos ϕ = 0 son fijos, y las demás órbitas
son tales que el argumento tiende a 2π por abajo y el módulo tiende a cero).
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(b) Probar que toda órbita con punto inicial z que no se encuentre en el segmento
ϕ = 0 es tal que la distancia al origen tiende a cero y la sucesión de promedios de
Birkhoff de las funciones continuas ψ tiende a

∫
ψ dδ0, donde δ0 es la Delta de Dirac

soportada en el origen.
(c) Concluir que K = {0} es un atractor ergódico pero no es atractor topológico.
Nota: En este ejemplo f es discontinuo en el semieje real positivo. Sin embargo, puede
construirse un ejemplo continuo con bosquejo similar de órbitas.

Observación 5.4.7. Por un lado tenemos el criterio de observabilidad de la cuenca
local V del atractor. O bien la atracción se produce para todo estado inicial x en el
abierto V (criterio de observabilidad topológica) o bien la atracción se produce solo
para Lebesgue c.t.p. x ∈ V (criterio de observabilidad Lebesgue-medible). El criterio
de observabilidad de la cuenca es entonces el criterio con el cual se eligen los estados
iniciales para observar a dónde son atráıdas las órbitas.

Definición 5.4.8. Atracción topológica En forma independiente al criterio de
observabilidad de los estados iniciales en la cuenca local, la atracción en śı misma,
definida por la igualdad (5.1) para los atractores topológicos, y por la igualdad (5.6)
para los atractores ergódicos se llama atracción topológica. Esta significa, por defini-
ción, que el ĺımite de la distancia al atractor K existe y es cero, desde los puntos
iniciales elegidos según el criterio de observabilidad que corresponda.

Definición 5.4.9. Atracción estad́ıstica. Esta significa, por definición, que los
promedios de Birkhoff de las funciones continuas convergen (o por lo menos, en un
contexto más general, tienen subsucesiones convergentes) al valor esperado respecto
a alguna medida invariante µ soportada en el atractor K, desde los puntos iniciales
elegidos según el criterio de observabilidad que corresponda. En un contexto más
general, µ no es necesariamente ergódica.
Lo usual es que cuando se estudia la atracción estad́ıstica, el criterio de selección de
puntos iniciales sea el de observabilidad medible Lebesgue c.t.p.

En los próximos ejemplos veremos casos particulares de existencia y de no existencia
de atractor ergódico.

Ejemplo 5.4.10. En el tent map del intervalo, todo el intervalo es un atractor
topológico y ergódico a la vez, cuya medida ergódica SRB (o f́ısica) es la medida
de Lebesgue (ver por ejemplo [Bu 2011]).

Ejemplo 5.4.11. En el flujo Polo Norte-Polo Sur, el Polo Sur es atractor ergódico y
topológico a la vez, cuya media ergódica SRB (o f́ısica) es la delta de Dirac soportada
en el Polo Sur.

Ejemplo 5.4.12. .
Contraejemplo: Rotación irracional de la esfera.
En este ejemplo no existen atractores ergódicos. Sea f : S2 7→ S2 continua, definida en
la superficie esférica S2 por la siguiente parametrización en coordenadas “esféricas”:
S2 : {(x, y, z) ∈ R3 : x = cosϕ sen θ, y = senϕ sen θ, z = cos θ, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤
θ ≤ π}
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f está definida por las siguientes ecuaciones en coordenadas esféricas:

f(ϕ, θ) = (ϕ̂, θ̂) donde:

θ̂ = θ

ϕ̂ = ϕ+ a

siendo a ∈ (0, 2π) una constante tal que a/2π es irracional.

Es inmediato chequear que los polos C0 = {θ = 0} y Cπ = {θ = π} son puntos
fijos por f , y que cada circunferencia Cθ, con θ constante diferente de 0 y de π, es
invariante por f . Además, f |Cθ

es una rotación irracional si θ 6= 0, π. Por lo tanto
toda órbita por f es densa en la sección Cθ donde está contenida. Deducimos que no
hay órbitas densas en S2. Luego, f : S2 7→ S2 no es transitivo.

Sea m la medida de Lebesgue bidimensional en la esfera S2 (normalizada para que
sea una probabilidad, es decir, dividimos la medida de Lebesgue en la esfera, entre el
área de toda la esfera, para que m(S2) = 1). Esta medida es invariante con f , pues
el Jacobiano |detdf | es idénticamente igual a 1. Sin embargo m no es ergódica, pues
m es positiva sobre abiertos pero f no es transitivo.

Afirmación: No existen atractores ergódicos para la rotación irracional f en la
esfera S2.

Demostración. Por absurdo, supongamos que existe un atractor ergódicoK y llamem-
os V a su cuenca local de atracción. Entonces K es compacto no vaćıo e invariante por
f y V es abierto que contiene a K. Sea p ∈ V . Vimos que ω(p) = Cθp

donde Cθp
es la

sección horizontal de la esfera que contiene al punto p. De la igualdad (5.6) deducimos
ω(p) ⊂ K para Lebesgue c.t.p. p ∈ V . Entonces Cθp

⊂ K, y como p ∈ Cθp
deducimos

que p ∈ K. Hemos probado que, bajo la hipótesis de absurdo, Lebesgue c.t.p. p ∈ V
está contenido en K. Como K es compacto, tenemos V ⊂ K. Pero por definición de
atractor ergódico K ⊂ V . Entonces K = V es compacto y abierto a la vez, y es no
vaćıo. Como S2 es conexo concluimos que, si existiera un atractor ergódico K, éste
seŕıa toda la esfera K = S2.

Por (5.7), el promedio temporal asintótico ψ̃(p) debeŕıa ser constante para m-c.t.p.
p ∈ V = S2, para cualquier función continua ψ : S2 7→ R. Como en este ejemplo m es
invariante, entonces m seŕıa una medida ergódica, contradiciendo que m es positiva
sobre abiertos y f no es transitivo.

Nota: En este ejemplo 5.4.12 toda la esfera es un atractor topológico (en realidad
es el único atractor topológico). Luego, este ejemplo prueba que no todo atractor
topológico es un atractor ergódico.

Ejemplo 5.4.13. Sea f =

[
2 1
1 1

]

mód(1, 1)
en el toro T2. Es ergódico respecto a

la medida de Lebesgue m. Entonces todo el toro T2 es un atractor ergódico y m es la
medida ergódica SRB o f́ısica.



160 Eleonora Catsigeras

5.5. Atracción estad́ıstica y medidas SRB o f́ısicas

Independientemente de si existe o no un atractor ergódico, dada un medida de prob-
abilidad µ (no necesariamente ergódica ni invariante) definimos el siguiente conjunto
B(µ) en el espacio X donde actúa f :

Definición 5.5.1. Cuenca de atracción estad́ıstica

Sea f : X 7→ X una transformación continua en un espacio métrico compacto. Sea
µ ∈ M una probabilidad.

Se llama cuenca de atracción estad́ıstica de µ al siguiente conjunto:

B(µ) := {x ∈ X : ĺım
n→+∞

1

n

+∞∑

j=0

ψ(f j(x)) =

∫
ψ dµ ∀ ψ ∈ C0(X,R)}.

Usando la caracterización de la topoloǵıa débil∗ en el espacio M obtenemos:

B(µ) = {x ∈ X : ĺımn→+∞ σn,x = µ}, dónde (5.8)

σn,x := 1
n

∑n−1
j=0 δfj(x). (5.9)

Observación: La cuenca de atracción estad́ıstica de cualquier medida de probabilidad
µ es un conjunto medible. En efecto, tomando una familia numerable {ψi}i∈N de
funciones reales continuas ψ : X 7→ [0, 1] que sea denso en el espacio C0(X, [0, 1]), la
igualdad dentro de la definición de la cuenca B(µ), se verifica para toda ψ ∈ C0(X,R)
si y solo si se verifica para ψi para todo i ∈ N. Para cada i fijo, la igualdad se
satisface para un conjunto medible, pues el ĺımite puntual de una sucesión de funciones
continuas es medible. Luego, B(µ) es la intersección numerable de conjuntos medibles;
es decir, es medible.

Definición 5.5.2. Probabilidades emṕıricas

Se observa que σn,x, definida por la igualdad (5.9), es una medida de probabilidad,
para todo n ≥ 1 y para todo x ∈ X (en general σn,x no es f invariante). Es la
probabilidad promedio concentrada en los puntos de tramos finitos de la órbita futura
por x.
Las probabilidades σn,x (para cualquier n ≥ 1, con x ∈ X fijo) se llaman probabilidades
emṕıricas de la órbita futura por x. Este nombre proviene de que un experimenta-
dor no puede observar los promedios temporales asintóticos (en tiempo infinito), sino
que observa los promedios hasta tiempo n finito. Estos promedios se pueden calcu-
lar como el valor esperado integrando respecto a las probabilidades emṕıricas. Más
precisamente, debido a la igualdad (5.9) tenemos:

1

n

n−1∑

j=0

ψ(f j(x)) =

∫
ψ dσn,x ∀ ψ ∈ C0(X,R).
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Observación 5.5.3. Si µ es una probabilidad tal que su cuenca de atracción es-
tad́ıstica B(µ) es no vaćıa, entonces µ es invariante con T (Ejercicio 5.5.5 a)). Se
puede caracterizar a una medida ergódica por la siguiente afirmación (Ejercicio 5.5.5
b)):

µ es invariante y ergódica si y solo si µ(B(µ)) = 1.

Para cualquier medida de probabilidad µ no invariante, y para cualquier medida
de probabilidad invariante no ergódica, se cumple µ(B(µ)) = 0 (Ejercicio 5.5.5 c)),
aunque B(µ) puede ser no vaćıo.

Observación 5.5.4. La cuenca de atracción estad́ıstica B(µ) de una medida invari-
ante µ no ergódica, puede ser no vaćıa, y además puede cubrir Lebesgue c.t.p.
En efecto, un ejemplo de homeomorfismo no diferenciable en un disco bidimensional
compacto D (que es adaptación de un difeomorfismo en el disco compacto, atribuido a
Bowen) exhibe una medida invariante y no ergódica µ tal que B(µ) 6= ∅ (ver [Cat 2012,
Example 7.2, case B]). Más aún, en este ejemplo, B(µ) contiene Lebesgue casi todo
punto x ∈ D a pesar que µ(B(µ)) = 0, es decir, el soporte de µ tiene medida de
Lebesgue nula. Luego, en este ejemplo, existe una medida SRB µ no ergódica, la
medida de Lebesgue m no es invariante, existe un atractor topológico no ergódico
cuya cuenca de atracción topológica es abierta y cubre Lebesgue casi todo punto, y
no existen atractores ergódicos.
En la versión C1 del ejemplo atribuido a Bowen (ver [Go-Kl 2007]), se cumple
m(B(µ)) = 0 para toda medida de probabilidad µ invariante soportada en el atractor
topológico. Luego, no existen medidas SRB. Además en este ejemplo, toda medida in-
variante es hiperbólica (tiene exponentes de Lyapunov no nulos) y tiene exponentes de
Lyapunov positivos. Como no existen medidas SRB, no existen atractores ergódicos.
Sin embargo, existe un atractor topológico cuya cuenca es abierta y cubre Lebesgue
casi todo punto.

Ejercicio 5.5.5. Sea f : X 7→ X continua en un espacio métrico X . Denotamos
M el espacio de todas las probabilidades de Borel (no necesariamente f -invariantes),
dotado de la topoloǵıa débil∗. Sea µ ∈ M.
a) Probar que si la cuenca de atracción estad́ıstica B(µ) es no vaćıa, entonces µ es
f -invariante.
b) Probar que µ es invariante y ergódica si y solo si µ(B(µ)) = 1.
c) Probar que si µ no es invariante, o si µ es invariante pero no ergódica, entonces

µ(B(µ)) = 0.

(Sugerencias: B(µ) es siempre un conjunto f -invariante. En el caso µ invariante,
aplicar el teorema de descomposición ergódica).

De la parte c) del Ejercicio 5.5.5 deducimos:

Una medida de probabilidad µ es f -invariante y ergódica si y solo si

µ(B(µ)) = 1,

donde B(µ) denota la cuenca de atracción estad́ıstica de µ.
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Definición 5.5.6. Medidas SRB o f́ısicas
(Sinai [Si 1972]- Ruelle [Rue 1976]-Bowen [Bow 1971, Bow-Rue 1975])
Sea f : M 7→ M continua en una variedad compacta y riemanniana M . Sea m la
medida de Lebesgue en M , normalizada para que sea una probabilidad: m(M) = 1.
(En general, m no es necesariamente f -invariante.) Sea µ ∈ M.
Decimos que la medida de probabilidad µ es SRB (Sinai-Ruelle-Bowen) o, indistin-
tamente, que es f́ısica, si

m(B(µ)) > 0,

donde B(µ) es la cuenca de atracción estad́ıstica de µ, definida en 5.5.1.

Nota: Si µ es SRB, entonces B(µ) 6= ∅, y por lo observado en la parte (a) del
Ejercicio 5.5.5, µ ∈ Mf (es decir las medidas SRB son invariantes con f).
De acuerdo a la Definición 5.5.6, una medida SRB puede no ser ergódica. En efecto,
en el ejemplo mencionado en 5.5.4, que es adaptación C0 de un ejemplo atribuido a
Bowen, existe medida SRB no ergódica.

Sobre la nomenclatura “SRB” y “f́ısica”. La Definición 5.5.6 de medida SRB
no es adoptada por todos los autores. En general se utiliza esta definición que solo
requiere m(B(µ)) > 0, solo para llamar f́ısica a la medida µ. Pero, para una parte
importante de matemáticos (por ejemplo [Bu 2011], [You 2002]), medida SRB no es
sinónimo de medida f́ısica. Llaman f́ısica a cualquier probabilidad µ cuya cuenca de
atracción estad́ıstica B(µ) tenga medida de Lebesgue positiva. Pero para llamar SRB
a µ, requieren que la probabilidad µ sea ergódica, tenga exponentes de Lyapunov
positivos, y tenga medidas condicionales inestables absolutamente continuas (vere-
mos más adelante qué significa esta propiedad adicional, al introducir las medidas de
Gibbs, mediante las Definiciones 6.1.9, 6.2.1 y 6.2.3). Esto es debido a que, entre otros
motivos, en el contexto restringido de los difeomorfismos de clase C1+α uniformemente
hiperbólicos, ambas definiciones son equivalentes (ver Teorema 6.3.4).
Nosotros adoptamos la definición de, por ejemplo, [Bon-Dia-Via 2005, Definition 1.9] o
[Jo 2005, Definition 22]. Aqúı, en la Definición 5.5.6, no estamos asumiendo ninguna
condición adicional a la fisicalidad de la medida para llamarla SRB o f́ısica (ni la
ergodicidad, ni la positividad de exponentes de Lyapunov, ni la continuidad absoluta
condicionada inestable). En resumen, usamos ambas palabras “SRB ”ó “f́ısica”, como
sinónimos.



Caṕıtulo 6

Teoŕıa de Pesin

6.1. Desintegración en medidas condicionales

En esta sección asumimos queX es un espacio métrico compacto, provisto de la sigma-
álgebra de Borel B, y que µ es una medida de probabilidad en (X,B). Expondremos
el enunciado de un resultado de la teoŕıa de la medida (el Teorema de Rohlin), válido
aunque no exista una dinámica definida en el espacio X . En la sección siguiente vere-
mos el uso del Teorema de Rohlin, junto con la Teoŕıa de Pesin, en sistemas dinámicos
de clase C1-más Hölder (cuando X tiene además, una estructura de variedad).

Definición 6.1.1. Partición medible

Se llama partición en X a una colección (puede ser finita, infinita numerable o infinita
no numerable)

P := {W (x)}x∈X

de subconjuntos W (x) ⊂ X (pueden ser medibles o no medibles) tales que:

(a) x ∈W (x) para todo x ∈ X (esto implica que
⋃

x∈X W (x) = X)

(b) Los conjuntos W (x) son dos a dos disjuntos; es decir, para toda pareja de puntos
x 6= y en X , ó bien W (x) = W (y) ó bien Wx ∩Wy = ∅.

La partición P se dice medible, si sus piezas W (x) son todas medibles y P está gen-
erada por una colección numerable de particiones finitas con piezas medibles. Esto
es:

(c) Existe una colección numerable {Pn}n≥1 donde:

(c1) Pn := {En,j}1≤j≤kn

es una partición finita de X para todo n ≥ 1, con exactamente kn piezas En,j ⊂ X
medibles (disjuntas dos a dos al cambiar j con n fijo, y cuya unión en j es X para
todo n fijo).

(c2) Pn+1 ≺ Pn ∀ n ≥ 1.

163
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Esto significa que cada pieza de la partición Pn+1 está contenida en alguna pieza de
la partición Pn (Se dice que Pn+1 es más fina que Pn y se denota Pn+1 ≺ Pn).

(c3) ∀ x ∈ X : W (x) =
⋂

n≥1

En,jn(x) ∈ P

donde 1 ≤ jn(x) ≤ kn es el único ı́ndice, para cada n fijo, tal que x ∈ En,jn(x) ∀ n ≥
1. Observar que esta última condición implica que para todo x ∈ X y para todos
n ≥ 1 y 1 ≤ j ≤ kn, o bien x 6∈ En,j , o bien W (x) ⊂ En,j . En otras palabras, cada
conjunto medible En,j están formado por piezas enteras de la partición P . Dicho de
otra forma: P ≺ Pn para todo n ≥ 1.
La condición (3) establece una condición más fuerte que P ≺ Pn para todo n ≥ 1: La
“intersección” decreciente de las particiones Pn es P . Esto se denota como

P =
+∞∨

n=1

Pn,

donde para cualquier pareja R,S de particiones finitas se define

R∨ S := {R ∩ S : R ∈ R, S ∈ S}.

La condición (c3) (junto con la propiedad de medibilidad de las piezas de cada par-
tición Pn) implica, en particular, la medibilidad de las piezas de P . Sin embargo el
rećıproco es falso, como veremos en el ejemplo del Ejercicio 6.1.5: existen particiones
P cuyas piezas son todas medibles y que no cumplen la condición (c). Estas par-
ticiones, no son particiones medibles, de acuerdo a esta definición, a pesar que sus
piezas son todas medibles, porque no está generada por ninguna colección numerable
de particiones con piezas medibles.

Ejercicio 6.1.2. Probar que si P es una partición con piezas medibles, y si P es
finita o infinita numerable, entonces P es una partición medible.

En los siguientes ejercicios veremos ejemplos de particiones medibles y no medibles,
con una cantidad no numerable de piezas:

Ejercicio 6.1.3. Sea X = [0, 1]2. Para cada (x0, y0) ∈ X se denota S(x0, y0) :=
{(x, y) ∈ X : x = x0} al segmento vertical de X que se obtiene seccionando X con la
recta x = x0 constante.
(a) Probar que la foliación F := {S(x, y)}(x,y)∈X es una partición medible de X .
(Sugerencia: considerar la colección numerable {En,i}n≥1,1≤i≤n de borelianos En,i :=
[(i− 1)/n, i/n)× [0, 1] si i < n, En,n := [(n− 1)/n, 1]× [0, 1].)
(b) En el intervalo [0, 1] sea K = ∩+∞

n=0Kn el conjunto de Cantor de los “tercios
mitad”, i.e. K0 = [0, 1] y Kn+1 se obtiene de Kn retirando de cada intervalo cerrado
I que forma a Kn el subintervalo abierto con punto medio en el punto medio de I
y con longitud (1/3)long(I). Sea en X , la partición {P} = {P (x, y)}(x,y)∈X definida
por P (x0, y0) = S(x0, y0) si x0 ∈ K, y P (x0, y0) := {(x, y) ∈ X : x 6∈ K} si x0 6∈ K.
Probar que P es una partición medible en X .
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(c) Sea ξ : X 7→ Y un homeomorfismo. Sea en Y la siguiente foliación G:

G := {ξ(S(ξ−1(x, y)))}(x,y)∈Y .

(Se dice que ξ−1 es una trivialización C0 de la foliación G). Probar que G es una
partición medible.
(d) Sean X e Y espacios métricos compactos, y sea en X × Y la partición F =
{S(x, y)}(x,y)∈X×Y por secciones verticales S(x0, y0) := {(x, y) ∈ X × Y : x = x0}.
Probar que F es una partición medible.

Ejercicio 6.1.4. Sean (X,A) e (Y,B) dos espacios medibles. Sea ξ : X 7→ Y una
transformación bimedible. Sea en X una partición P = {P (x)}x∈X cualquiera (no
necesariamente medible).
Sea en Y la partición Q := {ξ(S(ξ−1(y)))}y∈Y . Probar que P es partición medible si
y solo si Q lo es.

Ejercicio 6.1.5. Sea f : Diff ∞(T2) en el toro T2 el autormorfismo lineal f =(
2 1
1 1

)
( mód. Z2). Sea Wu(p) la variedad inestable (global) por cada punto p ∈

T2, i.e.:
Wu(p) = {q ∈ T2 : ĺım

n→+∞
dist(f−n(p), f−n(q)) = 0}.

(a) Probar que Wu(p) es un conjunto medible para todo p ∈ T2.
(b) Probar que la partición P := {Wu(p)}p∈T2 no es medible.
Sugerencia: Considerar la medida de Lebesguem en el toro. Chequear quem(Wu(p)) =
0 para todo p. Sea E ⊂ T2 medible con m(E) > 0 y tal que si p ∈ E entonces
W (p) ⊂ E. Probar que m(E) = 1 (Recordar que T2 = R2/Z2. Tomar un levantado

Ê a R2 del conjunto E: si p̂ ∈ Ê entonces toda la recta con dirección inestable en
R2 que pasa por p̂ está contenida en Ê. Mirar la intersección de Ê con cada recta
horizontal de altura entera en R2. Proyectar todas esas intersecciones, siguiendo las
verticales en R2, sobre una sola recta horizontal. Observar que esa proyección (mód.
1) en [0, 1] = R/Z, es invariante con la rotación irracional y tiene medida de Lebesgue
positiva en el intervalo.) De la propiedad m(E) = 0 ó m(E) = 1, deducir que para m-
c.t.p. p ∈ T2 no se puede verificar la condición (c3) de la Definición 6.1.1) de partición
medible.

Ejercicio 6.1.6. (a) Probar que si P y Q son dos particiones medibles, entonces
P ∨Q es una partición medible. (Sugerencia, construir Pn ∨ Qn donde Pn y Qn son
las particiones finitas que satisfacen, para P y Q respectivamente, la condición (c) de
la Definición 6.1.1.)
(b) Probar que si Q es medible, entonces P es medible si y solo si P ∨Q es medible.

Espacio cociente por una partición medible.
Dada una partición medible P = {W (x)}x∈X de (X,B) consideramos el conjunto
cociente X/ ∼ por la relación de equivalencia x ∼ y si y solo si W (x) = W (y).
Denotando [x] a la clase de equivalencia que contiene a x, tenemos

X/ ∼= {[x]}x∈X donde [x] = W (x)
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Dotamos el conjunto X/ ∼ de la estructura medible cociente, definiendo la sigma-
álgebra:

(X/ ∼,A/ ∼) : Â ∈ A/ ∼ si y solo si

A := {x ∈ X : W (x) ∈ Â} ∈ A.
Para cada W (x) ∈ X/ ∼, es decir, en cada pieza W (x) de la partición medible P ,
definimos la sigma-álgebra AW (x) que resulta de restringir la sigma-álgebra A a W (x).
Esto es:

(W (x),AW (x)) : ∀ A ⊂W (x), A ∈ AW (x) si y solo si A ∈ A.

Teorema 6.1.7. Desintegración Medible (Teorema de Rohlin)
Sea X un espacio métrico compacto y sea A la sigma-álgebra de Borel. Sea {W (x)}x∈X

una partición medible. Sea µ una medida de probabilidad en (X,A). Entonces:
(i) Existe una medida de probabilidad µ̂ en el espacio medible cociente X/ ∼, tal que
para µ̂-c.t.p. W (x) ∈ X/ ∼, existe una medida de probabilidad µW (x) en el espacio
medible (W (x),AW (x)), tal que:
• Para todo A ∈ A:

∫

X

χA dµ =

∫

[x]∈X/∼

( ∫

y∈[x]=W (x)

χA(y) dµW (x)
)
dµ̂. (6.1)

• Más en general, para toda ψ ∈ L1(µ):
∫

X

ψ dµ =

∫

[x]∈X/∼

dµ̂
( ∫

y∈[x]=W (x)

ψ(y) dµW (x)
)
. (6.2)

(ii) La medida de probabilidad µ̂, y para µ̂-casi todas las piezas W (x) ∈ X/ ∼, las
medidas de probabilidad µW u(x) que verifican las igualdades (6.1) y (6.2), son únicas.

La prueba original del Teorema de Rohlin se encuentra en [Roh 1966], o también
en [Roh 1962]. La demostración se encuentra reformulada también, por ejemplo, en
[Led 1984] o en [Via 2012b].
El teorema de Rohlin generaliza a un contexto medible, y para cualquier medida
de probabilidad, el teorema de Fubini que vale para la medida de Lebesgue en un
rectángulo de Ra × Rb. En efecto, por el Teorema de Fubini en un rectángulo, la
integral con respecto a la medida de Lebesgue se obtiene como la integral doble en una
sección “horizontal” del rectángulo, de las integrales sobre las secciones “verticales,”
con respecto a las medidas de Lebesgue a lo largo de dichas secciones, respectivamente.

Definición 6.1.8. Medidas condicionales
En las hipótesis y conclusiones del Teorema 6.1.7 de Rohlin, las medidas µW se llaman
medidas condicionales de µ a lo largo de las piezas W de la partición P.
También las llamamos, en breve medidas P-condicionales de µ, o si la partición
está clara en el contexto, simplemente medidas condicionales de µ.
Observar que cada medida condicionada µW está soportada en una pieza W , es una
probabilidad (es decir µW (W ) = 1). Además, µW está definida para µ̂-casi todas las
piezas W de la partición P , y no necesariamente para todas las piezas.
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Continuidad absoluta de las medidas condicionales.
Cuando el espacio métrico X tiene una estructura de variedad compacta y rieman-
niana M (es decir X = M), y si las piezas W de la partición medible P son subvar-
iedades de M , se considera, como medida privilegiada a lo largo de cada una de estas
subvariedades, la medida de Lebesgue en W , que denotamos mW .
En un contexto general, las medidas condicionales µW de µ a lo largo de las piezas
W de la partición P , podŕıan no tener relación con las medidas de Lebesgue mW a
lo largo de estas piezas. Sin embargo, dentro de la Teoŕıa de Pesin que veremos en la
próxima sección, tienen especial importancia las medidas µ que cumplen la siguiente
definición:

Definición 6.1.9. Se dice que µ tiene medidas P-condicionales absolutamente con-
tinuas cuando para µ̂- casi toda pieza W de la partición P , se cumple:

µW ≪ mW , i.e. µW (A) = 0 si mW (A) = 0,

donde A ⊂ W es medible, W es una subvariedad u-dimensional de M , y mW es la
medida de Lebesgue u-dimensional a lo largo de la subvariedad W .

6.2. Medidas de Gibbs

Definición 6.2.1.
Medidas condicionales inestables
Sea M una variedad compacta y riemanniana y sea f :∈ Diff 1(M) tal que el siguiente
conjunto

Wu(x) := {y ∈M : ĺım
n→+∞

dist(f−n(x), f−n(y)) = 0} (6.3)

es, por hipótesis, una subvariedad C1 inmersa en M para µ-casi todo punto x ∈ M ,
para cierta medida de probabilidad µ invariante con f . Bajo esta hipótesis Wu(x) se
llama subvariedad inestable global por el punto x. Debido a la continuidad de f , es
inmediato chequear que f−1(Wu(x)) = Wu(f−1(x)) para todo x ∈M .
Sea Bδ una bola (compacta) de radio suficientemente pequeño con µ(Bδ) > 0, y sea
en ella la partición Fu

δ = {Wu
δ (x)}x∈M definida como sigue:

• Wu
δ (x) = c.c.x(Wu(x)∩Bδ(x)) es la componente conexa que contiene al punto x de

la intersección Wu(x) ∩Bδ(x), para todo punto x tal que Wu(x) es una subvariedad
C1-inmersa en M (es decir para µ-c.t.p x ∈ M). Por hipótesis, esta subvariedad
Wu

δ (x) está C1-encajada en M para µ-c.t.p. x ∈ Bδ. Se llama subvariedad inestable
local por el punto x.
• Abusando de la notación, para los restantes puntos x ∈ Bδ, denotamos Wu

δ (x) :=
{y ∈ Bδ : no existe subvariedad inestable por el punto y}. Por construcción, esta única
pieza de la partición Fu (que no es necesariamente una variedad) tiene µ-medida cero.
Rescalando µ para que µ(Bδ) = 1, tenemos lo siguiente:

Si la partición Fu = {Wu
δ (p)}p∈Bδ

de subvariedades inestables locales aśı construida,
fuera una partición µ-medible, llamamos medidas condicionales inestables de µ, a las
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medidas condicionales µW u
δ (p) de µ a lo largo de las piezas Wu

δ (p) de esa partición, es
decir a lo largo de las variedades inestables locales.
Por simplicidad en la notación escribiremos µu = µW u

δ a las medidas condicionales
inestables, y mu = mW u

δ a las medidas de Lebesgue a lo largo de las subvariedades
inestables Wu

δ .

Definición 6.2.2. Medidas condicionales inestables absolutamente conti-
nuas. En el contexto de la Definición 6.2.1, una medida µ se dice que tiene medidas
condicionales inestables absolutamente continuas cuando

µu ≪ mu

para µ̂- casi toda variedad inestable local Wu
δ de la partición Fu, donde µ̂ y µu son las

medidas del Teorema 6.1.7 de desintegración de Rohlin en la partición de variedades
inestables locales.
Se recuerda que, por definición, dadas dos medidas ν1 y ν2, se dice que ν1 es abso-
lutamente con respecto de ν2, y se denota ν1 ≪ ν2 cuando para todo boreliano A se
cumple

ν2(A) = 0 ⇒ ν1(A) = 0.

Dos medidas finitas ν1 y ν2 cumplen ν1 ≪ ν2 si y solo si existe una función h ∈ L1(ν2),
llamada derivada de Radon-Nikodym de ν1 con respecto de ν2, tal que para todo
conjunto medible A se cumple

ν1(A) =

∫

A

h dν2.

(Ver por ejemplo [Fo 1984, page 85] o [Rud 1979a, page 113].)
Luego, si µ tiene medidas condicionales inestables absolutamente continuas, entonces
para µ-c.t.p. x ∈ M existe una función hx ∈ L1(mu

x), donde mu
x es la medida de

Lebesgue a lo largo de la variedad inestable localWu
δ (x), tal que la medida condicional

inestable µu
x a lo largo de Wu

δ (x) cumple:

µu
x

(
A ∩Wu

δ (x)
)

=

∫

y∈W u
δ

(x)

χA(y)hx(y) dmu
x(y)

para todo boreliano A ⊂M .

Definición 6.2.3. Medidas de Gibbs
Sea M una variedad compacta y riemanniana y sea f ∈ Diff 1(M). Una medida de
probabilidad µ f -invariante se dice que es medida de Gibbs cuando cumple:
(i) Para µ-c.t.p. x ∈M el conjunto definido por la igualdad (6.3) es una subvariedad
C1-inmersa en M (subvariedad inestable global por el punto x).
(ii) Para δ > 0 suficientemente pequeño, si Bδ ⊂ M es una bola compacta de
radio radio δ tal que µ(Bδ) > 0, entonces la siguiente familia de variedades inestables
locales, es una partición µ-medible

Fu := {Wu
δ (x)}x∈Bδ

, donde Wu
δ (x) := c.c.x(Wu(x) ∩Bδ).
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(c.c.x denota la componente conexa que contiene al punto x).
(iii) µ tiene medidas condicionales inestables absolutamente continuas, de acuerdo
a la definición dada en el último párrafo de 6.2.1

Veamos ahora que la propiedad de tener medidas condicionales absolutamente con-
tinuas a lo largo de las piezas de una partición, se transmite de una medida invariante
µ a sus componentes ergódicas, y rećıprocamente. Por lo tanto una medida invariante
µ es de Gibbs, si y solo si sus componentes ergódicas son medidas de Gibbs.

Corolario 6.2.4. del Teorema de Rohlin
Sea f : X 7→ X continua en el espacio métrico compacto, sea µ una medida de proba-
bilidad f -invariante y sea P = {W (x)}x∈X una partición medible y f -invariante (i.e.
f−1(W (x)) = W (f−1(x)) para todo x ∈ X).
Entonces:
(a) Las medidas condicionales µW de µ a lo largo de las piezas W de P, y la medida
inducida µ̂ por µ en el espacio cociente X/ ∼ de la partición, son medidas invariantes
con f .

(b) µ
W (x)
x = µW (x) para µ− c.t.p. x ∈M, donde W (x) denota la pieza de la parti-

ción P que contiene al punto x, y µx denota la componente ergódica de la medida µ a la
que pertenece el punto x según el Teorema 4.1.2 (es decir, ĺımn→+∞(1/n)

∑n−1
j=0 δfj(x) =

µx en la topoloǵıa débil estrella).
(c) Si ademásX = M es una variedad compacta y riemanniana, f ∈ Diff 1(M), y P =
{Wδ(x)}x∈M es una partición medible de la bola Bδ(x) formada por subvariedades
Wδ(x) C1 inmersas en M para µ-c.t.p. x ∈ X , entonces:
• Las medidas condicionales µW de µ son absolutamente continuas a lo largo de las

subvariedades W ∈ P si y solo si para µ-c.t.p. x ∈ X las medidas condicionales µW
x

de las componentes ergódicas µx de µ, son absolutamente continuas.
• µ es una medida de Gibbs si y solo si las componentes ergódicas µx de µ son

medidas de Gibbs para µ-c.t.p. x ∈M .

Demostración. (a) Por el Teorema 6.1.7 de Rohlin y la f -invariancia de µ tenemos,
para todo conjunto medible A:

µ(A) =

∫

[x]∈X/∼

dµ̂

∫

x∈[x]

χA(x) dµW (x) =

=

∫

[x]∈X/∼

(
µW (x)(W (x) ∩A

)
dµ̂ =

= µ(f−1(A)) =

∫

[x]∈X/∼

dµ̂

∫

x∈[x]

χf−1(A)(x) dµ
W (x) =

=

∫

[x]∈X/∼

(
µW (x)(W (x) ∩ f−1(A))

)
dµ̂. (6.4)

Las medidas de probabilidad µW (x) están definidas para µ̂-casi toda pieza de la par-
tición P . Para las otras piezas tomamos por convención cualquier medida de proba-
bilidad soportada en ellas. De esta forma tenemos definidas µW (x) para todo x ∈M .
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Debido a la f -invariancia de las piezas W ∈ P , se cumple:

W (x) ∩ f−1(A) = f−1(W (f(x)) ∩A)

Definimos la siguiente medida (µW (y))∗ a lo largo de la pieza W (y) para todo y ∈M :

(µW (y))∗(B) := µW (f−1(y))(f−1(B)) ∀ B ∈ A,

donde A denota la sigma-álgebra de Borel en X . Entonces:

µW (x)(W (x) ∩ f−1(A)) = (µW (f(x)))∗(W (f(x)) ∩A),

y sustituyendo en (6.4) obtenemos

µ(A) =

∫

[x]∈X/∼

(
(µW (f(x)))∗(W (f(x)) ∩A)

)
dµ̂ =

=

∫

[y]∈X/∼

(
(µW (y))∗(W (y) ∩A)

)
d(µ̂)∗, (6.5)

donde (µ̂)∗ es la medida de probabilidad en X/ ∼ definida por
∫
ϕdµ̂∗ :=

∫
ϕ ◦ f dµ̂ ∀ ϕ ∈ L1(µ̂).

(En la última igualdad f : X ∼7→ X ∼ denota la aplicación que lleva la pieza W ∈ P
en la pieza f−1(W )). De (6.5) deducimos

µ(A) =

∫

[y]∈X/∼

(
(µW (y))∗(W (y) ∩A)

)
d(µ̂)∗ =

=

∫

[y]∈X/∼

dµ̂∗

∫

y∈[y]

χA(y) d(µW (y))∗ ∀ A ∈ A.

Luego hemos encontrado otra desintegración de Rohlin de la medida µ con respec-
to a la partición P . Por la unicidad de las medidas de probabilidad µ̂ y µW de la
desintegración de Rohlin, se cumple

(µ̂)∗ = µ̂, µW (x) = (µW (f(x))∗,

demostrando la f -invariancia de µ̂ y de µW .
(b) Para todo conjunto A ∈ A, por el Teorema de Descomposición Ergódica (Teorema
4.1.2) tenemos:

µ(A) =

∫
µx(A) dµ.

Por el Teorema de Descomposición de Rohlin, aplicado a cada medida ergódica µx,
se cumple:

µ(A) =

∫
µx(A) dµ =

∫

x∈X

dµ

∫

[y]∈X/∼

dµ̂x

∫

y∈[y]

χA dµ
W (y)
x =
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=

∫

[y]∈X/∼

dν̂

∫

y∈[y]

χA dµ
W (y)
x , (6.6)

donde la medida de probabilidad ν̂ en el espacio cociente X/ ∼,A está definida por:

∫

X/∼

ϕdν̂ :=

∫

x∈X

(∫

[y]∈X/∼

ϕ([y]) dµ̂x

)
dµ ∀ ϕ ∈ L1(µ̂).

Luego, la igualdad (6.6) es una descomposición de Rohlin de la medida µ con respecto
a la partición P . Por la unicidad de las probabilidades de la descomposición de Rohlin,
concluimos que µ̂ = ν̂ y µW

x = µW .
(c) Como consecuencia de la parte (b) µW ≪ mW si y solo si µW

x ≪ mW . En el
caso particular en que la partición medible P es la partición de una bola B ⊂ M en
variedades inestables locales, obtenemos que µ es medida de Gibbs si y solo si µx lo
es para µ-c.t.p. x ∈M .

6.3. Relación entre medidas de Gibbs y SRB

En esta sección asumimos que M es una variedad compacta y riemanniana y que
f ∈ Diff 1+α(M). Algunos de los teoremas que veremos en esta sección se obtienen de
resultados de la Teoŕıa de Pesin, bajo la hipótesis de que f es de clase C1+α. Pero son
falsos si f es solo de clase C1. En particular las condiciones de continuidad absoluta
de las medidas condicionales inestables (existencia de medida ergódica de Gibbs que
es también SRB) no rige para todo f ∈ Diff 1(M).
Más adelante, en las secciones posteriores de este caṕıtulo, veremos algunas formas
de reformular los resultados de esta sección, generalizando algunas definiciones (me-
diante la introducción de las medidas SRB-like) y modificando adecuadamente los
enunciados, para que sean aplicables a todo difeomorfismo de clase C1 en la variedad
M (y más aún, algunos de ellos son aplicables también a transformaciones continuas
f : M 7→M).

Teorema 6.3.1. de Gibbs ergódica implica SRB o f́ısica
Sea f ∈ Diff 1+α(M) y sea µ una medida invariante hiperbólica.
Si µ es una medida de Gibbs, entonces las componentes ergódicas de µ son medidas
SRB o f́ısicas.

En el párrafo 6.5.3 veremos la demostración de este Teorema, reduciéndola a resulta-
dos de la Teoŕıa de Pesin. También se puede encontrar la demostración del teorema
6.3.1 en [Pug-Shu 1989] o en [Bon-Dia-Via 2005, Proposition 11.24].
Es cierto también el rećıproco del Teorema 6.3.1, bajo hipótesis de C1+α-hiperbolicidad
uniforme: si las componentes ergódicas de una medida invariante µ son medidas SRB
o f́ısicas, entonces µ es una medida de Gibbs. Más precisamente:



172 Eleonora Catsigeras

Teorema 6.3.2. SRB ergódica implica de Gibbs

Sea f ∈ Diff 1+α(M), sea Λ ⊂ M un atractor ergódico uniformemente hiperbólico,
y sea µ la medida ergódica SRB o f́ısica soportada en Λ (de acuerdo a la Definición
5.4.2 de atractor ergódico).

Entonces µ es medida de Gibbs.

El Teorema 6.3.2 es consecuencia del siguiente Teorema de Pesin-Sinai, que demuestra
la existencia de medida SRB ergódica, bajo hipótesis de hiperbolicidad uniforme en
el contexto C1+α

Teorema 6.3.3. Pesin-Sinai [Pe-Si 1982]

Sea f ∈ Diff 1+α(M). Sea Λ un atractor topológico uniformemente hiperbólico. En-
tonces:

Existen medidas SRB-ergódicas soportadas en Λ. Toda medida SRB ergódica sopor-
tada en Λ es de Gibbs. Rećıprocamente, toda medida ergódica de Gibbs soportada en
Λ es SRB. (cf. Teorema 6.3.1).

En el caso particular que f sea Anosov, demostraremos este resultado más adelante
en este caṕıtulo (Teorema 6.3.4).

Generalización del Teorema 6.3.3 para difeomorfismos C1+α no uniforme-
mente hiperbólicos

La implicación SRB-ergódica ⇒ Gibbs, como en el Teorema 6.3.3 de Pesin-Sinai, rige
aún en hipótesis más generales que la hiperbolicidad uniforme que nosotros enunci-
amos en ese Teorema, asumiendo siempre que f ∈ Diff 1+α(M). En efecto, el atrac-
tor topológico Λ puede no ser hiperbólico, sino que alcanza que sea parcialmente
hiperbólico (ver Definición, por ejemplo en [Bon-Dia-Via 2005, Definition B.3, page
289]). Puede ser no uniformemente hiperbólico con singularidades, como el atractor
de Lorenz [Pe 1992], por ejemplo.

Para los difeomorfismos parcialmente hiperbólicos, las medidas invariantes no son
necesariamente hiperbólicas, sino que puede existir un subespacio de Oseledets con
exponente de Lyapunov igual a cero. Sin embargo, puede existir una separación aco-
tada uniformemente lejos de cero, entre los exponentes de Lyapunov positivos y los
no positivos.

La demostración de Pesin-Sinai del Teorema 6.3.3 se encuentra en [Pe-Si 1982] para
difeomorfismos C1+α-parcialmente hiperbólicos; en particular para los que son uni-
formemente hiperbólicos ó Anosov. También puede encontrarse la demostración gen-
eral para difeomorfismos C1+α parcialmente hiperbólicos, en [Bon-Dia-Via 2005, The-
orem 11.16].

Observemos que la hiperbolicidad parcial no implica que la medidas invariantes sean
hiperbólicas, y por lo tanto, aunque existan medidas de Gibbs ergódicas, no podremos
aplicar el Teorema 6.3.1 para deducir que estas son SRB. En general, el problema de
existencia de medidas SRB para difeomorfismos parcialmente hiperbólicos, está es-
encialmente abierto. Recientemente, en [Via-You 2013] se demuestra que los difeo-
morfismos parcialmente hiperbólicos con dimensión central 1 (1 es la dimensión del
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subespacio de Oseledets con exponente de Lyapunov igual a cero), C1+α-genérica-
mente existe una, y a lo sumo una cantidad finita, de medidas ergódicas SRB cuyas
cuencas de atracción estad́ıstica cubren Lebesgue c.t.p.
Los difeomorfismos hiperbólicos son un caso particular de los llamados difeomorfis-
mos con splitting dominado. La definición, los enunciados y las demostraciones de
propiedades dinámicas topológicas de los difeomorfismos con splitting dominado se
encuentran en [Puj-Sam 2009]. El problema de existencia de medidas SRB para los
difeomorfismos con splitting dominado, salvo en casos particulares, está esencialmente
abierto.

Otro caso en el que la existencia de medidas SRB se ha estudiado, es el de los lla-
mados difeomorfismos derivados de Anosov. La demostración de la misma tesis del
Teorema 6.3.3 para difeomorfismos derivados de Anosov transitivos con exponente de
Lyapunov positivo y de clase C1+α, y además la unicidad de su medida SRB, fueron
dadas por M.F. Carvalho en [Car 1992] (o también, más detalladamente explicadas,
en [Car 1991]).
También existen otras generalizaciones del Teorema 6.3.3 para ciertas clases de difeo-
morfismos no uniformemente ni parcialmente hiperbólicos ni derivados de Anosov y
que no tienen splitting dominado (por ejemplo en [Hu 2000], [Enr 1998] y

[Cat-Enr 2001]). Estas clases de difeomorfismos tienen Cr regularidad para valores de
r ≥ 2 suficientemente grande y se componen de ciertos difeomorfismos f1 llamados
casi-Anosov, que están en el borde de los de Anosov en el espacio Diff r(M) para cierto
r > 1 suficientemente grande. Por definición, un difeomorfismo f1 es casi Anosov, o
almost Anosov, si f1 se obtiene por medio de una isotoṕıa (es decir, por medio de una
deformación continua ft ∈ Diff r(M) para t ∈ [0, 1] ⊂ R), tal que ft es de Anosov
transitivo para todo 0 ≤ t < 1. La isotoṕıa en un casi-Anosov debe cumplir la siguiente
condición: el splitting TxM = St

x ⊕ U t
x es un splitting uniformemente hiperbólico de

ft para todo t ∈ [0, 1) fijo, y para todo x ∈ M . Además, por hipótesis, existe una
órbita o(x0) tal que para todo x 6∈ o(x0) existe un splitting S1

x ⊕U1
x invariante por f1,

obtenido como el ĺımite cuando t→ 1 del splitting hiperbólico de St
x⊕U t

x. Finalmente,
el difeomorfismo f1, o bien posee también un splitting (no hiperbólico) definido como
S1 ⊕U1, donde S1 = ĺımt→1− S1, U1 = ĺımt→1− U t (cuando existen dichos ĺımites en
la órbita de x0 y son mutualmente transversales); o bien existen dichos ĺımites pero
son tangentes; o bien no existen.

La existencia de una única medida de Gibbs ergódica que es SRB, en ejemplos del
primer caso de difeomorfismos C2 casi-Anosov, es demostrada en [Car 1992], donde
x0 es un punto fijo por ft para todo 0 ≤ t ≤ 1, y los exponentes de Lyapunov en U1

x0

(para t = 1) son estrictamente positivos. En cambio, en el ejemplo de casi-Anosov
también del primer caso, estudiado en [Hu-You 1995], se prueba que no existe ninguna
medida de probabilidad de Gibbs, si se toma como foliación inestable, la formada por
las C1-subvariedades que son tangentes a E1

x en todo punto x ∈M . En este ejemplo,
el difeomorfismo f1, de clase C2 casi-Anosov, se construye tomando x0 en un punto
fijo, pero tal que los exponentes de Lyapunov en U1

x0
son nulos. Sin embargo, aún

en este ejemplo, en [Hu-You 1995] se demuestra que existe una única medida SRB
ergódica y que su cuenca de atracción estad́ıstica cubre Lebesgue casi todo punto.
En el segundo caso de difeomorfismos casi-Anosov, en el toro T2, [Enr 1998] prueba
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la existencia de la medida de Gibbs ergódica que es SRB, cuando o(x0) es una órbita
no periódica (más precisamente una órbita de tangencia heterocĺınica). También en
el segundo caso (cuando S1

x0
y U1

x0
son tangentes) y en T2, la existencia y unicidad

de una medida SRB ergódica con cuenca de atracción que cubre Lebesgue-c.t.p., es
demostrada en [Cat-Enr 2001], cuando x0 es un punto fijo (no hiperbólico) para f1
de clase C3, y además una de las derivadas segundas parciales de f1 en x0 se anula.
Este caso incluye los ejemplos de difeomorfismos casi-Anosov en el toro bidimensional
introducidos por Lewowicz en [Lew 1980], en los que las direcciones estable e inestable
en un punto fijo x0 para t < 1, se hacen tangentes cuando el parámetro t de la isotoṕıa
alcanza el valor 1 (sin saber a priori si los exponentes de Lyapunov en casi todo punto
diferente de x0, son o no son, diferentes de cero).
El tercer caso de difeomorfismos casi-Anosov, en que los ĺımites S1

x0
y U1

x0
no existen,

es estudiado en [Hu 2000] cuando x0 es un punto fijo, f es de clase Cr para r ≥ 2
suficientemente grande, y se cumplen ciertas hipótesis sobre las derivadas de orden
mayor que 1 en x0.
Estos resultados parciales, fueron obtenidos en subclases muy particulares de difeo-
morfismos casi-Anosov. La dificultad grande para demostrar la existencia de medidas
SRB, cuando no se tienen a priori hipótesis de existencia de una constante uniforme
que separe los exponentes de Lyapunov positivos de los no positivos, provoca que el
problema general de existencia de medidas SRB para los casi-Anosov, permanezca
aún mayormente abierto.

Ahora re-enunciamos el Teorema 6.3.3 en el caso particular de
f ∈ Diff 1+α(M) difeomorfismo de Anosov. Más precisamente:

Teorema 6.3.4. Sinai
Sea f ∈ Diff 1+α(M) un difeomorfismo de Anosov. Entonces:
(a) Existen medidas ergódicas SRB (o f́ısicas).
(b) Toda medida SRB (o f́ısica) es de Gibbs ergódica, y rećıprocamente
(c) La unión de las cuencas de atracción estad́ıstica de las medidas SRB cubren
Lebesgue c.t.p. x ∈M .
(d) Si además f es topológicamente transitivo, entonces existe una única medida
SRB, es ergódica y de Gibbs, y su cuenca de atracción estad́ıstica cubre Lebesgue
c.t.p. x ∈M .

Demostraremos el Teorema 6.3.4 más adelante en este caṕıtulo, en el parágrafo 6.7.2.

Corolario 6.3.5. Sea f ∈ Diff 1+α(M) de Anosov transitivo que preserva la medida
de Lebesgue m. Entonces, m es ergódica, es la única medida SRB de f y es de Gibbs.

Demostración. Por la parte (d) del Teorema 6.3.4, Lebesgue c.t.p. x ∈M cumple

ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

δfj(x) = µ,

donde µ es la única medida SRB de f , es ergódica y de Gibbs.
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Por el Teorema 4.1.2, como la medida de Lebesgue m es invariante, entonces para
m-c.t.p. x ∈M

ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

δfj(x) = mx,

donde mx es la componente ergódica de m a la que pertenece f .
Cuando existe, el ĺımite de una sucesión de medidas de probabilidad en la topoloǵıa
débil estrella, es único (esta es una propiedad de todo espacio métrico). Concluimos
que mx = µ para m-c.t.p. x ∈M . Dicho de otra forma, la descomposición ergódica de
m tiene una única componente ergódica que es µ. Entonces m = µ, como queŕıamos
demostrar.

Observación 6.3.6. En la demostración del Teorema 6.3.4, probaremos además los
siguientes resultados:
Las medidas condicionales inestables µu

x de cualquier medida µ que sea SRB (para un
difeomorfismos de Anosov de clase C1+α) no solo son absolutamente continuas respec-
to a las medidas de Lebesgue inestables mu

x (a lo largo de las respectivas variedades
inestables locales Wu

δ (x) para µ-c.t.p. x ∈ M), sino que son además equivalentes a
estas; es decir:

µu
x ≪ mu

x, µu
x ≪ mu

x µ− c.t.p. x ∈M.

Además, la derivada de Radon-Nikodym dµu
x/dm

u
x (es decir la densidad de las medi-

das condicionales inestables) es una función continua hx(y) y positiva, y está definida
por:

dµu
x

dmu
x

(y) = hx(y) :=

+∞∏

j=0

Ju(f j(x))

Ju(f j(y))
∈ C0(M,R+) µ− c.t.p. x ∈M,

donde Ju(x) :=
∣∣det(dfx|Eu

x

∣∣ se llama Jacobiano inestable de f en el punto x.

Cuando intentamos generalizar el Corolario 6.3.5 a difeomorfismos no uniformemente
hiperbólicos que preservan la medida de Lebesgue, el método de demostración que
usamos para los Anosov transitivos no funciona si uno no sabe a priori, o demuestra
primero, la existencia de una medida SRB:

Conjetura 6.3.7. (Viana [Via 1998]) Sea f un difeomorfismo que preserva la
medida de Lebesgue m. Si m es una medida hiperbólica (cf. Definición 3.11.3) entonces
existe alguna medida SRB.

La demostración de la conjetura de Viana, o el hallazgo de un contraejemplo, es un
problema abierto.

6.4. Sobre la Fórmula de Pesin para la entroṕıa

Como consecuencia de los teoremas 6.3.1 y 6.3.2, la búsqueda de medidas SRB o
f́ısicas en el caso de difeomorfismos de clase C1 más Hölder, se centra en la búsqueda
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de medidas de Gibbs, o sea, de medidas invariantes cuyas medidas condicionales in-
estables sean absolutamente continuas (ver Definiciones 6.2.1 y 6.2.3). Por ese motivo,
la caracterización de las medidas invariantes que son medidas de Gibbs, adquiere en el
contexto C1+α especial relevancia. Una tal caracterización está dada por la igualdad
del siguiente Teorema 6.4.1, llamada Fórmula de Pesin para la entroṕıa.

Entroṕıa métrica Para poder enunciar la Fórmula de Pesin, introducimos breve-
mente el concepto de entroṕıa métrica hµ(f) de una transformación continua f :
M 7→ M con respecto a una medida de probabilidad µ invariante con f . La defini-
ción de entroṕıa métrica, y el estudio de las primeras propiedades que dan su forma
de cálculo para difeomorfismos de Anosov, son debidos a Kolmogorov [Ko 1958] y a
Sinai [Si 1959]. La definición precisa y sus propiedades, puede encontrarse además, por
ejemplo en [Wa 2000, §4.4], [Mañ 1983a, Caṕıtulo 4], [Kat-Has 1995, pag. 168-170],
[Si 2007], [Si 1994, pag. 55-76], [Jo 2005, §4.1-4.2], [Ke 1998, Chapter 3], o [Ki 2011],
entre muchos otros textos que tratan matemáticamente el concepto de la entroṕıa
métrica para los sistemas dinámicos.
Para comprender los enunciados siguientes, admı́tase que tenemos definido un número
real no negativo hµ(f) ≥ 0, llamado entroṕıa métrica de f con respecto de la medida
de probabilidad f -invariante µ, que depende solo de f y de µ y tal que hµ(f) es
invariante por isomorfismos de espacios de medida. El número hµ(f), por la forma en
que se define, mide con respecto a la probabilidad µ, la tasa exponencial maximal en
que los iterados futuros de f desordenan los pedazos de cualquier partición finita P
del espacio M , ponderados con la probabilidad µ.
Más precisamente, consideremos la partición Pn :=

∨n−1
j=0 f

−j(P), definida por la
siguiente condición: x, y ∈ A ∈ Pn si y solo si para todo 0 ≤ j ≤ n− 1 existe Pj ∈ P
tal que x, y ∈ Pj . Cada pedazo diferente de esta partición Pn, es el conjunto de puntos
x que mutuamente se acompañan dentro de un mismo pedazo de P , al ser iterados
hacia el futuro. Cuando mayor es la cantidad de pedazos diferentes de la partición Pn

al crecer n, más desordena el iterado fn a las órbitas en el espacio, en relación a la
partición inicial P .
Se define

hµ(f,P) := ĺım sup
n→+∞

1

n

∑

A∈Pn

µ(A) log µ(A).

∑
A∈Pn

µ(A) log µ(A) es un promedio ponderado de logaritmos. Luego, se interpreta
como un exponente (ponderado). Entonces, al dividirlo entre n, da una tasa o coefi-
ciente de crecimiento exponencial con n. Por este motivo, ese cociente se interpreta
como la tasa o velocidad de crecimiento exponencial con n (hasta el instante n), del
“desorden espacial” que producen los iterados de f , ponderado con la medida de
probabilidad µ. Por lo tanto, intuitivamente hablando, hµ(f,P) es la tasa exponen-
cial, µ-ponderada y asintótica, en que los iterados de f (mejor dicho µ-casi toda órbita
de f) desordenan a la partición inicial P con la que mirábamos, como referencia, la
distribución de puntos iniciales.
Finalmente, se define la entroṕıa métrica

hµ(f) := sup
P∈P

hµ(f,P),
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donde P denota el conjunto de todas las particiones finitas de M en piezas medibles.
Luego hµ(f) ≥ 0 puede interpretarse como la tasa exponencial asintótica maximal
de crecimiento del desorden espacial de fn al hacer n → +∞, ponderada con la
probabilidad µ. Si hµ(f) > 0, el sistema restringido al soporte de µ se llama caótico
en sentido medible. Cuanto mayor es hµ(f), más rápidamente se desordena el espacio
al iterar f .
Luego, al observador que quiera cuantificar el caos, interesan, si existen, aquellas
medidas de probabilidad invariantes µ que maximicen la entroṕıa métrica hµ(f) en
relación al valor esperado de cierta función real, llamada potencial (el cual, gruesa-
mente hablando, cuantifica el significado de “optimizar la observación del caos”). Estas
medidas que maximizan la diferencia entre la entroṕıa métrica y el valor esperado de
una función potencial, se llaman estados de equilibrio. Su estudio se constituye en la
sub-teoŕıa, dentro de la teoŕıa ergódica de los sistemas dinámicos, llamada formalismo
termodinámico (ver por ejemplo [Ke 1998, Chapter 4]).

Teorema 6.4.1. Fórmula de Pesin para la entroṕıa
Sea f ∈ Diff 1+α(M) que preserva una medida µ hiperbólica y de Gibbs. Entonces

hµ(f) =

∫ dim(M)∑

i=1

χ+
i (x) dµ, (6.7)

donde hµ(f) es la entroṕıa métrica de f con respecto de µ, y

χ+
i (x) := máx{0, χi(x)},

siendo {χi}1≤i≤dim(M) los exponentes de Lyapunov de f en el punto x, repetido cada

uno de ellos tantas veces como la dimensión del espacio de Oseledets Ei
x correspondi-

ente.
Se recuerda que, por el Teorema de Oseledets, µ-c.t.p. es regular. Por lo tanto existe

la función real no negativa
∑dim(M)

i=1 χ+
i (x) y es medible. Si ninguno de los exponentes

de Lyapunov χi(x) positivo, resulta
∑dim(M)

i=1 χ+
i (x) = 0.

La demostración de la Fórmula de Pesin se encuentra en [Pe 1977]. Una prueba difer-
ente que prescinde de la propiedad de continuidad absoluta de la foliación estable se
encuentra en [Mañ 1983b]. La demostración también se encuentra, por ejemplo, en
[Ba-Pe 2001, Theorem 5.4.5]. Finalmente, en [Ta 2002] se generaliza el Teorema 6.4.1
para difeomorfismos C1-genéricos.
Si una medida µ satisface la fórmula de Pesin, entonces ella mide óptimamente el
caos medible del sistema en relación al valor esperado de la suma de los exponentes
de Lyapunov positivos. En efecto, la igualdad (6.7) da el máximo posible de la entroṕıa
métrica hµ(f) en relación a ese valor esperado, ya que para toda aplicación de clase
C1 rige la siguiente cota superior de hµ(f):



178 Eleonora Catsigeras

Teorema 6.4.2. .
Desigualdad de Margulis-Ruelle [Mar 1966], [Rue 1978]
Sea f : M 7→ M de clase C1. Sea µ una medida de probabilidad invariante por f .
Entonces

hµ(f) ≤
∫ dim(M)∑

i=1

χ+
i (x) dµ, (6.8)

donde hµ(f) es la entroṕıa métrica de f con respecto de µ, y

χ+
i (x) := máx{0, χi(x)},

donde {χi}1≤i≤dim(M) son los exponentes de Lyapunov de f en el punto x, repeti-

do cada uno de ellos tantas veces como la dimensión del espacio de Oseledets Ei
x

correspondiente.

La demostración de la Desigualdad (6.8) de Margulis-Ruelle se puede encontrar en
[Rue 1978], o también en [Ba-Pe 2001, Theorem 5.4.1].

La fórmula de Pesin, caracteriza a las medidas de Gibbs, debido al siguiente rećıproco
del Teorema 6.4.1:

Teorema 6.4.3. [Ledrappier-Young, [Led-You 1985]]
Sea f ∈ Diff 2(M) y sea µ una medida invariante tal que

dim(M)∑

i=1

χ+
i (x) > 0 µ− c.t.p. x ∈M.

Si se verifica la Fórmula de Pesin (6.7) de la entroṕıa métrica hµ(f), entonces la
medida µ es de Gibbs, es decir, µ tiene medidas condicionales inestables absolutamente
continuas.

La demostración del Teorema 6.4.3 se encuentra en [Led-You 1985], y también en
[Led 1984] con la hipótesis adicional de µ hiperbólica.

Corolario 6.4.4. Sea Λ un atractor topológico uniformemente hiperbólico de f ∈
Diff 2(M). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) µ es una medida ergódica SRB (o f́ısica).
(ii) µ es una medida ergódica de Gibbs.
(iii) µ es una medida ergódica que satisface la Fórmula (6.7) de Pesin para la entroṕıa.

Demostración. Se obtiene inmediatamente de reunir los Teoremas 6.3.3, 6.4.1 y 6.4.3.

6.5. Demostración del Teorema 6.3.1

Para poder demostrar los Teoremas 6.3.1 y 6.3.4, necesitamos introducir algunos re-
sultados relevantes de la llamada Teoŕıa de Pesin: Esta teoŕıa estudia el compor-
tamiento de µ-casi toda órbita, para f ∈ Diff 1+α(M) donde µ es una medida de



Teoŕıa Ergódica de los Sistemas Dinámicos Discretos 179

probabilidad f -invariante e hiperbólica. Es decir, la región de Pesin Σ (i.e. el conjunto
de los puntos regulares cuyos exponentes de Lyapunov son todos diferentes de cero)
tiene µ-probabilidad igual a 1.

Definición 6.5.1. Holonomı́a
Sea µ una medida de probabilidad invariante hiperbólica de
f ∈ Diff 1+α(M). Es decir, la región de Pesin Σ cumple µ(Σ) = 1. Tomemos x0 ∈ Σ
tal que para todo δ > 0 la bola Bδ(x0) ⊂ M de centro x0 y radio δ > 0 cumple
µ(Bδ(x0)) > 0. Por el Teorema 3.12.1, existen para µ-c.t.p. x ∈ Bδ(x0) las variedades
estables e inestables locales por el punto x, que denotamos W s

δ (x), Wu
δ (x) ⊂ Bδ(x0)

(Si fuera necesario tomamos la componente conexa que contiene al punto x de la
intersección de la variedad estable o inestable local por el punto x con la bola Bδ(x0)).
Definimos la holonomı́a

hs : B∗
δ (x0) 7→Wu

δ (x0),

donde

B∗
δ (x0) = {y ∈ Bδ(x0) ∩ Σ: #(W s

δ (y) ∩Wu
δ (x0)) = 1

como la transformación que a cada punto y ∈ B∗δ(x0) hace corresponder el único
punto hs(y) ∈ W s

δ (y)∩Wu
δ (x0). Debido al Teorema 3.12.1, si δ > 0 es suficientemente

pequeño, entonces hs existe, pues el conjunto B∗
δ (x0) contiene por lo menos a la

variedad estable local W s
δ (x0) que interseca transversalmente a Wu

δ (x0) en el punto
x0.
La transformación hs se llama holonomı́a a lo largo de las variedades estables locales
en la bola Bδ(x0) sobre la variedad inestable local del punto x0, o en breve, holonomı́a
local estable.
Decimos que la holonomı́a estable hs es absolutamente continua si para µ-c.t.p.
x0 ∈ Σ y para todo boreliano A ⊂ Bδ(x0) se cumple:

m(h−1
s (A) = 0 ⇔ mu(A ∩Wu

δ (x0)) = 0, (6.9)

donde m es la medida de Lebesgue en la variedad M y mu es la medida de Lebesgue
a lo largo de la subvariedad inestable local Wu

δ (x0).
Análogamente se define holonomı́a inestable y continuidad absoluta de la holonomı́a
inestable, intercambiando entre śı los roles de las variedades estables e inestables
locales en la definición anterior.

Teorema 6.5.2. Pesin [Pe 1976]
(Teorema fundamental de la Teoŕıa de Pesin)
Sea f ∈ Diff 1+α(M) y sea µ una medida ergódica e hiperbólica. Entonces existe δ > 0
suficientemente pequeño, tal que la holonomı́a estable y la holonomı́a inestable en las
bolas Bδ(x0) para µ-c.t.p. x0 ∈M son absolutamente continuas.

La prueba del Teorema 6.5.2 se encuentra en [Pe 1976], y también, por ejemplo, en
[Theorem 4.3.1][Ba-Pe 2001].
Observamos que el Teorema 6.5.2 es falso en la topoloǵıaC1. En efecto, en [Bow 1975a]
y [Rob-You 1980] (y también en [Sch-Gor 1989] para endomorfismos) se construyen
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ejemplos de atractores hiperbólicos para los cuales la holonomı́a a lo largo de las
variedades estables locales no es absolutamente continua.
Por ese motivo la demostración del Teorema 6.3.1 no funciona para difeomorfismos
de clase C1 que no sean C1+α. En particular, la demostración que daremos del Teo-
rema 6.3.4 no funciona para difeomorfismos de clase C1 que no sean de clase C1+α.
Más adelante expondremos algunos resultados utilizando las medidas “SRB-like”(ver
Definición 7.6.4), que no son necesariamente medidas de Gibbs, pero que existen para
difeomorfismos y endomorfismos sin más regularidad que C1 manteniendo propiedades
de atracción estad́ıstica similares a las medidas SRB.

Ahora, veremos que la demostración del Teorema 6.3.1, que relaciona para difeomor-
fismos de clase C1+α las medidas de Gibbs hiperbólicas y ergódicas con las medidas
SRB o f́ısicas, se reduce al Teorema fundamental de la Teoŕıa de Pesin que establece
la continuidad absoluta de la holonomı́a estable local.

6.5.3. Demostración del Teorema 6.3.1

Demostración. Por la parte (c) del Corolario 6.2.4 si µ es medida de Gibbs, entonces
µ-casi toda componente ergódica µx de µ es medida de Gibbs. Además como µ es
hiperbólica por hipótesis, entonces µ(Σ) = 1, donde Σ es la región de Pesin. Luego,
por el Teorema 4.1.2 de descomposición ergódica µ-casi toda componente ergódica µx

de µ cumple µx(Σ) = 1; es decir µx es hiperbólica y de Gibbs, además de ser ergódica.
Tomemos una tal µx y renombremosla como µ.
Para probar el Teorema 6.3.1, aplicando la Definición 5.5.6 de medida SRB o f́ısica,
debemos probar que la cuenca B de atracción estad́ıstica de µ, definida por:

B = {x ∈M : ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

δfj(x) = µ}

tiene medida de Lebesgue m(B) positiva.
Como µ es ergódica, µ(B) = 1. Por el Teorema 6.1.7 de Descomposición de Rohlin en
una bola Bδ(x0) con µ-medida positiva, se cumple:

µu(B ∩Wu
δ (x0)) = 1

para µ-c.t.p. x0, donde µu es la medida condicionada inestable de µ. Como µ es
medida de Gibbs, por la Definición 6.2.3, se cumple µu ≪ mu, para µ-c.t.p. x0, donde
mu es la medida de Lebesgue a lo largo de la variedad Wu

δ (x0). Luego deducimos

mu(B ∩Wu
δ (x0)) > 0

Aplicando el Teorema 6.5.2 de la Teoŕıa de Pesin, obtenemos:

m(h−1
s (B ∩Wu

δ (x0)) > 0.

Entonces, para terminar de demostrar que µ es una medida SRB, es decir para termi-
nar de probar que m(B) > 0, basta demostrar ahora que h−1

s (B ∩Wu
δ (x0)) ⊂ B. En
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efecto, sea y ∈ h−1
s (B∩Wu

δ (x0)). Probemos que y ∈ B. Por definición de la holonomı́a
estable hs, se cumple y ∈ B∗

δ tal que hs(y) = z := W s
δ (y) ∩Wu

δ (x0) ∈ B. Entonces,
como z ∈ B ∩W s

δ (y), obtenemos

ĺım
n→+∞

dist(fn(z), fn(y)) = 0, ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

δfj(z) = µ.

Aplicando el resultado probado en el Ejercicio 2.1.12, resulta

ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

δfj(y) = µ,

es decir y ∈ B, como queŕıamos probar.

6.6. Lema de Distorsión Acotada

Al final de este caṕıtulo probaremos el Teorema 6.3.4 que establece, en el contexto
C1+α-Anosov, la equivalencia entre las medidas SRB ergódicas y las medidas de Gibbs
ergódicas, y la existencia de estas.
La demostración del Teorema 6.3.4 está fuertemente basada en el siguiente Lema 6.6.1
de Distorsión Acotada. La prueba de este lema se basa en la hipótesis f ∈ Diff 1+α(M).

Lema 6.6.1. Lema de Distorsión Acotada Sea f ∈ Diff 1+α(M) de Anosov.
Sea TM = Eu ⊕Es el splitting uniformemente hiperbólico del fibrado tangente, y sea
Wu

δ (x) la variedad inestable local por el punto x para δ > 0 constante, suficientemente
pequeño. Denotamos con

Ju(x) =
∣∣det dfx|Eu

x

∣∣ > 0

al Jacobiano inestable en el punto x. Sean x, y ∈M dos puntos tales que y ∈ Wu
δ (x)

y sean, para todo n ≥ 1, las funciones

hn(x, y) :=

∏n
j=1 J

u(f−j(x))
∏n

j=1 J
u(f−j(y))

∈ (0,+∞)

h(x, y) =:=

∏+∞
j=1 J

u(f−j(x))
∏+∞

j=1 J
u(f−j(y))

∈ [0,+∞],

definidas solo para las parejas (x, y) de puntos en el conjunto:

Hδ := {(x, y) ∈M tales que y ∈Wu
δ (x)}.

Entonces:
(i) Existe una constante real K > 0 tal que

1

K
< h(x, y) < K ∀ (x, y) ∈ Hδ
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(ii) La función h : Hδ → R+ es continua.
(iii) Para todo ǫ > 0 existe N ≥ 1 (independiente de la pareja de puntos (x, y) ∈ Hδ)
tal que:

e−ǫ <
hn(x, y)

h(x, y)
< eǫ ∀ (x, y) ∈ Hδ, ∀ n ≥ N.

Demostración. (i) Definamos log : [0,+∞] 7→ [−∞,+∞] acordando que log 0 = −∞
y log(+∞) = +∞. Para demostrar la afirmación (i) basta probar que existe una
constante real c > 0 tal que | log h(x, y)| ≤ c. Por construcción de la función h : Hδ 7→
[0,+∞] tenemos:

| log h(x, y)| =
∣∣
+∞∑

j=1

(
log Ju(f−j(x)) − log Ju(f−j(y))

)∣∣ ≤

+∞∑

j=1

∣∣ log Ju(f−j(x)) − log Ju(f−j(y))
∣∣. (6.10)

Ju : M 7→ R+ es continuo (porque dfx es continuo pues f es de clase C1 y Eu
x

depende continuamente de x). Entonces la función Ju está uniformemente acotada
superiormente e inferiormente por constantes reales positivas. Luego, por el Teorema
del valor medio del cálculo diferencial aplicado a la función real log t de variable real
positiva t, existe una constante c1 > 0 tal que

| log Ju(z1) − log Ju(z2)| ≤ c1|Ju(z1) − Ju(z2)|

para toda pareja (z1, z2) de puntos en la variedad M . Sustituyendo en (6.10) resulta:

| log h(x, y)| ≤ c1

+∞∑

j=1

∣∣Ju(f−j(x)) − Ju(f−j(y))
∣∣. (6.11)

Siendo f de clase C1+α, las variedades inestables son de clase C1+α (cf. la última
parte del enunciado del Teorema 3.6.1). Entonces el subespacio tangente TyW

u
δ (x) =

Eu
y depende α-Hölder continuamente del punto y cuando y vaŕıa a lo largo de la

subvariedad Wu
δ (x). Es decir, para cada x existe una constante c2(x) > 0 tal que

dist(Eu
y , E

u
z ) ≤ c2(x)dist(y, z)α ∀ y, z ∈Wu

δ (x). (6.12)

Afirmamos que para δ > 0 fijo suficientemente pequeño, existe una constante c2
uniforme tal que

c2(x) ≤ c2 ∀ x ∈M.

En efecto, fijando x1 ∈ M y una constante C(x1) > c2(x1), la desigualdad (6.12)
se satisface para cualquier punto x̂ en un entorno suficientemente pequeño de x1,
sustituyendo c2(x) por C(x1). Luego, cubriendo la variedad compacta M con una
cantidad finita de tales entornos, centrados en puntos x1, . . . , xm respectivamente, y
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tomando c2 = máxm
i=1 C(xi), deducimos que se satisface la desigualdad (6.12) para

todo x ∈M , con la constante c2 en lugar de c2(x).
Por otra parte, como f es de clase C1+α, su derivada dfx depende α-Hölder continu-
amente del punto x. Es decir, existe una constante c3 > 0 tal que

‖dfy − dfz‖ ≤ c3dist(y, z)α ∀ y, z ∈M.

Por otra parte existe una constante c4 > 0 tal que

| detA| ≤ c4‖A‖

para toda aplicación lineal A de un espacio vectorial de dimensión igual a dim(Eu)
en otro de la misma dimensión. Reuniendo las cuatro últimas desigualdades que in-
volucran las constantes c2(x), c2, c3 y c4, obtenemos

|Ju(y) − Ju(z)| =
∣∣ | det(dfy|Eu

y
| − | det(dfz|Eu

z
|
∣∣ ≤

∣∣ | det(dfy|Eu
y
| − | det(dfz |Eu

y
|
∣∣+
∣∣ | det(dfz |Eu

y
| − | det(dfz|Eu

z
| ≤

∣∣ ≤ c4‖dfy − dfz‖ + c4(máx
z∈M

‖dfz‖)dist(Eu
y , E

u
z ) ≤

(
c4c3 + c4(máx

z∈M
‖dfz‖)c2

)
· dist(y, z)α ∀ (y, z) ∈Wu

δ (x), ∀ x ∈M.

Sustituyendo en la desigualdad (6.11), obtenemos una constante c5 > 0 tal que

| log h(x, y)| ≤ c5

+∞∑

j=1

dist(f−j(x), f−j(y))α ∀ (x, y) ∈ Hδ (6.13)

Nota: Para obtener la desigualdad (6.13) observamos que no necesariamente se cumple
f−jWu

δ (x) ⊂ Wu
δ (f j(x)), y por lo tanto, aunque (x, y) ∈ Hδ no necesariamente son

aplicables directamente todas las desigualdades anteriores para la pareja de puntos
(f−j(x), f−j(y)) para cualquier j ≥ 1. Sin embargo, fijado δ > 0 suficientemente
pequeño, aplicamos la parte B) del Teorema 3.6.1, y observamos que hay convergencia
uniforme a cero de las distancias a lo largo de las variedades inestables locales al
iterar hacia el pasado, pues los vectores tangentes u ∈ Eu

x se contraen uniformemente
hacia el pasado según la Definición 3.3.1 de difeomorfismo de Anosov. Luego, existe
N ≥ 1 uniforme tal que f−nWu

δ (x) ⊂ Wu
δ (f−n(x)) para todo n ≥ N para todo

x ∈ M . Entonces, basta elegir 0 < δ′ < δ tal que f−jWu
δ′(x) ⊂ Wu

δ (f−j(x)) para
j ∈ {0, . . . , N − 1}, para que esa misma inclusión valga también para todo j ≥ 0.
Finalmente renombramos δ′ como δ para deducir la desigualdad (6.13).
Por la Definición 3.3.1 tenemos:

distu(f−j(x), f−j(y)) ≤ Cσ−jdistu(x, y), (6.14)

donde C > 0 y σ > 1 son las constantes dadas en la Definición 3.3.1, y distu(x, y)
es la distancia entre los puntos x e y a lo largo de la variedad inestable local Wu

δ (x).
Además la distancia dist en la variedad ambiente M entre dos puntos que están en la
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misma variedad inestable local, es siempre el mı́nimo de las longitudes de curvas que
unen esos puntos (con la métrica riemanniana dada en M). Por lo tanto es menor o
igual que la distancia distu a lo largo de la variedad inestable local. Sustituyendo en
la desigualdad (6.13) resulta:

| log h(x, y)| ≤ c5 C
α

+∞∑

j=1

σ−αj (distu(x, y))α ≤ c6(distu(x, y))α

∀ (x, y) ∈ Hδ, (6.15)

donde c6 = c5 C
α 1/(1 − σ−α) (observar que 0 < σ−α < 1 porque σ > 1 y α > 0).

Como Wu
δ (x) es una variedad C1-encajada en M que depende continuamente de x,

existe
Diam(Wu

δ (x)) := sup
y∈W u

δ
(x)

distu(x, y) ∈ R+

y es una función continua real de x ∈M . Luego, está acotada superiormente por una
constante uniforme c7 > 0. Sustituyendo en (6.15), concluimos:

| log h(x, y)| ≤ c6 (distu(x, y))α ≤ c6 c
α
7 = c ∀ (x, y) ∈ Hδ, (6.16)

terminando la demostración de la parte (i) del Lema 6.6.1.

(iii) Fijemos n ≥ 1. Por la definición de las funciones h y hn tenemos

hn(x, y)

h(x, y)
=:=

∏+∞
j=n+1 J

u(f−j(y))
∏+∞

j=n+1 J
u(f−j(x))

Luego, aplicando la fórmula (6.15) a los puntos f−n−1(x) y f−n−1(y), en lugar de x
e y respectivamente, obtenemos

∣∣∣ log
(hn(x, y)

h(x, y)

)∣∣∣ ≤ c6
(
distu(f−n−1(x), f−n−1(y))

)α

.

Usando ahora la desigualdad (6.14), deducimos:
∣∣∣ log

(hn(x, y)

h(x, y)

)∣∣∣ =≤ c6C
ασ−(n+1)α

(
distu(x, y)

)α ≤ c6 C c
α
7 σ

−(n+1)α.

Como σ > 1 y α > 0, el término de la derecha tiende a cero cuando n→ +∞. Luego,
existe N ≥ 1, independiente de (x, y) tal que

∣∣∣ log
hn(x, y)

h(x, y)

∣∣∣ < ǫ ∀ n ≥ N,

terminando de probar la afirmación (iii) del Lema 6.6.1.

(ii) Debido a la afirmación (ii), la sucesión de funciones hn(x, y) converge uniforme-
mente a h(x, y) para todo (x, y) ∈ Hδ. Además hn(x, y) es continua en Hδ, porque el
Jacobiano inestable Ju(x) =

∣∣det dfn
x |Eu

x

∣∣ es una función continua de x, pues dfx es
continuo y Eu

x también. El ĺımite uniforme de una sucesión de funciones continuas es
continuo. Concluimos que h es una función continua, finalizando la prueba del Lema
6.6.1.
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6.7. Demostración del Teorema 6.3.4

En la demostración del Teorema 6.3.4, usaremos, además del Lema de Distorsión
Acotada, el siguiente resultado, válido para cualquier difeomorfismo de Anosov (no
necesariamente de clase C1+α), y generalizable también (reformulando adecuada-
mente el enunciado) para los entornos locales de atractores topológicos uniformemente
hiperbólicos.

Teorema 6.7.1. Estructura de producto local Sea f ∈ Diff 1(M) Anosov.
Existen constantes 0 < δ′ < δ suficientemente pequeñas, tales que f tiene estructura
de producto local en entornos de radio δ′.
La estructura de producto local significa, por definición, que para toda pareja de
puntos (x, y) tales que dist(x, y) < δ′, existen, son únicos y dependen continuamente
de (x, y) los puntos [x, y] y [y, x] definidos por:

[x, y] = Wu
δ (x) ∩W s

δ (y), [y, x] = Wu
δ (y) ∩W s

δ (x),

donde Wu,s
δ (x) denota la componente conexa de Wu,s(x) ∩ Bδ(x) que contiene al

punto x.

Una prueba del Teorema 6.7.1 puede encontrarse en [Bow 1975b, Theorem 3.12] o
en [Kat-Has 1995, Proposition 6.4.21]. El Teorema 6.7.1 es consecuencia del llamado
“shadowing lemma”(lema de sombreado).

Ahora estamos en condiciones de demostrar el Teorema 6.3.4 que establece la existen-
cia, y mutua equivalencia, de las medidas ergódicas de Gibbs y de las medidas SRB,
para los difeomorfismos de Anosov de clase C1+α.

6.7.2. Demostración del Teorema 6.3.4

Esta prueba consta de tres partes:

Afirmación I: Existen medidas de probabilidad µ de Gibbs tales que:
• Las probabilidades condicionales inestables µu son equivalentes a las medidas de
Lebesgue mu a lo largo de las respectivas variedades inestables locales Wu

δ (x) para
µ-c.t.p. x ∈ M . (Nota: La equivalencia entre µu y mu se define como µu ≪ mu y
mu ≪ µu).
• La derivada de Radon-Nikodym dµu/dmu (la densidad de las medidas condicionales
inestables µu) es una función real continua y estrictamente positiva.

Una vez probada la Afirmación I, como consecuencia, debido al Teorema 4.1.2 de De-
scomposición en componentes ergódicas, y por las partes (b) y (c) del Corolario 6.2.4
del Teorema de Rohlin, concluimos que existen medidas de probabilidad ergódicas de
Gibbs µ tales que µu es equivalente a mu para µ-c.t.p. Aplicando entonces el Teore-
ma 6.3.1 ya demostrado, toda medida de probabilidad ergódica y de Gibbs, es SRB.
Deducimos que existen medidas SRB ergódicas, es decir, concluimos la parte (a) del
Teorema 6.3.4. Además la Afirmación I implica que existen medidas SRB ergódicas,
que son de Gibbs, cuyas probabilidades condicionales inestables son equivalentes a la
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medida de Lebesgue a lo largo de las variedades inestables respectivas para µ-c.t.p.,
y cuyas densidades son funciones reales continuas y estrictamente positivas.

Afirmación II: Sea µ una medida de Gibbs ergódica µ tal que la derivada de Radon-
Nikodym (densidad dµu/dmu de las medidas condicionales inestables µu) es una
función continua (no necesariamente estrictamente positiva). Entonces la cuenca de
atracción estad́ıstica de µ cubre Lebesgue c.t.p. de un entorno abierto de su soporte.

De esta propiedad, una vez demostrada, deducimos que dos medidas de Gibbs ergódi-
cas diferentes cuyas densidades inestables sean continuas (en particular dos medidas
de Gibbs ergódicas que satisfagan la Afirmación I), deben tener soportes disjuntos a
distancia positiva. En efecto, por la Definición 5.5.1, las cuencas de atracción estad́ısti-
ca de medidas diferentes deben ser disjuntas. Debido a la Afirmación II los soportes
de esas dos medidas están mutuamente aislados. De aqúı deducimos (usando que M
es un espacio métrico compacto y por lo tanto existe base numerable de abiertos) que
las medidas de Gibbs ergódicas que satisfacen la Afirmación I (y por lo tanto también
la II) son a lo sumo una cantidad numerable.

Afirmación III: Lebesgue casi todo punto de la variedad M pertenece a la unión de
las cuencas de atracción estad́ıstica de las medidas de Gibbs ergódicas cuyas medidas
condicionales inestables cumplen las dos propiedades de la Afirmación I.

Supongamos probada la afirmación III. Tomando en particular una medida SRB o
f́ısica cualquiera ν, con cuenca de atracción estad́ıstica A, deducimos que A está con-
tenido en la unión de las cuencas de atracción estad́ıstica (que son disjuntas dos a
dos) de una colección finita o infinita numerable de medidas de Gibbs ergódicas que
satisfacen la Afirmación I. Como las cuencas de atracción estad́ıstica de medidas difer-
entes son disjuntas, deducimos que toda medida SRB o f́ısica es de Gibbs ergódica
y satisface la Afirmación I, y por lo tanto también la II. Esto, junto con el Teorema
6.3.1, prueba la parte (b) del Teorema 6.3.4.

Además, la afirmación III implica inmediatamente la parte (c) del Teorema 6.3.4, y
más aún, toda medida SRB no solo es de Gibbs ergódica, sino que además satisface
las afirmaciones I y II.

Supongamos ahora además que f es topológicamente transitivo. Si hubiera dos me-
didas SRB (ergódicas) diferentes µ y ν, entonces sus cuencas de atracción estad́ıstica
B(µ) y B(ν) seŕıan disjuntas. Como µ y ν satisfacen la Afirmación II, existen abiertos
disjuntos U y V tales que Lebesgue c.t.p. de U pertenece a B(µ) y Lebesgue c.t.p.
de V pertenece a B(ν). Como B(µ) es f -invariante, entonces m(fn(U) \ B(µ)) = 0
para todo n ≥ 1. Como f es topológicamente transitivo existe n ≥ 1 tal que el abierto
fn(U) ∩ V 6= ∅. Todo abierto (en particular fn(U) ∩ V ) tiene medida de Lebesgue
positiva, y Lebesgue c.t.p. de fn(U) ∩ V pertenece a B(µ) (por pertenecer a fn(U)),
y pertenece también a B(ν) (por pertenecer a V ). Luego las cuencas de atracción
estad́ıstica B(µ) y B(ν) no son disjuntas, de donde µ = ν. Esto prueba la unicidad
de la medida SRB, es decir, la parte (d) del Teorema 6.3.4.

En resumen, para demostrar completamente el Teorema 6.3.4, basta probar las Afir-
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maciones I, II y III.

Primera parte de la demostración del Teorema 6.3.4

(Prueba de la Afirmación I de §6.7.2)

Demostración. .

Paso 1: Construcción de candidata a medida de Gibbs

Elijamos una variedad inestable local cualquiera W0 y consideremos la medida mu
0 de

Lebesgue a lo largo de W0. Tenemos mu
0 (W0) > 0. Definimos la siguiente medida de

probabilidad µ0 en la variedad ambiente M :

µ0(A) :=
mu(A ∩W0)

mu(W0)
∀ A ∈ A,

donde A es la sigma-álgebra de Borel. Para todo n ≥ 1 definimos las siguientes
medidas de probabilidad νn y µn:

νn(A) := µ0(f
−n(A)), µn(A) :=

1

n

n−1∑

j=0

νj(A) ∀ A ∈ A. (6.17)

Finalmente tomamos una subsucesión {µni
}i∈N convergente a µ en el espacio M de

las medidas de probabilidad en (M,A) con la topoloǵıa débil∗. Probaremos que la
medida µ satisface la Afirmación I.

Paso 2: Descomposición de Rohlin de las medidas νn.

Consideremos un punto x0 en el soporte de µ tal que existe una bola B = Bδ(x0) ⊂M
de radio δ > 0 suficientemente pequeño, tal que µ(B) > 0. Entonces, por la definición
de la topoloǵıa débil estrella (tomando por ejemplo una función continua no negativa
que vale 1 en x0 y está soportada en B), existe N ≥ 1 tal que µN (B) > 0, de donde
deducimos que, para todo n ≥ N existe j ∈ {0, . . . , n − 1} tal que νj(B) > 0, y por
lo tanto

µn(B) > 0 ∀ n ≥ N. (6.18)

Esto implica, por la definición de la medida νj que f j(W0) ∩ B 6= ∅. Fijemos n ≥ 1
tal que

fn(W0) ∩B 6= ∅.

Por construcción, para todo boreliano A ⊂M , se cumple:

νn(A ∩B) =
1

mu
0 (W0)

∫
χf−n(A)(y)χW0∩f−n(B)(y) dm

u
0 (y).

Haciendo el cambio de variable x = fn(y) y denotando Ju(y) al Jacobiano inestable
en el punto y definido por

Ju(y) :=
∣∣det dfy|Eu(y)

∣∣,
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donde Eu
y = TyW

u(y), obtenemos:

νn(A ∩B) =
1

mu
0 (W0)

∫
χA(x)χfn(W0)∩B (x)

∣∣ det d(f−n)|Eu
x
(x)
∣∣ dmu(x)

donde mu(x) denota la medida de Lebesgue a lo largo de la variedad inestable local
Wu

δ (x) por el punto x. Tenemos

∣∣ det d(f−n)|Eu
x
(x)
∣∣ =

1∣∣ det d(fn)|Eu
y
(y)
∣∣ =

1∏n
i=0 J

u(f i(y))
=

=
1∏n

h=1 J
u(f−h(x))

,

de donde:

νn(A ∩B) =
1

mu
0 (W0)

∫
χA(x)χfn(W0)∩B (x)

1∏n
h=1 J

u(f−h(x))
dmu(x).

Denotamos kn el número de componentes conexas de fn(W0) ∩ B (por convención,

kn = 0 si el conjunto es vaćıo y
∑0

i=1 · = 0). Para cada n ≥ 1 fijo, si kn ≥ 1 denotamos
{Wi,n}1≤i≤kn

al conjunto de componentes conexas de fn(W0) ∩ B. Observamos que
para todo x ∈ Wi,n la medida mu(x) es la de Lebesgue a lo largo de la subvariedad
Wi,n. Entonces:

νn(A ∩B) =
1

mu
0 (W0)

kn∑

i=1

∫

Wi,n

χA(x)
1∏n

h=1 J
u(f−h(x))

dmu(x). (6.19)

Fijamos n ≥ 1 tal que kn ≥ 1, es decir fn(W0) ∩ B 6= ∅. Luego, por construc-
ción de la medida νn mediante la igualdad (6.17), tenemos νn(B) > 0. Tomemos
una subvariedad cualquiera V , encajada en Bδ, de dimensión complementaria a la
inestable, que interseque en un solo punto cada una, a todas las variedades estables
locales inestables Wuδ(z) (para todo z ∈ B). Por el Teorema 6.7.1 de estructura
de producto local, tal variedad topológicamente transversal V existe, ya que puede
tomarse igual a una variedad estable local.
Para cada i ∈ {1, . . . , kn} consideremos el punto xi,n = Wi,n ∩ V . Construimos, para

cada x ∈ ⋃kn

i=1Wi,n, el siguiente valor real positivo hn(x) de la que llamaremos función
hn:

hn(x) :=

∏n
h=1 J

u(f−h(xi,n))∏n
h=1 J

u(f−h(x))
, (6.20)

donde i ∈ {1, . . . , n} es el único ı́ndice tal que x ∈ Wi,n.
Consideramos la partición Pn de la bola B cuyas piezas son {Wi,n}1≤i≤kn

y además

el complemento en B de ∪kn

i=1Wi,n. Denotamos con ρn la siguiente medida (finita) en
el espacio medible cociente formado por las piezas de la partición Pn:

ρn =
1

mu
0 (W0)

kn∑

i=1

∫
Wi,n

hn dm
u

∏n
h=1 J

u ◦ f−h(xi,n)
δxi,n

, (6.21)
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donde δxi,n
denota la Delta de Dirac soportada en la pieza Wi,n (representada por el

punto xi,n). Sustituyendo (6.20) y (6.21) en la igualdad (6.19), obtenemos para todo
boreliano A la siguiente descomposición de la medida de probabilidad νn restringida
a la bola B:

νn(A ∩B)

νn(B)
=

1

νn(B)

∫
dρn

∫

Wi,n

χA(x)
hn(x)∫

Wi,n
hn dmu

dmu(x). (6.22)

La igualdad anterior da la descomposición de Rohlin con respecto de la partición
Pn, de la medida de probabilidad νn/νn(B) en la bola B. En efecto, la medida de
probabilidad νu

n condicionada a lo largo de las piezas de la partición (i.e. a lo largo
de las variedades inestables locales Wi,n) está dada por la integral de la derecha en la
igualdad (6.22). Esta medida condicionada νu

n cumple

dνu
n =

hn∫
Wi,n

hn dmu
dmu,

y por lo tanto
νu

n ≪ mu.

Decimos entonces que las medidas condicionales inestables de νn son absolutamente
continuas (aún cuando νn no es necesariamente invariante con f). La integral de la
izquierda en (6.22) da la medida de probabilidad ν̂n en el espacio cociente de la bola
B con respecto a la partición Pn. Esta medida cociente ν̂n es

ν̂n =
1

νn(B)
ρn.

El objetivo en los siguientes pasos de la demostración es usar la descomposición de
Rohlin de las medidas νj dada por la igualdad (6.22) para todo j ∈ {0, . . . , n − 1},
para encontrar la descomposición de Rohlin de la medida µn =

∑n−1
j=0 µn. Luego,

pasando al ĺımite para una subsucesión {ni}i∈N, encontraremos la descomposición
de Rohlin de la medida µ construida en el Paso 1, para demostrar que es medida
de Gibbs y satisface la Afirmación I. El punto dif́ıcil en este argumento es justificar
rigurosamente el pasaje al ĺımite de los promedios de las medidas ν̂n y de las medidas
condicionales νu

n . Para ello, necesitamos ǫ-aproximar la descomposición de Rohlin
dada por la igualdad (6.22), para todo ǫ > 0 arbitrariamente pequeño, y para n
suficientemente grande.

Paso 3: ǫ- aproximación de la descomposición de Rohlin de νn

Fijemos, como en el paso 2, n ≥ 1 tal que fn(W0) ∩ B 6= ∅. Recordamos que
{Wi,n}1≤i≤kn

denota a las componentes conexas de fn(W0)∩B, que son por lo tanto,
variedades inestables locales contenidas en la bola B. Recordemos que para obtener la
descomposición de Rohlin de νn dada por la igualdad (6.22), hemos elegido y dejado

fijo un punto y uno solo xi,n ∈ Wi,n. Definimos ahora, para todo x ∈ ⋃kn

i=1Wi,n el

siguiente valor h(x) ∈ [0,+∞] de la que llamaremos función h restringida a
⋃kn

i=1Wi,n:

h(x) :=

∏+∞
h=1 J

u(f−h(xi,n))
∏+∞

h=1 J
u(f−h(x))

, (6.23)
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donde i es el único ı́ndice en {1, . . . , kn} tal que x ∈ Wi,n Ahora aplicamos el Lema
6.6.1 de Distorsión Acotada que establece que: Existe una constante real K > 0 tal
que

1

K
< h(x) <

1

K
∀ x ∈ H :=

+∞⋃

n≥1

kn⋃

i=1

Wi,n (6.24)

h : H → R+ es continua (6.25)

Para todo ǫ > 0 existe N ≥ 1 (independiente de x ∈ H) tal que:

e−ǫ <
hn(x)

h(x)
< eǫ ∀ x ∈

kn⋃

i=1

Wi,n ∀ n ≥ N. (6.26)

Aplicando la afirmación (6.24) del Lema de Distorsión Acotada, construimos, para
cada n ≥ 1 fijo tal que fn(W0) ∩B 6= ∅, la siguiente medida finita In:

In(A) :=

∫
dρn

∫

Wi,n

χA(x)
h(x)∫

Wi,n
h dmu

dmu(x), ∀ A ∈ A (6.27)

donde ρn es la medida definida en la igualdad (6.21). Comparando las igualdades
(6.22) y (6.27), obtenemos, para todo boreliano A la siguiente igualdad:

νn(A ∩B) =

∫
dρn

∫

Wi,n

χA
hn∫

Wi,n
hn dmu

dmu =

=

∫
dρn

∫

Wi,n

χA
hn

h

h∫
Wi,n

h(hn/h) dmu
dmu

Usando la propiedad (6.26) del Lema de Distorsión Acotada, deducimos, para todo
n ≥ N tal que fn(W0) ∩B 6= ∅ y para todo Boreliano A:

e−2ǫIn(A) ≤ νn(A ∩B) ≤ e2ǫIn(A)

En conclusión:

e−2ǫ

∫
dρn

∫

Wi,n

χA(x)
h(x)∫

Wi,n
h dmu

dmu(x) ≤ νn(A ∩B) ≤

e2ǫ

∫
dρn

∫

Wi,n

χA(x)
h(x)∫

Wi,n
h dmu

dmu(x) ∀ A ∈ A (6.28)

Paso 4: Descomposición de Rohlin de la medida µ
Sea la medida de probabilidad µ construida en el Paso 1:

µ = ĺım
i→+∞

µni
, (6.29)
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donde el ĺımite es en la topoloǵıa débil estrella, y µn está definida para todo n ≥ 1
por la igualdad (6.17), como el promedio aritmético de las medidas νj para j ∈
{0, . . . , n−1}. Consideremos n ≥ N fijo y la partición medible Q de la bola B formada
por las variedades inestables locales. Denotemos B/ ∼ el espacio medible cociente de
B con respecto a esa partición. Usando las desigualdades (6.28) obtenemos, para todo
boreliano A ⊂M la siguiente ǫ-aproximación de µn(A)

e−2ǫ

∫

B/∼

d
( 1

n

n−1∑

j=0

ρj

) ∫

W

χA
h∫

W
h dmu

dmu(x) ≤ µn(A ∩B) ≤

e2ǫ

∫
d

1

n

( n−1∑

j=0

ρj

) ∫

W

χA
h∫

W h dmu
dmu(x) ∀ A ∈ A, ∀ n ≥ N. (6.30)

donde, por convención, ρj está definida por la igualdad (6.21) si
f j(W0) ∩B 6= ∅, y ρj := 0 en caso contrario.
Denotamos

ρ∗n :=
1

n

n−1∑

j=0

ρj . (6.31)

Por construcción ρ∗n es una medida finita en el espacio cociente B/ ∼ de la bola B con
respecto a la partición Q en subvariedades locales inestables. Por la igualdad (6.18)
µn(B) > 0 para todo n suficientemente grande (digamos n ≥ N). Entonces, debido a
las desigualdades (6.30), ρ∗n es una medida no nula para todo n ≥ N . Probemos que la
sucesión de medidas {ρ∗n}n≥N está uniformemente acotada superiormente por eǫ. En
efecto, por un lado la medida µn construida por la igualdad (6.17) es una medida de
probabilidad en toda la variedad M , y por otro lado, de la desigualdad a la izquierda
en (6.30), obtenemos

1 ≥ µ(B) ≥ e−2ǫ

∫

B/∼

dρ∗n = ρ∗(B/ ∼).

El espacio de todas las medidas finitas en el espacio medible B/ ∼ que están uniforme-
mente acotadas por e2ǫ, provisto de la topoloǵıa débil estrella, de secuencialmente
compacto. Luego, existe una subsucesión {nik

}k∈N de {ni}i∈N (que por simplicidad
seguimos denotando como ni), tal que {ρ∗ni

}i es convergente a una medida finita ρ∗.
En resumen, hemos demostrado la existencia de una medida finita ρ∗ en el espacio
medible cociente B/ ∼, tal que:

ρ∗ = ĺım
i→+∞

ρ∗ni
= ĺım

u→+∞

1

ni

ni−1∑

j=0

ρj , (6.32)

donde el ĺımite de medidas es en la topoloǵıa débil estrella.
Consideremos una función real continua no negativa ψ : M 7→ [0, 1]. Las desigualdades
(6.30) y la igualdad (6.31) implican

e−2ǫ

∫

B/∼

dρ∗ni

∫

W

ψ
h∫

W
h dmu

dmu ≤
∫

B

ψ dµni
≤
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e2ǫ

∫

B/∼

dρ∗ni

∫

W

ψ
h∫

W
h dmu

dmu ∀ ni ≥ N. (6.33)

Aplicando la propiedad (6.25) del Lema de Distorsión Acotada, deducimos que el pro-
ducto ψ · h es una función continua en B. Luego, como también mu(Wu

δ (x)) depende
continuamente de x (porque el subespacio tangente Eu

x depende continuamente de
x), deducimos que la integral a la derecha en (6.33) es un número real positivo que
depende continuamente de la variedad inestable W ∈ B/ ∼. Entonces, por la igualdad
(6.32) y por la definición de la topoloǵıa débil estrella, deducimos que:

ĺım
i→+∞

∫

B/∼

dρ∗ni

∫

W

ψ
h∫

W h dmu
dmu =

=

∫

B/∼

dρ∗
∫

W

ψ
h∫

W
h dmu

dmu.

Tomando ĺımite en las desigualdades (6.33) y recordando (6.29), obtenemos:

e−2ǫ

∫

B/∼

dρ∗
∫

W

ψ
h∫

W h dmu
dmu ≤

∫

B

ψ dµ ≤

e2ǫ

∫

B/∼

dρ∗
∫

W

ψ
h∫

W h dmu
dmu (6.34)

Por linealidad, la integral de la derecha en (6.34) define un funcional lineal acotado y
positivo en el espacio C0(M,R) de todas las funciones continuas ψ : M 7→ R. Luego,
por el Teorema de Representación de Riesz, define una medida finita µ̃. Como las
desigualdades (6.34) valen para toda ψ ∈ C0(M, [0, 1], y la función caracteŕıstica χA

de cualquier boreliano A puede aproximarse en L1(µ) y en L1(µ̃) por una función
continua ψ ∈ C0(M, [0, 1]), obtenemos, para todo boreliano A las siguientes desigual-
dades:

e−2ǫ

∫

B/∼

dρ∗
∫

W

χA
h∫

W
h dmu

dmu ≤ µ(A ∩B) ≤
∫

B/∼

dρ∗
∫

W

χA
h∫

W h dmu
dmu. (6.35)

Por construcción, las medidas involucradas en las desigualdades (6.35) son independi-
entes del número ǫ > 0, pero valen para todo ǫ > 0 suficientemente pequeño. Luego,
haciendo ǫ→ 0+, deducimos:

µ(A ∩B) =

∫

B/∼

dρ∗
∫

W

χA
h∫

W h dmu
dmu ∀ A ∈ A. (6.36)

Dividiendo la igualdad (6.36) entre µ(B) > 0, hemos encontrado la descomposición
de Rohlin de la medida de probabilidad µ restringida a la bola B, con respecto a la
partición Q de B en subvariedades inestables locales. En efecto, la medida µ̂ en el
espacio cociente B/ ∼ con respecto a esa partición es ρ∗/µ(B) (es inmediato chequear
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que esta es una medida de probabilidad en B/ ∼); y las medidas condicionales in-
estables µu de µ están definidas por las integrales de la derecha en la igualdad (6.36).
Luego,

µu ≪ mu

para µ̂-casi toda variedad inestable W ∈ B/ ∼. Además, la derivada de Radon-
Nikodym de µu con respecto a mu (la densidad) es:

dµu

dmu
(x) = h.

Usando las propiedades (6.24) del Lema de Distorsión Acotada, 1/h es una función
continua y acotada superiormente. Entonces

dmu

dµu
(x) =

1

h
,

lo cual implica que
mu ≪ µu,

terminando de demostrar que µ es una medida de Gibbs, que sus medidas condi-
cionales inestables µu son equivalentes a las medidas de Lebesgue mu a lo largo de las
variedades inestables, para µ-c.t.p., y que su función densidad inestable h es continua
y estrictamente positiva. Esto completa la prueba de la Afirmación I del parágrafo
§6.7.2.

Nota: Además, usando la igualdad (6.23) hemos probado que la densidad de las
medidas condicionales inestables de µ a lo largo de la variedad inestable local Wu

δ (xi),
es

h(x) =

∏+∞
h=0 J

u(xi)∏+∞
h=0 J

u(x)
,

demostrando también lo afirmado en la Observación 6.3.6.

Segunda parte de la demostración del Teorema 6.3.4
(Prueba de la Afirmación II de §6.7.2)

Ejercicio 6.7.3. Probar la Afirmación II de §6.7.2.
Sugerencia: Sea dada µ, una medida de probabilidad de Gibbs ergódica con densidad
inestable continua. Hay que probar que existe un conjunto medible con µ-medida
1 y un abierto que lo contiene, tal que Lebesgue c.t.p. de ese abierto está en la
cuenca de atracción estad́ıstica B de µ. Para µ-c.t.p. x0 ∈ M , toda bola Bδ(x0)
tiene µ-medida positiva. Probemos que Lebesgue casi todo punto de Bδ(x0), para
δ > 0 suficientemente pequeño que depende de x0, pertenece a la cuenca B. Con-
sideremos la densidad h(x0) de µu

x0
respecto la medida de Lebesgue inestable mu

x0
.

Cualquier función densidad es no negativa. Por definición de la función densidad
inestable h = dµu/dmu, y por el teorema de descomposición de Rohlin, hx0 > 0
para µ-c.t.p. x0 ∈ M . Como por hipótesis h es continua, entonces hx > 0 para todo
x ∈Wu

δ (x0), si tomamos δ > 0 suficientemente pequeño (dependiendo del punto x0).
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Ahora podemos aplicar los mismos argumentos de la demostración del Teorema 6.3.1,
usando la condición (6.9) de continuidad absoluta de la holonomı́a hs a lo largo de la
foliación estable, establecida en el Teorema 6.5.2 de la Teoŕıa de Pesin. En extenso,
por la construcción sugerida antes, la medida condicionada inestable µu a lo largo de
la variedad Wu

δ (x0) tiene densidad estrictamente positiva. Entonces es equivalente a
la medida de Lebesgue mu en esa variedad inestable local. Usar esta propiedad, y la
ergodicidad de µ para probar que mu c.t.p. de Wu

δ (x0) pertenece a B (i.e. µ-c.t.p.
pertenece a la cuenca B, lo cual implica que µu c.t.p. de Wu

δ (x0) pertenece a B de-
bido al Teorema 6.1.7). Usar (6.9) en ambas direcciones, para deducir que la medida
de Lebesgue m de hs−1(Wu

δ (x0) \ B) ⊂ M es cero. Finalmente aplicar el Teorema
6.7.1 de estructura de producto local del difeomorfismo de Anosov f , para deducir
que h−1

s (Wu
δ (x0)) = Bδ(x0), y el mismo argumento que en la prueba del Teorema

6.3.1 para demostrar que h−1
s (B ∩Wu

δ (x0)) ⊂ B y concluir que m-c.t.p. de Bδ(x0)
pertenece a B. Concluimos que para µ-c.t.p. x0 ∈M existe δ > 0 (que puede depender
de x0) tal que m-c.t.p. de Bδ(x0) pertenece a la cuenca de atracción estad́ıstica B de
la medida de Gibbs ergódica µ. Tomando la unión de esas bolas abiertas, se obtiene
un abierto que contiene al soporte de µ y tal que m-c.t.p. de ese abierto está contenido
en la cuenca B.

Tercera y última parte de la demostración del Teorema 6.3.4
(Prueba de la Afirmación III de §6.7.2)

Demostración. Debido a la Afirmación I ya probada, existen medidas de Gibbs µ
cuyas medidas condicionales inestables µu satisfacen las dos propiedades en dicha
afirmación. Aplicando el Teorema 6.3.1, la parte (b) del Corolario 6.2.4, y la Definición
5.5.6, deducimos que la cuenca de atracción estad́ıstica de las componentes ergódicas
de µ tienen medida de Lebesgue positiva, y estas componentes ergódicas son medidas
de Gibbs ergódicas cuyas condicionales inestables satisfacen las dos propiedades de la
Afirmación I. Por lo tanto, el conjunto B formado por todos los puntos que pertenecen
a las cuencas de atracción estad́ıstica de medidas de Gibbs ergódicas que satisfacen
esas dos propiedades, cumple

m(B) > 0.

Nota: B es medible: En efecto, , las medidas de Gibbs ergódicas son a lo sumo, una
cantidad numerable, porque por el Teorema 6.3.1 y la Definición 5.5.6, sus cuencas de
atracción estad́ıstica son disjuntas dos a dos y tienen medida de Lebesgue positiva. La
cuenca de atracción estad́ıstica de cualquier medida de probabilidad, por su construc-
ción dada en la Definición 5.5.1, es un conjunto medible. Luego, la unión numerable
B de conjuntos medibles, es medible.
Queremos probar que m(B) = 1, es decir m(C) = 0 donde

C = M \B.

Como la cuenca de atracción estad́ıstica de cualquier medida de probabilidad es in-
variante con f , tenemos:

f(B) = B, f(C) = C.
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Tomemos δ > 0 suficientemente pequeño. Como m(B) > 0, deducimos que:

Existe una bola Bδ(x0) tal que m(B ∩Bδ(x0)) > 0.

Afirmamos que

A probar: ∀ x0 ∈M, m(B ∩Bδ(x0)) > 0 ⇒ m(C ∩Bδ(x0) = 0. (6.37)

Primero veamos que una vez probada la afirmación (6.37), se deduce la afirmación
(III). En efecto, si la variedad M fuera conexa, entonces la afirmación (III) implica
que las bolas abiertas de radio δ se clasifican en dos clases disjuntas: la de aquellas
bolas tales que Lebesgue-c.t.p. de ella pertenece a B, y la de aquellas bolas tales
que Lebesgue c.t.p. pertenece al complemento de B, o sea a C. Como la variedad
es conexa, una de las dos clases es vaćıa. Como existe un bola Bδ(x0) en la primera
clase, entonces la segunda clase es vaćıa. Esto prueba que para toda bola de radio δ,
m(C ∩ Bδ) = 0. Luego 0 = m(C) = m(M \ B), de donde deducimos que m(B) = 0,
concluyendo la Afirmación III, cuando la variedad M es conexa. Y si la variedad
M no es conexa, como es compacta por hipótesis, tiene una cantidad finita k ≥ 2
de componentes conexas M1, . . . ,Mk. Siendo f un difeomorfismo de clase C1+α, en
particular, es continuo. Entonces existe un p ≥ 1 tal que fp : Mi 7→ Mi para todo
1 ≤ i ≤ k, y fp|Mi

∈ Diff1+α(Mi). Como f es Anosov, fp|Mi
es Anosov, donde Mi

es una variedad compacta y conexa. Por lo probado antes m(C ∩Mi) = 0 para todo
1 ≤ i ≤ k. Luego m(C) = 0, terminando de probar la Afirmación III de §6.7.2, a
partir de (6.37).
Ahora solo resta demostrar (6.37). Supongamos por absurdo que

m(B ∩Bδ(x0)) > 0, m(C ∩Bδ(x0)) > 0.

Denotemos
W0 = Wu

δ (x0)

a la variedad inestable local por x0 en la bola Bδ(x0) (es decir, Wu
δ (x0) es la compo-

nente conexa que contiene al punto x0 de la intersección Wu(x0) ∩Bδ(x0)).
Debido a la propiedad (6.9), establecida en el Teorema 6.5.2 de continuidad absoluta
de la holonomı́a estable, tenemos

mu(W0 ∩B) > 0, mu(W0 ∩ C) > 0

donde mu es la medida de Lebesgue inestable a lo largo de la variedad inestable
local W0. Construyamos, como en el paso 1 de la demostración de la Afirmación I en
§6.7.2, las siguientes medidas de probabilidad en M . Para cualquier boreliano A ⊂M ,
definimos:

µ0(A) :=
mu(W0 ∩A)

mu(W0)
= λµ0,B(A) + (1 − λ)µ0,C(A),

donde

λ :=
mu(B ∩W0)

mu(W0)
, 1 − λ :=

mu(C ∩W0)

mu(W0)
,
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µ0,B(A) :=
mu(W0 ∩A ∩B)

mu(W0 ∩B)
,

mu(W0 ∩A ∩C)

mu(W0 ∩ C)
.

νn(A) := µ0(f
−n(A)) = λνn,B(A) + (1 − λ)νn,C(A),

donde
νn,B(A) := µ0,B(f−n(A)), νn,C(A) := µ0,C(f−n(A)),

µn :=
1

n

n−1∑

j=0

νj = λµn,B + (1 − λ)µn,C ,

donde

µn,B :=
1

n

n−1∑

j=0

νj,B, µn,C :=
1

n

n−1∑

j=0

νj,C .

Tomamos una subsucesión {ni}i≥1 tal que las sucesiones de medidas de probabilidad
{µni

}i≥1, {µni,B}i≥1 y {µni,C}i≥1 son convergentes en la topoloǵıa débil estrella. Es
decir, existen medidas de probabilidad µ, µB y µC tales que:

µ = ĺım
i→+∞

µni
, µB = ĺım

i→+∞
µni,B, µC = ĺım

i→+∞
µni,C .

Entonces:
µ = ĺım

i→+∞
µni

= ĺım
i→+∞

λµni,B + (1 − λ)µni,C =

= λ ĺım
i→+∞

µni,B + (1 − λ) ĺım
i→+∞

µni,C = λµB + (1 − λ)µC .

Luego
µC ≪ µ.

Por el teorema de Descomposición Ergódica, como µC ≪ µ, deducimos que:
Las componentes ergódicas µCx de µC coinciden con las componentes ergódicas µx de
µ, para µC-c.t.p. x ∈M .
Por lo demostrado en la Afirmación I de §6.7.2, la medida de probabilidad µ es de
Gibbs y sus medidas condicionales inestables satisfacen las dos propiedades de la
Afirmación I. Luego, usando las partes (b) y (d) del Corolario 6.2.4, obtenemos:
Las componentes ergódicas µx de µ son medidas ergódicas de Gibbs y sus medidas
condicionales inestables µu

x satisfacen las dos propiedades de la Afirmación I, para
µ-c.t.p. x ∈M .
De las dos enunciados probados arriba, concluimos que:
Las componentes ergódicas de µC con medidas ergódicas de Gibbs cuyas condicionales
inestables satisfacen las dos propiedades de la Afirmación I, para µC-c.t.p. x ∈M .
Ahora aplicamos la Afirmación II ya probada, para deducir el siguiente resultado:
Enunciado (a) ya probado: Lebesgue c.t.p. de un abierto V que contiene al soporte
de µC , pertenece al conjunto B = M \ C.
Pero, por construcción de la medida µC = ĺımi µni,C , si tomamos una función real
continua no negativa ψ : M 7→ [0, 1] soportada en V y tal que ψV > 0, se cumple:

0 <

∫
χV ψ dµC =

∫
ψ dµC = ĺım

i→+∞

∫
ψ dµni,C =
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= ĺım
i→+∞

1

ni

ni−1∑

j=0

∫
ψ dνj,C .

Entonces, existe j ≥ 1 tal que

0 <

∫
ψ dνj,C =

∫
ψ ◦ f−j dµ0,C =

∫
(χV · ψ) ◦ f−j dµ0,C .

(La última igualdad proviene de que ψ está soportada en V , es decir χV ·ψ = ψ). Por
la construcción de µ0,C , y debido a la positividad establecida en la última desigualdad,
deducimos que

mu(f−j(V ) ∩ C ∩W0) > 0.

Como f es un difeomorfismo y f j(C) = C, deducimos

mu(V ∩ C ∩ f j(W0)) > 0. (6.38)

Ahora tomamos una bola abiertaBδ(x1) ⊂ V , de radio δ > 0 suficientemente pequeño,
centrada en un punto x1 ∈ V ∩ C ∩ f j(W0)) tal que

mu(C ∩Wu
δ (x1)) > 0, (6.39)

donde Wu
δ (x1) es la componente conexa que contiene a x1 de la intersección Bδ(x1)∩

f j(Wu(x0)), quien a su vez contiene a la componente conexa por el punto x1 de
Bδ(x1)∩ f j(W0), cuya intersección con C, debido a (6.38), tiene medida de Lebesgue
mu positiva.
Aplicamos la propiedad (6.9) de continuidad absoluta de la holonomı́a estable hs :
Bδ(x1) 7→Wu

δ (x1), establecida en el Teorema 6.5.2. De (6.39) deducimos

m(h−1
s (C ∩Wu

δ (x1))) > 0.

Como h−1
s (C) ⊂ C y h−1

s (Wu
δ (x1)) ⊂ Bδ(x1) ⊂ V , deducimos que m(C ∩ V ) > 0,

lo cual contradice el enunciado (a) probado antes. Esta contradicción termina de de-
mostrar (6.37) por absurdo, y por lo tanto, con ella termina la prueba de la Afirmación
III de §6.7.2 y del Teorema 6.3.4.
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Caṕıtulo 7

Atractores estad́ısticos y
medidas SRB-like

A lo largo de este caṕıtulo f : M 7→ M es una transformación continua en una
variedad compacta riemannianaM de dimensión finita. Denotamos conm a la medida
de Lebesgue en M , re-escalada para que sea una medida de probabilidad: m(M) = 1
(i.e. si 0 < m(M) 6= 1, sustituimos m por la probabilidad m/m(M)).
Definiremos primero atractor de Milnor. Este no es en general un atractor estad́ısti-
co. Sin embargo, la demostración de su existencia es prácticamente la misma que
la demostración de existencia de atractores estad́ısticos, que veremos en la sección
siguiente.

7.1. Atractores de Milnor

Definición 7.1.1. Atractor de Milnor [Mi 1985] Se llama atractor de Milnor a
un conjunto compacto no vaćıo K ⊂M , invariante por f (i.e. f−1(K) = K), tal que

m(EK) = 1,

donde el conjuntoEK ⊂M , llamado cuenca de atracción (topológica) deK, está definido
por

EK := {x ∈M : ĺım
n→+∞

dist(fn(x),K) = 0}. (7.1)

Ejercicio 7.1.2. Probar que para cualquier conjunto compacto K no vaćıo, el con-
junto EK definido por la igualdad (7.1) es medible. Sugerencia: La función d : M 7→ R
definida por d(x) = dist(x,K) es medible, y f : M 7→ M es medible porque es con-
tinua. El ĺımite superior de una sucesión de funciones medibles es medible.

Ejercicio 7.1.3. Sean K ⊂ K ′ dos atractores de Milnor. Probar que EK ⊂ EK′ .

199
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En la Definición 7.1.1 observamos que para un atractor de Milnor, el criterio de
observabilidad de su cuenca es el criterio Lebesgue-medible (cf. Observación 5.4.7),
mientras que el tipo de atracción es topológica (cf. Definiciones 5.4.8 y 5.4.9).
Es inmediato chequear que todo atractor topológico es de Milnor. Sin embargo, no
todo atractor de Milnor es topológico, como veremos en los Ejemplos 7.1.7 y 7.1.9.
También es inmediato chequear que todo atractor ergódico es de Milnor. Pero no todo
atractor de Milnor es ergódico, como muestra el Ejemplo 5.4.12, en que toda la esfera
S2 es un atractor topológico, y por lo tanto un atractor de Milnor, pero no existen
atractores ergódicos.

Definición 7.1.4. α-obs. minimalidad de un atractor de Milnor [Cat 2012]
Sea dado un número real 0 < α ≤ 1. Un atractor de Milnor K se dice α-observable
(escribimos “K es α-obs”.) si su cuenca EK de atracción (topológica) cumple

m(EK) ≥ α.

Un atractor K de Milnor α-obs. se dice α-obs. minimal si no contiene subconjuntos
compactos propios no vaćıos que sean atractores de Milnor α-obs. para el mismo valor
de α.
En particular, cuando α = 1, tenemos definidos los atractores de Milnor 1-observables
y 1-observables minimales.
Se observa que todo atractor de Milnor 1-observable es α-observable para cualquier
0 < α ≤ 1. Pero un atractor de Milnor 1-obs. minimal no tiene por qué ser α-obs.
minimal para todo 0 < α < 1 (ver Ejemplos 7.1.7 y 7.1.9).

Teorema 7.1.5. Existencia de atractores de Milnor
Sea f : M 7→ M continua en una variedad compacta y riemanniana M , de dimensión
finita. Sea 0 < α ≤ 1 dado. Entonces existen atractores de Milnor α-obs. minimales
para f . Además, si α = 1, el atractor de Milnor 1-obs. minimal es único.

La prueba del Teorema 7.1.5, en una versión más restringida que enuncia solo la
existencia y unicidad del atractor de Milnor 1-observable minimal, fue dada primer-
amente en ([Mi 1985]). En el apéndice de [Cat 2012] se define α-obs. minimalidad de
atractores de Milnor para 0 < α ≤ 1, y se observa que la demostración de existen-
cia de atractor de Milnor dada en ([Mi 1985]) puede aplicarse, con una inmediata
adaptación, para probar la existencia de atractores de Milnor α-obs. minimales, para
cualquier 0 < α ≤ 1.

Demostración. del Teorema 7.1.5: Sea ℵα la familia de los atractores de Milnor α-obs.
(no necesariamente minimales). Esta familia no es vaćıa pues, trivialmente, M es un
atractor de Milnor 1-obs. En ℵα consideramos la relación de orden parcial K1 ⊂ K2.
Entonces, las cuencas de atracción topológica EK1 y EK2 cumplen

EK1 ⊂ EK2 , α ≤ m(EK1) ≤ m(EK2).

Sea en ℵα una cadena {Ki}i∈I (no necesariamente numerable). Es decir, {Ki}i∈I es
un subconjunto totalmente ordenado de ℵα, con la relación de orden ⊂.
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Probemos que:
Afirmación (i) (A probar) Existe en ℵα un elemento K minimal de la cadena
{Ki}i∈I . Es decir, probemos que existe K ∈ ℵα, K ⊂ Ki para todo i ∈ I.
En efecto, el conjunto K =

⋂
i∈I Ki es compacto no vaćıo, porque cualquier subcolec-

ción finita K1 ⊃ K2 ⊃ . . . ⊃ Kl de la cadena dada {Ki}i∈I , tiene intersección K1

que es un compacto no vaćıo. Para probar que K ∈ ℵα, debemos probar ahora que
m(EK) ≥ α. Sea j ∈ N+ y sea Vj ⊃ K el abierto formado por todos los puntos de M
que distan de K menos que 1/j. Afirmamos que existe

Kij
⊂ Vj para algún ij ∈ I. (7.2)

Por absurdo, supongamos que para cierto j ∈ N+ fijo, para todo i ∈ I, el compacto
Ki \ Vj) es no vaćıo. Luego, como {Ki}i∈ℵ es totalmente ordenado con la relación de
orden ⊂, obtenemos que la familia de compactos {Ki\Vj}i∈I es totalmente ordenada.
Argumentando como hicimos más arriba, pero con esta nueva familia totalmente
ordenada de compactos, en vez de con la familia {Ki}i∈I , deducimos que el siguiente
compacto es no vaćıo

⋂

i∈I

(Ki \ Vj) =
(⋂

i∈I

Ki

)
\ Vj = K \ Vj ,

contradiciendo que K ⊂ Vj . Hemos probado la afirmación (7.2).
Como todo punto x ∈ EKij

cumple ĺımn dist(fn(x),Kij
) = 0, entonces fn(x) ∈

Vj para todo n suficientemente grande (que depende del punto x). Este argumento
vale para cualquier j ∈ N+. Concluimos que todo punto en

⋂
j∈N+ EKij

pertenece

a EK . Rećıprocamente, todo punto de EK , por definición de la cuenca de atracción
topológica, está contenido en EKi

para todo i ∈ I (porque K ⊂ Ki). En particular,
esta afirmación se satisface para ij , para todo j ∈ N+. Luego:

EK :=
⋂

j∈N+

EKij
.

Como la colección numerable EKij
está totalmente ordenada, obtenemos

m(EK) = m
( ⋂

j∈N+

EKij

)
= ĺım

j→+∞
m(EKij

) ≥ α,

terminando de demostrar la afirmación (i).
De la afirmación (i) se deduce que para toda cadena en ℵα existe algún elemento
K ∈ ℵα minimal de la cadena. Aplicando el Lema de Zorn, existen en ℵα elementos
minimales de ℵα. Es decir, existe K ∈ ℵα que no contiene subconjuntos propios que
pertenezcan a ℵα. Esto es, existe K atractor de Milnor α-obs. minimal.
Ahora probemos la unicidad del atractor de Milnor 1-obs. minimal. Si existieran dos
atractores de Milnor K1 y K2 que fueran 1-obs. minimales, entonces la intersección
E de sus cuencas de atracción topológica E := EK1 ∩EK2 cumple

m(E) = 1,
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porque m(EK1) = m(EK2) = 1. Todo punto x ∈ E verifica, por la definición de la
cuenca EK1 y EK2 , la siguiente propiedad:
Para todo ǫ > 0 existe N ≥ 1 tal que

dist(fn(x),K1), dist(fn(x),K2) < ǫ ∀ n ≥ N

Luego dist(K1,K2) < 2ǫ ∀ ǫ > 0, de donde K := K1

⋂
K2 6= ∅. Es estándar chequear

que, siendo K1 y K2 compactos no vaćıos con intersección no vaćıa, si un punto x
cumple

ĺım
n→+∞

dist(fn(x),K1) = ĺım
n→+∞

dist(fn(x),K1) = 0,

entonces

ĺım
n→+∞

dist(fn(x),K1 ∩K2) = 0.

(Chequear esta última afirmación en la parte (a) del Ejercicio 7.1.6.) Luego

E = EK1

⋂
EK2 ⊂ EK1∩K2

y comom(E) = 1, deducimos quem(EK1∩K2) = 1. EntoncesK1∩K2 es un atractor de
Milnor 1-obs. Como K1 y K2 eran atractores de Milnor 1-obs. minimales, concluimos
que K1∩K2 = K1 = K2, terminando de demostrar la unicidad del atractor de Milnor
1-obs. minimal, y el Teorema 7.1.5.

Ejercicio 7.1.6. (a) Demostrar que si K1 y K2 son compactos no vaćıos, y si existe
una sucesión de puntos xn ∈M tal que

ĺım
n→+∞

dist(xn,K1) = ĺım
n→+∞

dist(xn,K2) = 0,

entonces K1 ∩K2 6= ∅ y

ĺım
n→+∞

dist(xn,K1 ∩K2) = 0.

(b) Demostrar que si K1 y K2 son dos atractores de Milnor tales m(EK1 ∩EK2) > 0,
entonces K1 ∩K2 es no vaćıo, y es un atractor de Milnor cuya cuenca de atracción
topológica es

EK1∩K2 = EK1 ∩ EK2 .

Ejemplo 7.1.7. Sea X = [0, 4π]× [0, 1] el rectángulo compacto de ancho 4π y altura
1, con un vértice en el origen, cuyo interior está contenido en el primer cuadrante y
tiene lados paralelos a los ejes. Sea en el intervalo [0, 4π] la transformación

f1(x) = 1 + x− cosx ∀ x ∈ [0, 4π]

y sea en X la transformación

f(x, y) = (f1(x), y/2) ∀ (x, y) ∈ [0, 4π] × [0, 1].
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Sea m la medida de Lebesgue en X , re-escalada para que

m(X) = 1.

Es estándar chequear (ver Ejercicio 7.1.8), que

K1 := {(2π, 0)}
es un atractor de Milnor con cuenca de atracción topológica

EK1 = (0, 2π] × [0, 1],

y por lo tanto K1 es 1/2-obs. minimal como atractor de Milnor.

K2 := {(4π, 0)}
es otro atractor de Milnor con cuenca de atracción topológica

EK2 = (2π, 4π] × [0, 1],

y por lo tanto K2 es también 1/2-obs. minimal como atractor de Milnor.
K1 no es atractor topológico, porque todo entorno de K1 contiene puntos de la cuenca
de atracción topológica de K2.
K2 es atractor topológico.
K1 ∪K2 es el único atractor de Milnor 1-obs. minimal, y también es el único atractor
α-obs, si 1/2 < α ≤ 1.
K1 y K2 son los únicos atractores de Milnor α-obs. si 0 < α ≤ 1/2 (y como contienen
un solo punto cada uno, son α-obs. minimales).
K1 ∪K2 es atractor topológico, pero no es minimal como atractor topológico, pues
contiene a K2 que también es atractor topológico.

Ejercicio 7.1.8. Probar todas las afirmaciones del Ejemplo 7.1.7.

Ejemplo 7.1.9. Sea en el cuadrado X = [0, 1]2 la transformación

f(x, y) = (x, (1/2)y) ∀ (x, y) ∈ [0, 1]2.

Es inmediato chequear que todos los puntos del segmento [0, 1]×{0} son puntos fijos
y que ĺımn→+∞ fn(x, y) = (x, 0) ∀ (x, y) ∈ [0, 1]2. Entonces, para todo 0 < α ≤
1, cualquier segmento compacto I × {0} tal que la longitud del intervalo compacto
I ⊂ [0, 1] sea exactamente α, es un atractor de Milnor α-observable minimal. Sea
K = (I1 ∪ I2 ∪ . . . ∪ Ik)× {0} donde Ik ⊂ [0, 1] es un intervalo compacto con interior
no vaćıo, la colección de los intervalos Ik es disjunta dos a dos y tal que la suma de las
longitudes de los Ik es exactamente α. Entonces, K también es un atractor de Milnor
α-obs. minimal. Además, si 0 < α < 1 y si I ⊂ [0, 1] es un conjunto de Cantor con
medida de Lebesgue igual a α (tales conjuntos de Cantor siempre existen), entonces
I × {0} es también un atractor de Milnor α-obs. minimal. Ninguno de los atractores
α-obs. minimales construidos anteriormente, si 0 < α < 1, es atractor topológico,
pues las cuencas de atracción topológica no contienen ningún entorno del atractor.
El único atractor 1-observable minimal es el intervalo [0, 1] × {0}, que śı es atractor
topológico.
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7.2. Atractores estad́ısticos o de Ilyashenko

En esta sección, al igual que en la anterior, f : M 7→M es una transformación continua
en una variedad compacta riemanniana M de dimensión finita. Denotamos con m a
la medida de Lebesgue en M , re-escalada para que sea una medida de probabilidad:
m(M) = 1, i.e. si 0 < m(M) 6= 1, sustituimos m por la probabilidad m/m(M).

Definición 7.2.1. .
Atractor estad́ıstico o de Ilyashenko [Il 2005], [Go-Il 1996] Se llama atractor
estad́ıstico o de Ilyashenko a un conjunto compacto no vaćıo K ⊂ M , invariante por
f (i.e. f−1(K) = K), tal que

m(AK) = 1,

donde el conjuntoAK ⊂M , llamado cuenca de atracción estad́ıstica deK, está definido
por

AK := {x ∈M : ĺım
n→+∞

1

j

n−1∑

j=0

dist(f j(x),K) = 0}. (7.3)

Ejercicio 7.2.2. Probar que para cualquier conjunto compacto K no vaćıo, el con-
junto AK definido por la igualdad (7.1) es medible. Sugerencia: La misma que para
el Ejercicio 7.1.2.

Ejercicio 7.2.3. Sean K ⊂ K ′ dos atractores estad́ısticos. Probar que AK ⊂ AK′ .

Es estándar chequear que todo atractor de Milnor (y en particular todo atractor
topológico y todo atractor ergódico) es estad́ıstico o de Ilyashenko (Ejercicio 7.2.4).
Sin embargo, no todo atractor estad́ıstico es de Milnor, como veremos en el Ejemplo
7.5.3. Además, no todo atractor estad́ıstico es ergódico, como muestran los Ejemplos
5.4.12 y 7.1.9.

Ejercicio 7.2.4. (a) Sea {an}n∈N una sucesión de reales que converge a a ∈ R.

Probar que la sucesión de promedios 1
n

∑n−1
j=0 aj converge a a.

(b) Probar que todo atractor de Milnor K es atractor estad́ıstico o de Ilyashenko.
Sugerencia: probar, usando la parte (a), que la cuenca de atracción topológica de K
está contenida en la cuenca de atracción estad́ıstica de K.
(c) Probar que en los Ejemplos 5.4.12 y 7.1.9, los atractores de Milnor K (que por la
Parte (b) son también atractores estad́ısticos) no son atractores ergódicos. Sugerencia:
el único atractor de Milnor K que cumple la condición (5.6) de la Definición 5.4.2 de
atractor ergódico, no cumple la condición (5.7) de esa definición.
(d) Probar que en el Ejemplo 7.1.7, los atractores de Milnor K (que por la parte (b)
también son atractores estad́ısticos) no son atractores ergódicos, aunque para dos de
ellos se cumple la condición (5.7) de la Definición 5.4.2 de atractor ergódico.

7.3. Atracción estad́ıstica de un compacto

En la Definición 7.2.1 observamos que para un atractor estad́ıstico, el criterio de
observabilidad de su cuenca es el criterio Lebesgue-medible (cf. Observación 5.4.7),
mientras que la atracción es estad́ıstica (cf. Definiciones 5.4.8 y 5.4.9). En efecto:
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Proposición 7.3.1. Caracterización de la atracción estad́ıstica
Sea K un atractor estad́ıstico o de Ilyashenko, y sea AK su cuenca de atracción
estad́ıstica. Entonces, para todo x ∈M se cumple x ∈ AK si y solo si toda medida de
probabilidad µ que sea ĺımite de alguna subsucesión convergente en la topoloǵıa débil
estrella de las probabilidades emṕıricas σn := 1

n

∑n−1
j=0 δfj(x) (cf. Definición 5.5.2),

cumple
µ(K) = 1.

Demostración. Demostración del “solo si”: Sea x ∈ AK y sea

µ = ĺım
i→+∞

1

n

n−1∑

j=0

δfj(x),

para una cierta subsucesión {ni}i∈N de los naturales tal que ese ĺımite µ existe en la
topoloǵıa débil estrella del espacio de probabilidades. Debemos probar que µ(K) = 1.
Por la definición de la topoloǵıa débil estrella, para toda función continua ψ : M 7→ R
se cumple

ĺım
i→+∞

1

ni

ni−1∑

j=0

ψ ◦ f j(x) =

∫
ψ dµ.

En particular, la igualdad anterior se cumple para la función continua

ψ(x) := dist(x,K).

Por la Definición 7.2.1, como x ∈ AK , existe n ≥ 0 tal que

1

n

n−1∑

j=0

dist(f j(x),K) < ǫ

En particular, para n = ni para todo i suficientemente grande, tenemos:

1

ni

ni−1∑

j=0

ψ(f j(x)) ≥ ǫ

De las igualdades anteriores, deducimos que
∫
ψ dµ = 0, es decir

∫
dist(x,K) dµ = 0

y como dist(·,K) es una función no negativa, deducimos que dist(x,K) = 0 para
µ-c.t.p. x ∈ M . Como K es compacto, deducimos que x ∈ K para µ-c.t.p. x ∈ M ,
luego

µ(K) =

∫
χK(x) dµ =

∫
1 dµ = 1,

como queŕıamos probar.
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Demostración del “si”: Sea dado x ∈M tal que toda medida µ de probabilidad que
sea el ĺımite débil estrella de una subsucesión convergente de las probabilidades emṕıri-
cas σn(x), está soportada enK. Tenemos que probar que ĺımn→+∞

1
n

∑n−1
j=0 dist(f j(x),K) =

0. Sea una subsucesión ni tal que existe el ĺımite

ĺım
i→+∞

1

ni

ni−1∑

j=0

dist(f j(x),K) = a.

No es restrictivo suponer que la subsucesión σni
(x) es convergente (en caso contrario,

reemplazamos {ni} por una subsucesión adecuada de ella). Entonces, llamando µ al
ĺımite de σni

, e integrando la función continua ψ = dist(·,K) obtenemos:

a = ĺım
i→+∞

1

ni

ni−1∑

j=0

dist(f j(x),K) = ĺım
i→+∞

∫
ψ(y) d(σni

(x))(y) =

=

∫
ψ dµ =

∫
dist(y,K) dµ(y). (7.4)

Pero la última integral en (7.4) es igual a cero, pues de la hipótesis µ(K) = 1 deduci-
mos que y ∈ K para µ-c.t.p. Luego dist(y,K) = 0 para µ-c.t.p. y ∈ M . Entonces, la
igualdad (7.4) implica que

ĺımn
1
ndist

∑n−1
j=0 (f j(x),K) = 0 (pues el ĺımite de cualquier subsucesión convergente

es a = 0). Entonces x ∈ AK , terminando de demostrar la Proposición 7.3.1.

Definición 7.3.2. Sea µ una medida de probabilidad en los borelianos de M . Se
llama soporte compacto de µ al mı́nimo compacto K ⊂ M tal que µ(K) = 1. El
soporte compacto existe, debido al Lema de Zorn y a la propiedad de que cualquier
familia de compactos tiene intersección no vaćıa si las intersecciones de todas las
subfamilias finitas son no vaćıas. El soporte compacto de µ es único, pues si existieran
dos diferentes K1 y K2, entonces µ(K1∩K2) = 1 y ni K1 ni K2 tendŕıan la propiedad
de minimalidad.

Proposición 7.3.3. Medidas SRB y atractores estad́ısticos
Sea f : M 7→M continua en la variedad compacta M . Si existe una medida µ que es
SRB para f (cf. Definición 5.5.6), entonces el soporte compacto K de µ es un atractor
estad́ıstico o de Ilyashenko.

Observación 7.3.4. El rećıproco de la Proposición 7.3.3 es falso. En efecto, las
medidas SRB no siempre existen (cf. Ejemplos 5.4.12 y 7.1.9), pero los atractores de
Ilyashenko siempre existen, como demostraremos en el Teorema 7.4.3.
A pesar de que el rećıproco de la Proposición 7.3.3 es falso, se puede generalizar el
enunciado de esta Proposición de forma que su rećıproco es verdadero. Más precisa-
mente, un compacto K no vaćıo e invariante es atractor estad́ıstico o de Ilyashenko,
si y solo śı, es el mı́nimo soporte compacto de una colección adecuada de medidas in-
variantes, que llamamos SRB-like, y que describen en forma óptima la estad́ıstica de
las órbitas de un conjunto de medida de Lebesgue positivo. En efecto, en la próxima
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sección definiremos las medidas de probabilidad “SRB-like” o “pseudo-f́ısicas”, que
incluyen a las medidas SRB o f́ısicas (cuando éstas existen), pero también pueden
incluir a otras medidas de probabilidad invariantes que no son necesariamente SRB.
El nuevo enunciado generalizado de la Proposición 7.3.3 utilizando las medidas SRB-
like, en lugar de las medidas SRB, y su rećıproco, será establecido y demostrado en
el Teorema 7.7.2.

Demostración. de la Proposición 7.3.3
Para probar que K es atractor estad́ıstico, por la Definición 7.2.1, hay que probar
que m(AK) > 0, donde m denota la medida de Lebesgue y AK denota la cuenca de
atracción estad́ıstica de K definida en (7.3). Como µ es medida SRB, por la Definición
5.5.6, la cuenca de atracción estad́ıstica B(µ) de µ, dada en la Definición (5.5.1),
cumple m(B(µ)) > 0. Luego, basta probar que B(µ) ⊂ AK . Sea x ∈ B(µ). Entonces,
por la Definición 5.5.1, para cualquier función continua ψ : M 7→ R se cumple:

ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

ψ ◦ f j(x) =

∫
ψ dµ.

En particular si tomamos ψ(x) = dist(x,K) tenemos:

ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

dist(f j(x),K) =

∫
dist(y,K) dµ

Para concluir que x ∈ AK basta probar que la integral en la igualdad anterior es
cero, y para ello basta chequear que dist(y,K) = 0 para µ-c.t.p. y ∈ M . En efecto,
µ-c.t.p. y ∈ M pertenece a K porque µ(K) = 1. Luego, hemos probado que x ∈ AK

para todo x ∈ B(µ), y por lo tanto m(AK) ≥ m(B(µ)) > 0, y K es un atractor de
Ilyashenko.

Definición 7.3.5. Tiempo medio de estad́ıa Sea V ⊂ M un conjunto medible
no vaćıo. Sea x ∈M cualquiera. Llamamos frecuencia de visitas a V de la órbita por
x hasta tiempo n, al siguiente número σn,x(V ) (cf. (5.9) en la Definición 5.5.2 de las
probabilidades emṕıricas σn,x):

σn,x(V ) :=

∫
χV dσn,x =

1

n

n−1∑

j=0

χV (f j(x)) =

=
#{0 ≤ j ≤ n− 1: f j(x) ∈ V }

n
, (7.5)

donde χV denota la función caracteŕıstica de V y #A denota cantidad de elementos
de un conjunto finito A.
El último término de la igualdad (7.5) indica que el tiempo medio de estad́ıa en V
de la órbita por x hasta tiempo n es la cantidad relativa de iterados del punto x que
caen dentro del conjunto V . Por el teorema ergódico de Birkhoff, si µ es una medida
invariante, entonces para µ-c.t.p. x ∈M el tiempo medio de estad́ıa en V de la órbita
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por x hasta tiempo n, converge cuando n→ +∞, a χ̃V , cuyo valor esperado
∫
χ̃V dµ

es igual a µ(V ). Además si la medida µ es ergódica, el tiempo medio de estad́ıa en V
tiende a µ(V ) para µ-c.t.p. x ∈M .
Sin embargo, el enunciado del Teorema de Birkhoff y las propiedades de las medidas
invariantes ergódicas, no nos serán útiles a los propósitos en esta sección. Nos interesa
considerar el tiempo medio de estad́ıa en V para Lebesgue c.t.p., aunque la medida de
Lebesgue no sea invariante con f , y aunque los puntos considerados x no pertenezcan
al soporte de ninguna medida invariante µ.

Proposición 7.3.6. .
Caracterización de atracción estad́ıstica por el tiempo medio de estad́ıa en
un entorno
Sea K un compacto no vaćıo invariante con f . Para todo ǫ > 0 denotamos con V (ǫ)
al conjunto de puntos en la variedad M que distan de K menos que ǫ.
Entonces, la cuenca de atracción estad́ıstica AK del conjunto K(definida en la igual-
dad (7.3) de la definición 7.2.1) está caracterizada por la siguiente igualdad:

AK =
⋂

ǫ>0

{x ∈M : ĺım
n→+∞

σn,x(V (ǫ)) = 1}. (7.6)

Notas: La igualdad (7.6) implica que x ∈ AK si y solo si, cuando n es suficientemente
grande, la probabilidad (la frecuencia relativa) del suceso de encontrar al iterado f j(x),
para algún 0 ≤ j ≤ n − 1, en un entorno V (ǫ) dado fijo arbitrariamente pequeño
del atractor de Ilyashenko K, es 1. Sin embargo, la atracción de la órbita por x al
conjunto K, no es necesariamente atracción topológica. Para ser atracción topológica,
debe cumplirse con total certeza (no solo con probabilidad cercana a 1, ni tampoco
solo con probabilidad 1) el suceso de encontrar al iterado f j(x) en el entorno V (ǫ),
para todo j suficientemente grande.
La igualdad (7.6) da por lo tanto, la siguiente interpretación intuitiva del significado
de la atracción estad́ıstica a un atractor de Ilyashenko K. Las órbitas en su cuenca
de atracción estad́ıstica AK se acercan al conjunto K tanto como se desee cuando el
iterado n tiende a infinito, pero se admite que existan iterados excepcionales, con una
frecuencia relativa despreciable para n arbitrariamente grande, en que la órbita “se
toma una excursión relativamente muy breve (de vacaciones)” alejándose del atractor
K durante la excursión (ver Ejemplo 7.5.3).

Demostración. de la Proposición 7.3.6: (i) Probemos que si x ∈ AK entonces
ĺımn→+∞ σn,x(V (ǫ)) para todo ǫ > 0. Fijemos ǫ > 0. Por simplicidad, escribimos V
en lugar de V (ǫ), ya que ǫ está fijo. Tenemos:

ǫ · χM\V (y) ≤ dist(y,K) ∀ y ∈M,

pues, cuando y ∈ V el término de la izquierda es cero, y cuando y 6∈ V , el término de
la izquierda es ǫ ≤ dist(y,K). Entonces:

0 ≤ ǫ · 1

n

n−1∑

j=0

(1 − χV (f j(x)) ≤ 1

n

n−1∑

j=0

dist(f j(x),K).
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Como x ∈ AK por hipótesis, el ĺımite cuando n → +∞ del término a la derecha en
la desigualdad anterior, es cero. Concluimos que

0 = ǫ · ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

(1 − χV (f j(x)) = ǫ · ĺım
n→+∞

(
1 − 1

n

n−1∑

j=0

χV (f j(x))
)

=

= ǫ · ĺım
n→+∞

σn,x(V ).

Como ǫ > 0, concluimos que ĺımn→+∞ σn,x(V ) = 0, como queŕıamos demostrar.
(ii) Probemos que si ĺımn→+∞ σn,x(V (ǫ)) para todo ǫ > 0 entonces x ∈ AK .
Fijemos ǫ > 0 y por simplicidad denotemos V = V (ǫ). Sea

D := diam(M) = máx{dist(x, y) : x, y ∈M} > 0.

Luego:
dist(y,K) ≤ D · χM\V (y) ∀ y 6∈ V,

dist(y,K) < ǫ · χV (y) ∀ y ∈ V.

Entonces
dist(y,K) ≤ ǫ · χV (y) +D · χM\V (y) ∀ y ∈M.

Consideramos x que satisface las hipótesis. De la última desigualdad obtenemos:

0 ≤ 1

n

n−1∑

j=0

dist(f j(x),K) ≤ ǫ · 1

n

n−1∑

j=0

χV (f j(x)) +D · 1

n

n−1∑

j=0

χM\V (f j(x)) =

= ǫ · σn,x(V ) +D · (1 − σn,x(V )).

Por hipótesis ĺımn→+∞ σn,x(V ) = 1. Como los números reales positivos ǫ y D están
fijos (son independientes de n), deducimos que

ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

dist(f j(x),K) = 0,

La última igualdad significa, debido a la condición (7.3) de la Definición 7.2.1, que
x ∈ AK como queŕıamos demostrar.

7.4. Existencia de atractores de Ilyashenko

Definición 7.4.1. .
α-obs. minimalidad de un atractor estad́ıstico [Cat 2012]
Sea dado un número real 0 < α ≤ 1. Un atractor estad́ıstico o de Ilyashenko K se
dice α-observable (escribimos “K es α-obs”.) si su cuenca AK de atracción estad́ıstica
cumple

m(AK) ≥ α.
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Un atractor K estad́ıstico o de Ilyashenko α-obs. se dice α-obs. minimal si no con-
tiene subconjuntos compactos propios no vaćıos que sean atractores estad́ısticos o de
Ilyashenko α-obs. para el mismo valor de α.
En particular, cuando α = 1, tenemos definidos los atractores estad́ısticos o de
Ilyashenko 1-observables y 1-observables minimales.
Se observa que todo atractor estad́ıstico o de Ilyashenko 1-observable es α-observable
para cualquier 0 < α ≤ 1. Pero un atractor estad́ıstico o de Ilyashenko 1-obs. minimal
no tiene por qué ser α-obs. minimal para todo 0 < α < 1.

Observación 7.4.2. Sobre conjuntos minimales
Recordemos la caracterización de los conjuntos minimales desde el punto de vista
topológico, dada en la Definición 2.5.3: un conjunto K compacto, no vaćıo y f -
invariante es minimal para f , desde el punto de vista topológico, si no contiene sub-
conjuntos propios compactos no vaćıos que sean invariantes por f hacia el futuro.
Observamos que no todo compactoK minimal para f desde el punto de vista topológi-
co es un atractor de Ilyshenko α-obs. minimal para algún 0 ≤ α ≤ 1 (ver Ejemplo
7.5.3 o también [Kl 2006]).
Rećıprocamente, no todo atractor de Ilyshenko α-obs. minimal es necesariamente un
compacto minimal para f desde el punto de vista topológico (ver Ejemplo 7.5.1).
En [Go-Il 1996] y [Kl 2006] se estudian relaciones entre minimalidad para f desde el
punto de vista topológico y los atractores estad́ısticos o de Ilyashenko de f .

Teorema 7.4.3. Existencia de atractores de Ilyashenko
Sea f : M 7→ M continua en una variedad compacta y riemanniana M , de dimensión
finita. Sea 0 < α ≤ 1 dado. Entonces existen atractores estad́ısticos o de Ilyashenko
α-obs. minimales para f . Además, si α = 1, el atractor de Ilyashenko 1-obs. minimal
es único.

La prueba del Teorema 7.4.3 sigue los mismos argumentos de la prueba del Teorema
7.1.5 de existencia de atractores de Milnor, con leves adaptaciones.

Demostración. Sea ℵα la familia de los atractores de Ilyashenko α-obs. (no necesari-
amente minimales). Esta familia no es vaćıa pues, trivialmente, M es un atractor de
Ilyashenko 1-obs, y por lo tanto es α-obs. para cualquier 0 < α ≤ 1. En ℵα consider-
amos la relación de orden parcial K1 ⊂ K2. De la condición (7.3), teniendo en cuenta
que dist(y,K2) ≤ dist(y,K1) para todo y ∈ M , las cuencas de atracción estad́ıstica
AK1 y AK2 cumplen

AK1 ⊂ AK2 , α ≤ m(AK1) ≤ m(AK2).

Sea en ℵα una cadena {Ki}i∈I (no necesariamente numerable). Es decir, {Ki}i∈I es
un subconjunto totalmente ordenado de ℵα, con la relación de orden ⊂.
Probemos que:
Afirmación (i) (A probar) Existe en ℵα un elemento K minimal de la cadena
{Ki}i∈I . Es decir, probemos que existe K ∈ ℵα, K ⊂ Ki para todo i ∈ I.
En efecto, el conjunto K =

⋂
i∈I Ki es compacto no vaćıo, porque cualquier subcolec-

ción finita K1 ⊃ K2 ⊃ . . . ⊃ Kl de la cadena dada {Ki}i∈I , tiene intersección K1
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que es un compacto no vaćıo. Para probar que K ∈ ℵα, debemos probar ahora que
m(AK) ≥ α. Sea j ∈ N+ y sea Vj ⊃ K el abierto formado por todos los puntos de
M que distan de K menos que 1/j. En la prueba del Teorema 7.1.5 demostramos la
afirmación (7.2):

Kij
⊂ Vj para algún ij ∈ I.

Como todo punto x ∈ AKij
se cumple ĺımn σn,x(Vj) = 0 (cf. Proposición 7.3.6), y

este argumento vale para todo j ∈ N+, entonces todo punto en
⋂

j∈N+ AKij
pertenece

a AK . Rećıprocamente, todo punto de AK está contenido en AKi
para todo i ∈ I

(porqueK ⊂ Ki). En particular esta afirmación se satisface para ij, para todo j ∈ N+.
Luego:

AK :=
⋂

j∈N+

AKij
.

Como la colección numerable AKij
está totalmente ordenada, obtenemos

m(AK) = m
( ⋂

j∈N+

AKij

)
= ĺım

j→+∞
m(AKij

) ≥ α,

terminando de demostrar la afirmación (i).
De la afirmación (i) se deduce que para toda cadena en ℵα existe algún elemento
K ∈ ℵα minimal de la cadena. Debido al Lema de Zorn, existen en ℵα elementos
minimales de ℵα. Es decir, existe K ∈ ℵα que no contiene subconjuntos propios que
pertenezcan a ℵα. Esto es, existe K atractor de Ilyashenko α-obs. minimal.
Ahora probemos la unicidad del atractor de Ilyashenko 1-obs. minimal. Si existier-
an dos atractores de Ilyashenko K1 y K2 que fueran 1-obs. minimales, entonces la
intersección A de sus cuencas de atracción estad́ıstica A := AK1 ∩AK2 cumple

m(A) = 1,

porque m(AK1) = m(AK2) = 1. Todo punto x ∈ A verifica, por la Proposición 7.3.6
que caracteriza las cuencas AK1 y AK2 , la siguiente propiedad:
Para todo 0 < ǫ < 1/2 existe N ≥ 1 tal que

σn,x(Vǫ(K1)), σn,x(Vǫ(K1)) > 1 − (ǫ/2) ∀ n ≥ N,

donde Vǫ(Ki) denota el conjunto de puntos de la variedad M que distan del compacto
Ki menos que ǫ, y σn,x denota la probabilidad emṕırica definida en la igualdad (5.9),
Definición 5.5.2.
Luego existen más de N := n · (1 − (ǫ/2)) ≥ (3/4)n iterados f j(x) con tiempos
j ∈ {0, 1, . . . , n − 1} tales que f j(x) ∈ Vǫ(K1). En efecto, si la cantidad de iterados
f j(x) con tiempos j ∈ {0, 1, . . . , n−1} fuera menor o igual queN , entonces tendŕıamos
σn,x(Vǫ(K1) ≤ N/n = 1− (ǫ/2). Análogamente, existen más de N iterados fh(x) con
tiempos h ∈ {0, 1, . . . , n− 1} tales que fh(x) ∈ Vǫ(K1). Como la cantidad de iterados
posibles con tiempos en {0, 1, . . . , n − 1} es a lo sumo n, y como 2N ≥ (3/2)n > n,
deben existir algunos iterados comunes f j(x) = fh(x) ∈ Vǫ(K1) ∩ Vǫ(K2). Tomemos
alguno de esos iterados comunes f j(x). Tenemos

dist(K1,K2) ≤ dist(f j(x),K1) + dist(f j(x),K2) < 2ǫ.
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Entonces dist(K1,K2) < 2ǫ ∀ 0 < ǫ < 1/2, de donde

K := K1

⋂
K2 6= ∅.

Aunque no es inmediato, es estándar chequear que, siendo K1 y K2 compactos no
vaćıos con intersección no vaćıa, si un punto x cumple

ĺım
n→+∞

σn,xVǫ(K1) = ĺım
n→+∞

σn,xVǫ(K2) = 0 ∀ ǫ > 0,

entonces

ĺım
n→+∞

σn,xVǫ(K1 ∩K2) = 0 ∀ ǫ > 0.

(Chequear esta última afirmación en la parte (a) del Ejercicio 7.4.4.) Luego

A := AK1

⋂
AK2 ⊂ AK1∩K2

y como m(A) = 1, deducimos que m(AK1∩K2) = 1. Entonces K1 ∩K2 es un atractor
de Ilyashenko 1-obs. Como K1 y K2 eran atractores de Ilyashenko 1-obs. minimales,
concluimos queK1∩K2 = K1 = K2, terminando de demostrar la unicidad del atractor
de Ilyashenko 1-obs. minimal, y el Teorema 7.4.3.

Ejercicio 7.4.4. Para un conjunto compacto no vaćıo K ⊂ M , y para ǫ > 0, deno-
tamos Vǫ(K) al conjunto de puntos de M que distan de K menos que ǫ. Denotamos
σn,x las probabilidades emṕıricas de la órbita con estado inicial x hasta tiempo n,
según la igualdad (5.9), dada por la Definición 5.5.2.
(a) Demostrar que si K1 y K2 son compactos no vaćıos, y si existe un punto x ∈ M
tal que

ĺım
n→+∞

σn,x(Vǫ(K1)) = ĺım
n→+∞

σn,x(Vǫ(K1)) = 0 ∀ ǫ > 0

entonces K1 ∩K2 6= ∅ y

ĺım
n→+∞

σn,x(Vǫ(K1 ∩K2)) = 0 ∀ ǫ > 0

(b) Demostrar que si K1 y K2 son dos atractores de Ilyashenko tales m(AK1 ∩AK2) >
0, entoncesK1∩K2 es no vaćıo, y es un atractor de Ilyashenko cuya cuenca de atracción
estad́ıstica es

AK1∩K2 = AK1 ∩AK2 .

7.5. Ejemplos de atractores estad́ısticos

Ejemplo 7.5.1. Sea f0 ∈ Diff ∞(T2) el mapa “Arnold’s cat ” en el toro bidimensional
dado en el ejemplo de la Sección 3.1, como el automorfismo lineal hiperbólico con
matriz asociada ( 2 1

1 1

)∣∣∣
mód.(1,1)

.
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Recordando lo expuesto en la Sección 3.1: f0 es un difeomorfismo de Anosov lineal,
tiene a (0, 0) como punto fijo y preserva la medida de Lebesgue m (re-escalada para
que m(T2) = 1).
Probemos que el único atractor estad́ıstico (en particular el único atractor estad́ıstico
α-obs. minimal para cualquier 0 < α ≤ 1), es K = T2. En efecto, en el Corolario
6.3.5 probamos que m es ergódica para f . Entonces, m-c.t.p. x ∈ M está en la
cuenca de atracción estad́ısticaB(m) dem. (Recordar que una medida de probabilidad
invariante µ es ergódica si y solo si µ(B(µ)) = 1).
Sea K un atractor estad́ıstico. Por definición, su cuenca de atracción estad́ıstica AK

tiene medida de Lebesgue positiva. Luego

x ∈ B(m) para m− c.t.p. x ∈ AK .

Tomemos y dejemos fijo x ∈ B(m) ∩AK . Como x ∈ B(m) tenemos:

ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

δfj(x) = m,

en la topoloǵıa débil∗ del espacio M de las probabilidades. Entonces para toda función
continua ψ se cumple

ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

ψ ◦ f j(x) =

∫
ψ dm.

En particular si elegimos la función continua ψ definida por

ψ(x) = dist(x,K) ∀ x ∈M,

se cumple

ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

dist(f j(x),K) =

∫
ψ dm

Como x ∈ AK , por la Definición 7.2.1, el ĺımite de la izquierda es cero. Entonces
deducimos que ∫

ψ dm = 0.

Pero ψ ≥ 0. Entonces su integral da cero si y solo si ψ = 0 para m-c.t.p. Una función
continua que es cero para Lebesgue casi todo punto, es idénticamente nula. Deducimos
que

0 = ψ(x) = dist(x,K) ∀ x ∈ T2.

Como K es compacto, dist(x,K) = 0 si y solo si x ∈ K. Concluimos que x ∈ K para
todo x ∈ T2, es decir K = T2, probando que el único atractor de Ilyashenko en este
ejemplo es todo el toro.
Entonces el conjunto K0 := {(0, 0)} no es atractor de Ilyashenko. Pero K0 es minimal
para f desde el punto de vista topológico porque (0, 0) es un punto fijo por f (i.e.
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K0 es compacto no vaćıo, f -invariante, y no contiene subconjuntos propios con esas
tres propiedades). Luego, en este ejemplo, hay un minimal (desde el punto de vista
topológico) que no es atractor de Ilyashenko. Más aún, ningún minimal desde el punto
de vista topológico puede ser atractor de Ilyashenko. En efecto, más arriba probamos
que el único atractor estad́ıstico es todo el toro. Pero todo el toro no es minimal desde
el punto de vista topológico, pues contiene propiamente a {(0, 0)} que es f -invariante.

Observación 7.5.2. La demostración que hicimos en el Ejemplo 7.5.1 de existencia
de atractores de Ilyashenko α-obs. minimales que no son minimales desde el punto de
vista topológico, se basó en el uso del Corolario 6.3.5, que a su vez se obtiene de la
Teoŕıa de Pesin y de la Teoŕıa de medidas SRB para difeomorfismos de clase C1+α.
Más precisamente, el argumento que utilizamos en el Ejemplo 7.5.1, pasó por deducir
la convergencia de la sucesión de probabilidades emṕıricas

σn,x =
1

n

n−1∑

j=0

δfj(x)

para m-c.t.p. x en la cuenca de atracción estad́ıstica AK del atractor de Ilyashenko
K. Sin embargo, en general (cuando no sean aplicables los argumentos de la Teoŕıa de
Pesin), no es necesario que la sucesión {σn,x}n≥1 sea convergente, para un conjunto
de medida de Lebesgue positiva contenido en la cuenca AK de atracción estad́ıstica
de K (ver por ejemplo [Go-Kl 2007]).
En la próxima sección, tendremos en cuenta la posible no convergencia de la suce-
sión de probabilidades emṕıricas para definir las medidas SRB-like (Definición 7.6.4)
Finalmente, caracterizaremos a los atractores de Ilyashenko 1-obs. minimales, estu-
diando las medidas SRB-like. Otras relaciones entre la eventual convergencia o no
convergencia de la sucesión de probabilidades emṕıricas, y los atractores estad́ısticos
o de Ilyashenko se encuentran por ejemplo en [Ka-As 2011].

Ejemplo 7.5.3. Hu-Young [Hu-You 1995]
Sea f0 ∈ Diff ∞(T2) el Anosov lineal en el toro bidimensional dado en el ejemplo de
la Sección 3.1, con matriz asociada

(
2 1
1 1

)∣∣∣
mód.(1,1)

.

En [Hu-You 1995] se construye una isotoṕıa {ft}t∈[0,1] de difeomorfismos ft ∈ Diff 2(T2)

que transforma continuamente en el espacio Diff 2(T2) el difeomorfismo de Anosov lin-
eal f0 en f1 de modo que:
• ft es un difeomorfismo de Anosov para todo 0 ≤ t < 1.
• ft(0, 0) = (0, 0) para todo 0 ≤ t ≤ 1.
• ft es conjugado a f0 para todo 0 ≤ t ≤ 1, es decir existe un homeomorfismo
ht : T2 7→ T2 tal que

ft ◦ ht = ht ◦ f0.
• Para t = 1 la derivada df1(0, 0) en el punto fijo (0, 0) tiene matriz asociada diagonal-
izable, con un valor propio igual a 1, y el otro positivo, pero menor estrictamente que
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1. Esto implica que el punto fijo (0, 0) no es hiperbólico para f1 (para el parámetro
t = 1). Pierde hiperbolicidad en la dirección que era expansora para valores del
parámetro t < 1, pero no la pierde en la dirección contractiva.

Además, en la construcción de [Hu-You 1995] se imponen otras condiciones a f1 que
permiten deducir la llamada quasi-hiperbolicidad en T2 \ {(0, 0)}.
En este ejemplo construido en [Hu-You 1995], los autores muestran que la medida
δ(0,0) concentrada en el origen (que es f1-invariante porque el (0, 0) es punto fijo) es
SRB o f́ısica para f1 (de acuerdo a nuestra Definición 5.5.6, pero no de acuerdo con
lo que los autores en [Hu-You 1995] llaman medida SRB). Además muestran que la
cuenca de atracción estad́ıstica B(δ(0,0)) cubre Lebesgue c.t.p. del toro T2. Entonces,
δ(0,0) es la única medida SRB o f́ısica, ya que ninguna otra medida puede tener cuenca
de atracción estad́ıstica con medida de Lebesgue positiva (recordar que las cuencas
de atracción estad́ıstica de medidas diferentes, por la Definición 5.5.1, son disjuntas).

Aplicando la Proposición 7.3.3, deducimos que {(0, 0)} es el único atractor de

Ilyashenko de f1. Por lo tanto {(0, 0)} es el único atractor de Ilyashenko α-obs. min-
imal para cualquier 0 < α ≤ 1.

Como f1 es conjugado a f0 y f0 es transitivo, entonces f1 es transitivo. Aplicando
lo probado en el Ejercicio 5.1.5, el único atractor topológico para f1 es T2. Luego
{(0, 0)} es un atractor estad́ıstico o de Ilyashenko, que no es atractor topológico.

Por la Proposición 7.3.6, la frecuencia de visita a un entorno arbitrariamente pequeño
del origen, para Lebesgue-casi toda órbita, tiende a 1, cuando el número n de iterados
tiende a infinito. Sin embargo, el origen no es un atractor topológico. Es decir, no es un
pozo. Por el contrario, la dinámica en un entorno del origen es localmente conjugado
a la de un punto fijo hiperbólico tipo silla, pues el origen es una silla hiperbólica para
t = 0 y f1 es conjugado con f0. Entonces a pesar de que la frecuencia de estad́ıa en
un entorno del origen, para Lebesgue casi toda órbita, tiende a 1, todo punto que
no esté en la variedad estable local del origen, termina saliendo de ese entorno, para
hacer excursiones breves alejado de él.

Concluimos: Si el experimentador de la dinámica tiene como objetivo observar la
estad́ıstica de Lebesgue casi toda órbita (es decir los promedios temporales de las
distancias al atractor), entonces observará que el sistema dinámico por iterados de f1
se comporta con un punto fijo atractor, que atrae Lebesgue casi toda órbita, como si
fuera un pozo.

En cambio si el experimentador de la dinámica tiene como objetivo observar la
topoloǵıa dinámica de Lebesgue casi toda órbita (es decir los conjuntos ω-ĺımite a
donde estas órbitas tienden al iterar hacia el futuro), entonces observará que el sis-
tema dinámico por iterados de f1 se comporta como el automorfismo lineal hiperbólico
en el toro, en que todo el toro es el único atractor transitivo de Lebesegue casi toda
órbita.

En el primer caso, el experimentador estad́ıstico, no calificará este sistema f1 como
caótico, pues es altamente previsible, desde el punto de vista estad́ıstico (i.e. de los
promedios temporales) para Lebesgue-casi toda órbita. En el segundo caso, el exper-
imentador topológico, lo calificará como caótico, pues le resultará imposible predecir
en qué abierto del espacio estará el iterado n-ésimo para Lebesgue-casi toda órbita.
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7.6. Medidas SRB-like o pseudo-f́ısicas

En esta sección, como en las dos anteriores, M es una variedad compacta y rieman-
niana, de dimensión finita, y f : M 7→M es continua (no necesariamente invertible).

Definición 7.6.1. El conjunto pω ĺımite de probabilidades
Sea x ∈ M , sea M el espacio de medidas de probabilidad de Borel en M con la
topoloǵıa débil estrella, y sea {σn,x}n≥1 ⊂ M la sucesión de probabilidades emṕıricas
de la órbita futura de x hasta tiempo n, definida en (5.9) y Definición 5.5.2. Como
M es secuencialmente compacto, existen subsucesiones convergentes de {σn,x}n≥1.
Llamamos p-omega-ĺımite de la órbita de x, u omega-ĺımite en el espacio de prob-
abilidades de la órbita de x al conjunto pω(x) formado por los ĺımites de todas las
subsucesiones convergentes de {σn,x}n≥1. Es decir

pω(x) := {µ ∈ M : ∃ni → +∞ tal que ĺım
i→+∞

σni,x = µ}, (7.7)

donde el ĺımite a la derecha es en la topoloǵıa débil∗ del espacio M de probabilidades.
Es estándar chequear que, para todo x ∈ M , pω(x) ⊂ M es un conjunto no vaćıo y
débil∗-cerrado (y por lo tanto débil∗-compacto, pues M es débil∗-compacto)

Ejercicio 7.6.2. Probar las dos últimas afirmaciones de la Definición 7.6.1.

Recordemos la Definición 5.5.1 de cuenca de atracción estad́ıstica B(µ) de una medida
de probabilidad µ, y la Definición 5.5.6 de medida SRB o f́ısica. Ahora generalizaremos
esas dos definiciones, agregando una ǫ- aproximación. Para ello elegimos y dejamos
fija una métrica dist∗ en el espacio M de probabilidades, que induzca la topoloǵıa
débil∗ (cf. Teorema 1.2.6).

Definición 7.6.3. Cuenca de atracción estad́ıstica ǫ-débil
Dada una medida de probabilidad µ y dado ǫ > 0, llamamos cuenca de atracción
estad́ıstica ǫ-débil al conjunto Aǫ(µ) definido por:

Aǫ(µ) := {x ∈M : dist(pω(x), µ) < ǫ}. (7.8)

Comparemos esta Definición 7.6.3 con la Definición 5.5.1 de la cuenca de atracción
estad́ıstica (fuerte) Bµ de una medida µ. En efecto, combinando las igualdades (7.7)
y (5.8), obtenemos:

B(µ) :=
{
x ∈M : pω(x) = {µ}

}
.

Luego
B(µ) ⊂ Aǫ(µ) ∀ ǫ ≥ 0. (7.9)

En el segundo término de la Igualdad (7.8), observamos que la distancia entre el
conjunto compacto pω(x) y el punto µ ∈ M es menor que ǫ. Pero esto no implica que
todo el conjunto pω(x) (cuando contiene más de un punto) deba estar contenido en la
bola de centro µ y radio ǫ. Por lo tanto, aunque

⋂
ǫ>0Aǫ(µ) pueda ser no vaćıo, este

conjunto contiene a, pero no necesariamente coincide con B(µ), quien aún, puede ser
vaćıo.
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Definición 7.6.4. Medida SRB-like o pseudo-f́ısica
Llamaremos a una medida de probabilidad µ SRB-like o f́ısica si para todo ǫ > 0
su cuenca de atracción estad́ıstica ǫ-débil Aǫ(µ) tiene medida de Lebesgue positiva.
En breve:

m(Aǫ(µ)) > 0 ∀ ǫ > 0,

donde m denota la medida de Lebesgue en la variedad M .

Comparando la Definición 7.6.4 con la Definición 5.5.6 de medida SRB, observamos
que debido a la inclusión (7.9):

Toda medida SRB es SRB-like.

Sin embargo el rećıproco es falso. En efecto, toda f continua tiene medidas SRB-like
(cf. Teorema 7.6.6 que demostraremos más adelante en esta sección). Sin embargo
existen ejemplos para los que no existen medidas SRB (cf. Ejemplos 5.4.12 y 7.1.9,
y en el caso hiperbólico, el mapa C1 en un disco, atribuido a Bowen y estudiado en
[Go-Kl 2007]).

Ejercicio 7.6.5. .
(a) Probar que toda medida SRB-like es invariante por f .
(b) Probar que la definición de medida SRB-like no depende de la métrica elegida en
el espacio M de probabilidades con la topoloǵıa débil∗.

Notación: Denotamos con Of al conjunto de todas las medidas SRB-like para f . Esta
notación proviene de [Cat-Enr 2011], que introduce la definición de medidas SRB-like,
llamándolas también medidas observables.

Observaciones: Of está contenido en el conjunto Mf de medidas de probabilidad f -
invariantes, pero usualmente difiere mucho de Mf , como veremos en el Ejemplo 7.8.1
C1 genérico. Sin embargo, en el caso C0, y para los que llamamos endomorfismos
expansores de Misiurewicz en el ćırculo S1 (para los que no existen medidas SRB),
el conjunto de medidas SRB-like coincide con el conjunto Mf de todas las medidas
invariantes (ver [Mis 2005], o también el Corolario 7.6.11 y el Ejemplo 7.8.2 más
adelante en esta sección).

Algunas propiedades que distinguen a las medidas SRB-like son:
• Existen medidas SRB-like, sin necesidad de agregar hipótesis adicionales a la con-
tinuidad de f (Teorema 7.6.6).
• El conjunto de medidas SRB-like describen en forma óptima (con un mı́nimo posi-
ble de medidas invariantes) la estad́ıstica en el futuro de Lebesgue casi toda órbita
(Teorema 7.6.7).
• El mı́nimo soporte compacto común de medidas SRB-like (cf. Definiciones 7.3.2
y 7.7.1) caracteriza a los atractores estad́ısticos o de Ilyashenko α-obs. minimales.
(Teorema 7.7.2).
• Bajo hipótesis adicionales de C1 hiperbolicidad, las medidas SRB-like, satisfacen la
Fórmula (6.7) de Pesin de la Entroṕıa (cf. Ejemplos 7.8.1 y 7.8.3), aunque en el con-
texto general de regularidad C1 no necesariamente tienen propiedades de continuidad
absoluta respecto a Lebesgue.
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Teorema 7.6.6. Existencia de medidas SRB-like [Cat-Enr 2011]
Sea f : M 7→M continua. Entonces:
(a) Existen medidas de probabilidad SRB-like para f .
(b) El conjunto Of de las medidas SRB-like es débil∗-compacto en el espacio de las
probabilidades invariantes por f .

Extraemos la prueba de [Cat-Enr 2011]:

Demostración. (a) Supongamos por absurdo que Of es vaćıo. Entonces toda prob-
abilidad µ es no SRB-like. Es decir, µ no satisface la Definición 7.6.4. Recordamos
la Definición 7.6.1 del conjunto pω(x) (p-omega-ĺımite de la órbita por cada punto
x ∈M). Luego, toda µ ∈ M está contenida en un entorno abierto B(µ) ⊂ M (con la
topoloǵıa débil∗ del espacio de probabilidades M) tal que

m
(
{x ∈M : pω(x) ∩B(µ) 6= ∅}

)
= 0

Como M es débil∗ compacto, existe un subcubrimento finito de M

{B1, B2, . . . , Bk}

tal que Bi = B(µi) para alguna medida de probabilidad µi. Luego:

m
(
{x ∈M : pω(x)

⋂( k⋃

i=1

Bi

)
6= ∅}

)
=

= m
( k⋃

i=1

{x ∈M : pω(x) ∩Bi 6= ∅}
)
≤

≤
k∑

i=1

m
(
{x ∈M : pω(x) ∩Bi 6= ∅}

)
= 0.

Como
⋃k

i=1 Bi = M, deducimos que

m
(
{x ∈M : pω(x) ∩M 6= ∅}

)
= 0.

Como pω(x) ⊂ M para todo x ∈ M , deducimos que para Lebesgue c.t.p. x ∈ M ,
pω(x) = ∅, lo cual es una contradicción porque toda sucesión de probabilidades tiene
alguna subsucesión convergente.
(b) Para probar que Of es débil∗ compacto, basta probar que es débil∗ cerrado (pues
Of ⊂ M y M es un espacio metrizable débil∗ compacto). Sea µn ∈ Of convergente
a µ. Debemos probar que µ ∈ Of .
Sea ǫ > 0 arbitrario. Sea Bǫ(µ) la bola de centro µ y radio ǫ. Sea n tal que µn ∈ Bǫ(µ)
y sea ǫn > 0 tal que la bola Bǫn

(µn) de centro µn y radio ǫn satisface

Bǫn
(µn) ⊂ Bǫ(µ).
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Como µn ∈ Of , por la Definición 7.6.4 de medida SRB-like, se cumple

m
(
{x ∈M : pω(x) ∩Bǫn

(µn) 6= ∅}
)
> 0.

Como

{x ∈M : pω(x) ∩Bǫn
(µn) 6= ∅} ⊂ {x ∈M : pω(x) ∩Bǫ(µ) 6= ∅},

deducimos que

m
(
{x ∈M : pω(x) ∩Bǫ(µ) 6= ∅}

)
> 0.

Siendo ǫ > 0, esto prueba que µ es SRB-like, como queŕıamos demostrar.

Para enunciar el siguiente teorema, recordamos la Definición 7.6.1 del conjunto pω(x)
(p-omega-ĺımite de la órbita por el punto x). De la igualdad (7.7), observamos que
pω(x) es el mı́nimo conjunto de probabilidades que describen completamente la es-
tad́ıstica (es decir los promedios temporales asintóticos) de la órbita por el punto
x.

Teorema 7.6.7. . Optimalidad estad́ıstica del conjunto de medidas SRB-
like [Cat-Enr 2011]
Para toda f : M 7→M continua el conjunto Of de las medidas SRB-like para f es el
mı́nimo conjunto débil∗-compacto K del espacio de probabilidades tal que

pω(x) ⊂ K para Lebesgue-c.t.p. x ∈M.

Demostración. Por la parte (b) del Teorema 7.6.6, el conjunto Of de todas las medidas
SRB-like para f es no vaćıo y débil∗-compacto.
Primero probemos que pω(x) ⊂ Of para Lebesgue c.t.p. x ∈M . Para ǫ > 0 arbitrario,
denotamos con Bǫ(Of ) al conjunto abierto de todas las probabilidades ν que distan
del compacto no vaćıo Of menos que ǫ. Consideremos el complemento

C := M\Bǫ(Of ).

El conjunto C es compacto porque es el complemento del abierto Bǫ(Of ) en el espacio
compacto M. Por construcción C ∩ Of = ∅. Luego, toda ν ∈ C es no SRB-like.
Entonces existe un entorno abierto B(ν) de ν tal que:

m
(
{x ∈M : pω(x) ∩B(ν) 6= ∅}

)
= 0.

Al igual que al final de la demostración de la parte (a) del Teorema 7.6.6, pero escri-
biendo C en el rol de M, deducimos que existe un cubrimiento finito {B1, B2, . . . , Bk}
de C tal que

m
(
{x ∈M : pω(x)

⋂( k⋃

i=1

Bi

)
6= ∅}

)
= 0
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Como
⋃k

i=1 Bi ⊃ C, deducimos

m
(
{x ∈M : pω(x) ∩ C 6= ∅}

)
= 0.

Dicho de otra forma, para Lebesgue-casi todo punto x ∈ M , el conjunto pω(x)
está contenido en M \ C = Bǫ(Of ). Luego, tomando ǫ = 1/h para h ∈ N+, hemos
probado que

∀ h ∈ N+ : pω(x) ⊂ B1/h(Of ) m− c.t.p. x ∈M.

Como la unión numerable de conjuntos con medida de Lebesgue nula, tiene medida
de Lebesgue nula, la intersección numerable de conjuntos con medida de Lebesgue
total, tiene medida de Lebesgue total. Concluimos que:

pω(x) ⊂
+∞⋂

h=1

B1/h(Of ) = Of m− c.t.p. x ∈M,

como queŕıamos demostrar.
Segundo, probemos que Of es minimal en el conjunto de compactos no vaćıos K ⊂ M
que tienen la propiedad pω(x) ⊂ K para Lebesgue-casi todo punto x ∈M . Tomemos
cualquier compacto no vaćıo K ⊂ Of , tal que K 6= Of . Probemos que tal K no tiene

la propiedad mencionada. Es decir, probemos que m
(
pω(x) ∩ (M\K)

)
> 0.

En efecto, como K ⊂6= Of , existe una medida µ ∈ Of \ K. Sea ǫ > 0 tal que la bola
Bǫ(µ) es disjunta con el compacto K. Como µ es SRB-like, por las Definiciones 7.6.4
y 7.6.3, se cumple:

m
(
{x ∈M : pω(x) ∩Bǫ(µ) 6= ∅}

)
> 0. (7.10)

Siendo Bǫ(µ) ∩ K = ∅, deducimos que Bǫ(µ) ⊂ (M \ K). Entonces, sustituyendo en
(7.10) concluimos:

m
(
{x ∈M : pω(x) ∩ (M\K) 6= ∅}

)
> 0,

como queŕıamos demostrar.

Corolario 7.6.8. Sea f : M 7→M continua.
(a) Si la medida SRB-like µ es única, entonces µ es SRB y su cuenca de atracción
estad́ıstica (fuerte) B(µ) cubre M Lebesgue c.t.p.
(b) Rećıprocamente, si existe una medida SRB µ cuya cuenca de atracción estad́ıstica
(fuerte) B(µ) cubre M Lebesgue c.t.p., entonces µ es la única medida SRB-like.
(c) Si el conjunto de medidas SRB-like es finito, entonces todas las medidas SRB-like
son SRB y la unión de las cuencas de atracción estad́ıstica de las medidas SRB cubre
M Lebesgue c.t.p.
(d) Rećıprocamente, si existe una cantidad finita de medidas SRB tales que la unión
de sus cuencas de atracción estad́ıstica cubre M Lebesgue c.t.p., entonces estas son
las únicas medidas SRB-like, y por lo tanto el conjunto de medidas SRB-like es finito.
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Ejercicio 7.6.9. Probar el Corolario 7.6.8. Sugerencia: Basta probar (c) y (d), pues
estas implican (a) y (b). Probar primero que una medida SRB-like es aislada en el
conjunto de las medidas SRB-like si y solo si es SRB. Combinar las Definiciones 5.5.6
y 7.6.4 de medidas SRB y SRB-like respectivamente, junto con las Definiciones 5.5.1
y 7.6.3 de las cuencas de atracción estad́ıstica fuerte y ǫ-débil, respectivamente.

Conjetura 7.6.10. Palis [Pa 1999] Para r ≥ 1 suficientemente grande Cr-genéri-
camente en Diff r(M) existe una cantidad finita de medidas SRB tales que la unión
de sus cuencas de atracción estad́ıstica cubre M Lebesgue c.t.p.

Del Corolario 7.6.8 deducimos el siguiente enunciado equivalente de la Conjetura de
Palis:

Cr-genéricamente para f ∈ Diff r(M) el conjunto débil∗ no vaćıo Of de medidas de
probabalidad SRB-like para f , carece de puntos de acumulación.

Corolario 7.6.11. (del Teorema 7.6.7)
Sea f : M 7→ M continua, no únicamente ergódica. Si para Lebesgue c.t.p. x ∈ M
el conjunto de probabilidades pω(x) (cf. Definición 7.6.1) coincide con el conjunto de
todas las medidas invariantes, entonces no existen medidas SRB y el conjunto de las
medidas SRB-like coincide con el conjunto de todas las medidas invariantes.

Nota: Existen transformaciones f que cumplen las hipótesis del Corolario 7.6.11. En
efecto, el mapa C0 expansor en el ćırculo construido por Misiurevicz en [Mis 2005],
y los mapas C0-expansores genéricos encontrados recientemente por Abdenur y An-
dersson en [Ab-An 2012], satisfacen las hipótesis de este Corolario. Ver también el
Ejemplo 7.8.2 más adelante en esta sección.

Demostración. del Corolario 7.6.11:
Por hipótesis, el mı́nimo conjunto compacto K de medidas de probabilidad tal que
pω(x) ⊂ K es el conjunto Mf de todas las medidas f -invariantes. Por el Teorema
7.6.7, K es el conjunto Of de las medidas SRB-like. Luego Of = Mf como queŕıamos
demostrar.

7.7. Relación entre atractor estad́ıstico y medidas
SRB-like

Definición 7.7.1. Sea K un conjunto no vaćıo de medidas de probabilidad. Se llama
soporte compacto de K al mı́nimo compacto K ⊂M tal que

µ(K) = 1 ∀ µ ∈ K.
El mı́nimo soporte compacto existe como resultado de aplicar el lema de Zorn a la
familia de compactos no vaćıos con µ-medida igual a 1 para toda µ ∈ K, y de usar
también la propiedad de que es no vaćıa la intersección de una familia de compactos
tal que toda subfamilia finita tiene intersección no vaćıo. El soporte compacto de K es
único, debido a su propiedad de minimalidad y a que la intersección de dos compactos
con µ-medida igual a 1 es un compacto con µ-medida igual a 1.
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Teorema 7.7.2. .
Medidas SRB-like y atractores de Ilyashenko
Para toda f : M 7→ M continua, el atractor 1-obs. minimal de Ilyashenko K (cf.
Theorem 7.4.3) es el soporte compacto del conjunto Of de medidas SRB-like para f .

Nota: El Teorema 7.7.2 puede generalizarse, adaptando el enunciado adecuadamente
para caracterizar todo atractor de Ilyashenko α-obs. minimal (para cualquier 0 < α ≤
1) como el soporte compacto de un subconjunto adecuado de medidas SRB-like para
f (ver [Cat 2012]).

Demostración. del Teorema 7.7.2: Sea K1 el atractor de Ilyashenko 1-obs. minimal.
Por el Teorema 7.4.3, el compacto K1 6= ∅ existe y es único. Sea K2 el soporte
compacto del conjunto Of de medidas SRB-like para f , según la Definición 7.7.1. De
acuerdo a lo observado al final de dicha definición, el compacto K2 6= ∅ existe y es
único.
Demostración de K1 ⊂ K2: Como K1 es 1-obs. minimal, por la Definición 7.4.1 basta
probar que

A probar: ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

dist(f j(x),K2) = 0 para m− c.t.p. x ∈M. (7.11)

Para todo x ∈M consideremos la sucesión {σn,x}n≥1 de probabilidades emṕıricas de
la órbita por x, según la Definición 5.5.2. Aplicando el Teorema 7.6.7, tenemos para
m-c.t.p. x ∈M la siguiente propiedad:

ĺım
i→+∞

σni,x ∈ Of (7.12)

para toda subsucesión ni → +∞ tal que existe ese ĺımite (donde dicho ĺımite se toma
en la topoloǵıa débil∗ del espacio de probabilidades).
Consideremos la función continua ψ definida por

ψ(x) := dist(x,K2) ∀ x ∈M. (7.13)

Integrando ψ en la inclusión (7.12), y teniendo en cuenta la definición de la topoloǵıa
débil∗, deducimos que para m-c.t.p. x ∈ M , y para toda subsucesión convergente
{σni,x}i∈N de probabilidades emṕıricas, existe µ ∈ Of tal que

∫
ψ dµ = ĺım

i→+∞

∫
ψ d(σni,x) = ĺım

i→+∞

1

ni

ni−1∑

j=0

dist(f j(x),K2). (7.14)

Pero µ(K2) = 1, porque por hipótesis, K2 es soporte compacto común de todas las
medidas de probabilidad en Of . Luego ψ(y) = dist(y,K2) = 0 para µ-c.t.p. y ∈ M ,
de donde

∫
ψ dµ = 0. Sustituyendo en la igualdad (7.14) obtenemos

ĺım
i→+∞

1

ni

ni−1∑

j=0

dist(f j(x),K2) = 0 (7.15)
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para m-c.t.p. x ∈M , para toda subsucesión ni → +∞ tal que {σni,x}i∈N sea conver-
gente.
Fijado un tal punto x, sea dada una sucesión cualquiera ni → +∞ tal que la subsuce-
sión {dni

}i∈N de promedios de distancias a K2, dada por

dni
:=

1

ni

ni−1∑

j=0

dist(f j(x),K2),

es convergente. Por la compacidad del espacio de probabilidades, siempre existe una
subsucesión de esta subsucesión {dni

}i (para ı́ndices i = ih) tal que {σnih
,x}h es

también convergente. Entonces, la igualdad (7.15) aplicada a nih
en lugar de ni,

implica (para la subsucesión de ı́ndices {ni}i), que el ĺımite del promedio dni
de las

distancias a K2 es cero. Concluimos que toda subsucesión convergente de {dn}n≥1

converge a cero. Luego, la afirmación (7.11) está probada.

Demostración de K2 ⊂ K1: Por hipótesisK2 es el mı́nimo compacto tal que µ(K2) = 1
para toda µ ∈ Of . Luego, basta demostrar que

A probar: µ(K1) = 1 ∀ µ ∈ Of . (7.16)

Sean dados µ ∈ Of y ǫ > 0 arbitrario. Sea ϕ la función continua no negativa definida
por

ϕ(y) := dist(y,K1). (7.17)

Por la definición de la topoloǵıa débil∗, con la métrica dist∗ que se haya elegido en el
espacio M de las probabilidades, existe δ > 0 tal que

dist∗(ν, µ) < δ ⇒
∣∣∣
∫
ϕdµ−

∫
ϕdν

∣∣∣ < ǫ. (7.18)

Por la Definición 7.6.4 de medida SRB-like, la medida de Lebesgue m de la cuenca
Aδ(µ) de atracción estad́ıstica δ-débil de µ, es positiva. Como K1 es un atractor de
Ilyashenko 1-obs., su cuenca de atracción estad́ıstica A(K1) tiene medida de Lebesgue
total. Luego deducimos que

m
(
A(K1) ∩Aδ(µ)

)
> 0.

Tomemos un punto x ∈ A(K1) ∩ Aδ(µ). Por la igualdad (7.3) que define A(K1)
tenemos:

0 = ĺım
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

dist(f j(x),K1) = ĺım
n→+∞

∫
ϕd(σn,x), (7.19)

donde σn,x es la probabilidad emṕırica dada definida por (5.9). Por la Definición 7.6.3
de Aδ(µ), existe una subsucesión ni → +∞ tal que {σni

}i∈N converge a una medida
ν ∈ pω(x) tal que dist∗(µ, ν) < δ. Luego, combinando la afirmación (7.18) con la
igualdad (7.19), deducimos:

0 = ĺım
i→+∞

∫
ϕdσni,x =

∫
ϕdν, dist∗(ν, µ) < δ, ⇒
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∫
ϕdν = 0,

∣∣∣
∫
ϕdµ−

∫
ϕdν

∣∣∣ < ǫ ⇒

∣∣∣
∫
ϕdµ

∣∣∣ < ǫ.

Como esta desigualdad vale para todo ǫ > 0, deducimos que 0 =
∫
ϕdµ. Siendo ϕ ≥ 0,

concluimos que ϕ(y) = dist(y,K1) = 0 para µ-c.t.p. y ∈ M . Como K1 es compacto,
la distancia de un punto y a K1 es cero si y solo si y ∈ K1. Hemos probado que
y ∈ K1 para µ-c.t.p. y ∈ M , o dicho de otra forma, µ(K1) = 1 como queŕıamos
demostrar.

7.8. Ejemplos de medidas SRB-like

Ejemplo 7.8.1. Endormofirsmos C1-expansores en S1

Sea f : S1 7→ S1 en el ćırculo S1 un endomorfismo de clase C1 expansor, esto es,
existe una constante σ > 1 tal que |f ′(z)| ≥ σ > 1 ∀ z ∈ S1. Por ejemplo en el ćırculo

S1 := {z ∈ C : |z| = 1}

la transformación f(z) = z2 es expansora. Un resultado clásico de dinámica topológica
(ver por ejemplo [Kat-Has 1995, Theorem 2.4.6]), establece que todo endormofismo
expansor en el ćırculo es sobreyectivo, el número de preimágenes de cualquier punto
x ∈ S1 es constante igual a k ≥ 2 (llamado grado de f) y f es topológicamente
conjugado a gk definido por gk(z) = zk para todo z ∈ S1 = {|z| = 1}.
El endomorfismo expansor, puede mirarse como un endomorfismo (no invertible) uni-
formemente hiperbólico (cf. Definition 3.3.1), en que el subespacio inestable Ux es
todo el espacio tangente TxS

1, y el subespacio estable Ex = {0}. La variedad in-
estable Wu(x0) por un punto cualquiera x0 ∈ S1 se define por

Wu(x0) :=
{
y0 ∈ S1 : ∃ x−n, y−n ∈ S1 tales que

f(x−n) = x−n+1, f(y−n) = y−n+1 ∀ n ≥ 0,

ĺım
−n→−∞

dist(y−n, x−n) = 0
}
.

La variedad inestable de cualquier punto coincide con todo S1:

Wu(x0) = S1 ∀ x0 ∈ S1.

Por esta razón, para los endomorfismos expansores en el ćırculo, la medida condicional
inestable de µ (cf. Definición 6.2.2) es la misma µ. Entonces, definimos:

Definición (medida de Gibbs): Si f es un endomorfismo C1 expansor en el ćırculo
S1, decimos que una medida f -invariante µ es de Gibbs si µ ≪ m, donde m es la
medida de Lebesgue en S1.
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Si f es de clase C1+α, se tiene el siguiente resultado clásico, que da una versión del
Teorema 6.3.4 aplicable a los endomorfismos expansores del ćırculo (en vez de a los
difeomorfismos de Anosov en variedades de dimensión mayor que 1).

Teorema (Ruelle) [Rue 1989]:

Sea f : S1 7→ S1 de clase C1+α expansor en el ćırculo S1. Entonces:

(a) Existe una única medida de Gibbs µ (i.e. µ absolutamente continua respecto a la
medida de Lebesgue) y esta medida µ es ergódica.

(b) Toda medida SRB es de Gibbs y rećıprocamente. (Por lo tanto existe una única
medida SRB y es ergódica).

(c) La medida de Gibbs µ es equivalente a la medida de Lebesgue m (i.e. µ ≪ m y
m≪ µ).

(d) La cuenca de atracción estad́ıstica de µ cubre Lebesgue c.t.p. z ∈ S1.

La prueba de este Teorema de Ruelle para mapas C1+α expansores en S1, puede
encontrarse por ejemplo en [Kat-Has 1995, Theorem 5.1.16].

Nota: Un resultado más general, que establece la existencia de medidas de Gibbs
para mapas C1 a trozos en el ćırculo, que sean expansores en cada trozo, y que
cumplan hipótesis de variación acotada, fue demostrado recientemente por Liverani
en [Liv 2013].

Como consecuencia de la parte (d) del Teorema de Ruelle, en el caso C1+α expansor,
no existen otras medidas SRB-like que no sean la medida SRB. En efecto, otra medida
ν 6= µ tendŕıa una cuenca de atracción estad́ıstica ǫ-débil Aǫ(ν) que debe ser disjunta
con la cuenca de atracción estad́ıstica (fuerte) B(µ) de µ (porque ν 6= µ). Pero como
m(M \B(µ)) = 0, entonces m(Aǫ(ν)) = 0 y ν no puede ser SRB-like.

Ahora veremos que la relación entre medidas de Gibbs y la Fórmula (6.7) de Pesin para
la entroṕıa (que vale para difeomorfismos de clase C1+α según vimos en el Teorema
6.4.1 de la sección anterior), también se generaliza para endormorfismos expansores
de clase C1+α en el ćırculo.

Teorema

Fórmula de Pesin para la Entroṕıa. Endomorfismos expansores Sea f :
S1 7→ S1 expansor de clase C2. Entonces, la única medida SRB µ para f (que por
el teorema de Ruelle es de Gibbs y equivalente a la medida de Lebesgue), satisface
la Fórmula (6.7) de Pesin para la Entroṕıa, y es la única medida que satisface tal
fórmula.

Una prueba de este Teorema, fue dada en [Pe 1977] por Pesin. Una versión para endo-
morfismos de clase C2 se encuentra en [Qi-Zh 2002] o en [Qi-Xi-Zh 2009]. Más aún, en
[Qi-Zh 2002] se prueba la versión del Teorema de Ledrappier-Young [Led-You 1985]
para endomorfismos, que establece la equivalencia, para todo endomorfismo de clase
C2, entre las medidas de Gibbs y las medidas que satisfacen la Fórmula de Pesin para
la Entroṕıa (cf. Teorema 6.4.3).

En el caso que el endormorfismo f sea de clase C1 pero no C1+α, las afirmaciones del
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Teorema de Ruelle fallan. En efecto, en [Avi-Boc 2007] se prueba que los endormorfis-
mos expansores C1-genéricos no poseen medidas invariantes absolutamente continuas
respecto de m (no poseen medidas de Gibbs). Más en general, en [Sch-Gor 1989] se
prueba (con un ejemplo expĺıcito) que, aunque f sea discontinua, si f es C1 expan-
sora a trozos, entonces la existencia de medidas invariantes absolutamente continuas
respecto de m no es necesaria.

Sin embargo, en [Cam-Qua 2001] Campbell y Quas probaron que C1-genéricamente,
un endomorfismo expansor en el ćırculo (que es C1 pero no C1+α), posee una única
medida SRB µ y que esta medida es ergódica, satisface la Fórmula de Pesin para
la Entroṕıa (6.7) y tiene cuenca de atracción estad́ıstica que cubre Lebesgue c.t.p.
Pero en vez de ser µ absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue m, se
cumple todo lo contrario:

µ ⊥ m,

es decir, µ es mutuamente singular respecto a la medida de Lebesgue m.

Del resultado de Campbell y Quas deducimos que C1-genéricamente para los endo-
morfismos expansores en el ćırculo, existe una única medida SRB-like que es la medida
SRB µ encontrada por Campbell y Quas. En efecto, argumentamos igual que antes,
como lo hicimos a partir del Teorema de Ruelle para los expansores de clase C1+α.
Como la cuenca de atracción estad́ıstica B(µ) de la medida SRB µ cubre Lebesgue
c.t.p., entonces ninguna otra medida ν 6= µ puede ser SRB-like.

Sin necesidad de asumir hipótesis de C1-genericidad, todo endormorfismo expansor de
clase C1 en el ćırculo tiene medidas SRB-like, todas sus medidas SRB-like satisfacen
la Fórmula de Pesin para la Entroṕıa (6.7), y la unión de sus cuencas de atracción
estad́ıstica ǫ-débil cubre Lebesgue c.t.p. para todo ǫ > 0. Estos resultados fueron
probados en [Cat-Enr 2012]. Sin embargo, la unicidad de la medida SRB-like (que es
cierta para los expansores de clase C1+α debido al Teorema de Ruelle), es falsa en
general para los expansores de clase C1 que no son C1+α ni son C1-genéricos. En
efecto, en [Qua 1996] Quas construyó un expansor de clase C1 que exhibe más de una
medida SRB-like.

Ejemplo 7.8.2. Endormofirsmos C0-expansores en S1

Un mapa continuo f : S1 7→ S1 en el ćırculo S1 se llama endomorfismo C0-expansor
(cf. [Kat-Has 1995, Definition 2.4.1]), si existen constantes δ > 0 y σ > 1 tales que

dist(f(x), f(y)) ≥ σdist(x, y) ∀ x, y ∈ S1 tales que dist(x, y) < δ.

En [Mis 2005], Misiurewicz construyó un endormofismo C0-expansor f en S1, que
satisface las hipótesis del Corolario 7.6.11. Por lo tanto, en ese ejemplo no existen
medidas SRB y toda medida f -invariante es SRB-like. Existe entonces una cantidad
infinita no numerable de medidas SRB-like. Llamaremos a los endomorfismos que
tienen esta propiedad endomorfismos de Misiurewicz. En [Ab-An 2012] se prueba que
los endomorfismos de Misiurewicz son C0-genéricos en el espacio de los endomorfismos
C0-expansores del ćırculo S1.
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Ejemplo 7.8.3. Anosov C1

Sea f un difeomorfismo de Anosov transitivo en una variedad compacta y Riemanni-
ana M (cf. Definition 3.3.1).
Primero repasemos el caso en que f es además de clase C1+α o en particular si es de
clase C2:
En el Teorema 6.3.4 de Sinai [Si 1972], vimos que si f es un difeomorfismo de Anosov
de clase C1+α, entonces existe una única medida de probabilidad SRB µ, es de Gibbs
ergódica, y su cuenca de atracción estad́ıstica cubre Lebesgue c.t.p. Deducimos que
tal medida µ es la única medida SRB-like, argumentando de igual forma que en el
ejemplo 7.8.1.

Además, debido al Teorema 6.3.1, la única medida SRB-like de un difeomorfismo de
Anosov transitivo de clase C1+α, satisface la Fórmula (6.7) de Pesin para la Entroṕıa.

Si el difeomorfismo f de Anosov transitivo es de clase C2, entonces su única me-
dida SRB µ, es también la única medida de probabilidad que satisface la Fórmula
de Pesin para la Entroṕıa. En efecto, por el Teorema 6.4.3 de Ledrappier-Young
[Led-You 1985], toda medida ν que satisfaga la Fórmula de Pesin para la Entroṕıa
es de Gibbs. Y por el Teorema 6.3.1 las componentes ergódicas νx de toda medida
de Gibbs es SRB, y por lo tanto es SRB-like. Luego, como existe una única medida
SRB-like µ, ν tiene una única componente ergódica que es µ, y por lo tanto ν es
ergódica y coincide con µ.

Ahora pasemos al caso de difeomorfismo de Anosov transitivo f de clase C1 pero no
C1+α. En este caso las demostraciones conocidas de los teoremas mencionados en el
repaso anterior, no son aplicables, porque utilizan la Teoŕıa de Pesin. Por ejemplo,
las pruebas utilizan el Teorema 6.5.2 que establece la continuidad absoluta de la
holonomı́a de la foliación estable. Este resultado seŕıa falso si f no fuera de clase
C1+α (ver [Rob-You 1980], o también [Bow 1975a]).
Sin embargo, en los últimos años se han obtenido algunos resultados parciales, apli-
cables a los difeomorfismos de Anosov de clase C1, que generalizan el Teorema 6.3.4:
En [Qiu 2011] Qiu y Zhu demostraron que C1-genéricamente los difeomorfismos de
Anosov transitivos tienen una única medida SRB, esta medida es ergódica, satisface
la Fórmula de Pesin para la Entroṕıa, es la única medida que satisface tal fórmula, y
su cuenca de atracción estad́ıstica cubre Lebesgue c.t.p. de la variedad. Por lo tanto
µ es la única medida SRB-like. La prueba de Qiu y Zhu no pasa (a diferencia de la
prueba del Teorema 6.3.4) por la construcción de medidas de Gibbs. Más aún (tanto
como la autora de este libro conoce) no se sabe si la única medida SRB µ de un
difeomorfismo de Anosov transitivo y C1-genérico, es medida de Gibbs. Pero se sabe
que tal µ no es absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue m en toda
la variedad, pues Ávila y Bochi [Avi-Boc 2006] probaron que C1 genéricamente no
existen medidas invariantes absolutamente continuas respecto de m.

Cuando la medida SRB-like µ es única deducimos, como consecuencia del Teorema
7.6.7, que µ es SRB y que su cuenca de atracción estad́ısticaB(µ) cubre Lebesgue c.t.p.
En este caso, por ejemplo para los difeomorfismos de Anosov transitivos C1-genéri-
cos del Teorema de Qiu y Zhu [Qiu 2011], es válido un teoremas ergódico, probado
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recientemente por Kleptsyn y Ryzhov en [Kl-Ry-Mi 2012], que estima la velocidad de
convergencia de las probabilidades emṕıricas σn,x (en la topoloǵıa débil∗) a la medida
SRB-µ, para Lebesgue c.t.p. x ∈M .

En el caso de difeomorfismo de Anosov C1 no genérico y no C1+α, cuando f preserva
una medida invariante µ absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue,
Sun y Tian probaron en [Su-Ti 2012] que esta medida µ satisface la Fórmula de
Pesin para la entroṕıa. Esto implica que, bajo las hipótesis adicional de existencia de
medida invariante µ equivalente a la medida de Lebesgue m, toda medida SRB-like
satisface tal fórmula. En efecto, por el Teorema 4.1.2 de Descomposición Ergódica,
µ-c.t.p. x pertenece a la cuenca de atracción estad́ıstica B(µx) de una componente
ergódica µx de µ. Como µ es equivalente a la medida de Lebesgue, deducimos que
Lebesgue c.t.p. x pertenece a B(µx). Luego, por el Teorema 7.6.7, estas componentes
ergódicas µx son las medidas SRB-like. Como µ satisface la Fórmula de Pesin para la
entroṕıa, entonces toda componente ergódica µx de µ también satisface tal fórmula
(cf. [Ke 1998]). Luego, del resultado de Sun y Tian concluimos que toda medida SRB-
like para f , satisface la Fórmula de Pesin para la Entroṕıa, si f es un difeomorfismo
de Anosov de clase C1 que preserve una medida equivalente a la medida de Lebesgue.

Más en general, sin necesidad de asumir hipótesis de C1-genericidad ni de existencia
de medida invariante absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue, en
[Cat-Cer-Enr 2012] se prueba que para todo f de Anosov de clase C1, toda medida
SRB-like µ satisface la Fórmula de Pesin para la Entroṕıa. Pero no sabemos si es
necesario que además µ sea medida de Gibbs, ni que sea ergódica.



Caṕıtulo 8

Espectro de Lebesgue y
Medidas de Bernoulli

En este caṕıtulo X es un espacio métrico compacto y T : X 7→ X es una transforma-
ción medible tal que existe alguna medida de probabilidad invariante por T .

8.1. El operador UT en L
2

Definición 8.1.1. Operador UT Sea T : X 7→ X medible que preserva la probabil-
idad µ. El operador UT : L2(µ) 7→ L2(µ), inducido por T en L2(µ) es:

UT (f) = f ◦ T ∀f ∈ L2(µ)

Observación 8.1.2. Es inmediato verificar que:
UT tiene autovalor 1 y el subespacio propio correspondiente es el de las funciones de
L2 que son invariantes por T . (Se recuerda que f : X 7→ C es invariante por T si
f ◦ T = f µ-c.t.p.)

Observación 8.1.3. UT es un operador unitario en L2(µ), es decir: preserva el pro-
ducto interno. En efecto, denotando con z al conjugado de un número complejo z,
tenemos:

< UT f, UT g >=

∫
(UT f)(UT g) dµ =

∫
(f ◦ T )(g ◦ T ) dµ =

∫
(fg) ◦ Tdµ =

∫
fgdµ =< f, g > �

Como corolario se obtiene que UT es una isometŕıa (es decir ||UT f ||L2(µ) = ||f ||L2(µ)

para todo f ∈ L2(µ)). Luego, todos los valores propios de UT tienen módulo 1. En
efecto, si f ∈ L2 es un vector propio de autovalor λ entonces:

||f || = ||UT f || = ||λf || = |λ| ||f || ⇒ |λ| = 1

229
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Teorema 8.1.4. Caracterización espectral de la ergodicidad (ver por ejemplo
[Si 1994, Lecture 2, Theorem 3])
Sea X espacio métrico compacto y sea T : X 7→ X medible que preserva una medida
de probabilidad µ.
a) T es ergódica respecto de µ si y solo si el subespacio propio de autovalor 1 de UT

es el de las funciones constantes µ-c.t.p.
b) Si T es ergódica con respecto de µ entonces los subespacios propios de UT son todos
unidimensionales.

Demostración: a) Si las únicas funciones del subespacio propio de autovalor 1 son las
constantes c.t.p., entonces usando 8.1.2, las únicas funciones invariantes con T son las
constantes c.t.p., y rećıprocamente. Esta última propiedad caracteriza la ergodicidad
como se vio en el caṕıtulo 2, teorema II-2.1.
b) Si λ es valor propio de UT entonces |λ| = 1 porque UT es una isometŕıa (ver 8.1.3).
Si f es vector propio de autovalor λ entonces |UT f | = |λf | = |λ||f | = |f | de donde |f |
es propio con autovalor 1. Por la parte a) se obtiene |f | = cte-c.t.p. Pero siendo f un
vector propio de valor propio λ no puede ser idénticamente nula. Luego |f | = cte 6= 0,
f no se anula µ-c.t.p.
Consideremos ahora g otra función propia con el mismo autovalor λ. El cociente
g/f pertenece a L2(µ) porque su módulo es constante µ-c.t.p. Aplicando UT (g/f) =
(g ◦ T )/(f ◦ T ) = (λg)/(λf) = g/f . Luego g/f ∈ L2(µ) es un vector propio de valor
propio 1. Por la parte a) se tiene g/f = cte µ-c.t.p. de donde el subespacio propio de
autovalor λ está generado por f . �

Ejercicio 8.1.5. Probar el rećıproco de la parte b) del teorema anterior.

Teorema 8.1.6. Caracterización espectral del mixing
Sean X espacio métrico compacto y T : X 7→ X medible que preserva una probabilidad
µ. T es mixing respecto de µ si y solo si

ĺım
n→+∞

< Un
T f, g >=< f, 1 >< 1, g > ∀f, g ∈ L2(µ)

Esta prueba está extráıda de [Mañ 1983a, págs. 182-183] Ver también [Mañ 1987] o
[Si 1994, pages 21-22]
Demostración: Si

ĺım
n→+∞

∫
(f ◦ T n)g dµ =

∫
f dµ

∫
g dµ ∀f, g ∈ L2(µ) (8.1)

entonces en particular tomando f = χA, g = χB se obtiene

ĺım
n→+∞

µ(T−n(A) ∩B) = µ(A)µ(B) ∀A,B medibles (8.2)

Rećıprocamente, si vale (8.2), entonces, fijando el conjunto B medible, se obtiene (8.1)
cuando f = χA, g = χB para todo conjunto A medible. Luego, por la linealidad del
ĺımite y de la integral, también vale (8.1) para f función simple y g = χB. Por la
densidad de las funciones simples s en L2(µ), si ‖f − s‖2 < ǫ y g = χB , entonces

| < Un
T f, g > − < f, 1 >< 1, g > | ≤
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≤ | < Un
T (f − s), g > | + | < Un

T s, g > − < s, 1 >< 1, g > |
+ | < s− f, 1 >< 1, g > | < 3ǫ

para todo n suficientemente grande. Luego vale (8.1) para f ∈ L2(µ) y g = χB.
Ahora fijando f ∈ L2(µ), acabamos de probar que ((8.1)) vale para g = χB donde
B es cualquier conjunto medible. Por linealidad también vale (8.1) para g función
simple, y usando el mismo método que antes se deduce que también vale (8.1) para
toda g ∈ L2(µ). �

Ejercicio 8.1.7. Sea T : X 7→ X medible que preserva la probabilidad µ. Probar
que:
a) T es mixing respecto de µ si y solo si la igualdad del teorema 8.1.6 se cumple para
un conjunto denso de funciones en L2(µ)
b) T es mixing si L2(µ) tiene base numerable (una familia numerable B de funciones
linealmente independientes tal que el subespacio de todas las combinaciones lineales
finitas de funciones de B es denso en L2) y la igualdad del teorema 8.1.6 se cumple
para toda pareja de funciones de esa base.

Ejercicio 8.1.8. Sea T : X 7→ X una transformación mixing respecto a una proba-
bilidad invariante µ. Sea λ otra medida de probabilidad (no necesariamente invariante
por T ) en el mismo espacio medible, tal que λ << µ. Probar que:

ĺım
n→+∞

λ(T−n(A)) = µ(A) ∀A conjunto medible. Sugerencia:

Sea h ∈ L1(µ) real no negativa, la derivada de Radon- Nykodim h = dλ/dµ. Como
L2 es denso en L1, dado ǫ > 0 existe g ∈ L2(µ) real no negativa (por ejemplo una
función simple) tal que

∫
|g − h| dµ < ǫ. Siendo µ una medida mixing, para todo n

suficientemente grande se tiene:

|
∫

(χA ◦ T n)g dµ− µ(A)

∫
g dµ| < ǫ (8.3)

Observando que

λ(T−n(A)) =

∫
(χA ◦ T n)h dµ =

∫
(χA ◦ T n)g dµ−

∫
(χA ◦ T n)(h− g) dµ,

aplicando la propiedad triangular y (8.3), se deduce que, para todo n suficientemente
grande, |λ(T−n(A)) − µ(A)| < 3ǫ.

8.2. Equivalencia espectral

Definición 8.2.1. Equivalencia espectral Sean (X,A, µ) y (Y,B, ν) espacios de
medida de probabilidad. Sean T : X 7→ X y S : Y 7→ Y transformaciones medibles que
preservan µ y ν respectivamente. Se dice que T y S son espectralmente equivalentes
si existe un operador lineal invertible

L : L2(µ) 7→ L2(ν)
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que preserva el producto interno y que cumple

US ◦ L = L ◦ UT

Ejercicio 8.2.2. Probar que si dos transformaciones T y S son espectralmente equiv-
alentes entonces:
a) T es ergódica si y solo si S lo es.
b) T es mixing si y solo si S lo es.

8.3. Bases de Fourier en L
2(m)

Sea S1 = {z ∈ C : |z| = 1} con la probabilidad de Lebesgue m, definida en los
borelianos y que cumple:

∫

z∈S1

f(z) dm(z) =

∫

x∈[0,1)

f(e2πix) dx

Proposición 8.3.1. El conjunto de funciones {ϕn : n ∈ Z} definidas como

ϕn(z) = zn = e2πinx ∀z = e2πix ∈ S1

es un conjunto ortonormal. (Es llamado Base de Fourier de L2(S1,m).)

Demostración:

< ϕn, ϕm >=

∫
ϕnϕm dm =

∫ 1

0

e2πinxe−2πimx dx =

∫ 1

0

e2πi(n−m)x dx

La integral anterior es cero si n 6= m ∈ Z y es uno si n = m ∈ Z. �

Usaremos el siguiente teorema, clásico del análisis espectral:

Teorema 8.3.2. Teorema de Parseval. Serie de Fourier. Sea el sistema ortonor-
mal de Fourier {ϕn}n∈Z definido en la proposición 8.3.1. Sea f ∈ L2(S1,m) y sean
cn(f) =< f, ϕn > los llamados coeficientes de Fourier de f . Entonces la siguiente
serie converge a f en L2(S1,m):

∑

n∈Z

cn(f)ϕn = f en L2(S1,m)

El Teorema 8.3.2 es parte de un teorema más general del Análisis Espectral, no
solo aplicable al sistema ortonormal de Fourier de las funciones L2 en el ćırculo.
Su demostración se encuentra por ejemplo en [Rud 1979b, Teorema 7.9].

Corolario 8.3.3. El subespacio S formado por todas las combinaciones lineales finitas
de funciones del sistema ortonormal de Fourier es denso en L2(µ).

Sea T2 = R2/Z2, con la medida de Borel de probabilidad de Lebesgue m que cumple:
∫

z∈T2

f(z) dm(z) =

∫

(x,y)∈[0,1)2
f̂(x, y) dxdy

siendo f̂(x, y) := f(z) ∀(x, y) ∈ R2 tal que z = (x, y)modZ2 ∈ T2.
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Definición 8.3.4. Base de Fourier En L2(T2,m) se define el conjunto ortonormal
{ϕn,m : n ∈ Z,m ∈ Z} llamado Base de Fourier del siguiente modo:

ϕn,m(z) = e2πi(nx+my) donde (x, y) = R2, z = (x, y)modZ2

Corolario 8.3.5. El subespacio S de las combinaciones lineales finitas de funciones
en la base de Fourier de L2(T2,m) es denso.

8.4. Rotación irracional revisitada

En el Teorema 2.6.1 ya probamos que la rotación irracional T del ćırculo es ergódica,
pero no mixing, respecto a la medida de Lebesgue, y que esta es su única medida
invariante. La teoŕıa espectral permite una demostración de la ergodicidad de T ,
mucho más breve y elegante que la que hicimos a continuación del enunciado del
Teorema 2.6.1. La generalización del siguiente teorema a toros n-dimensionales y
más en general, a otras variedades con estructura de grupo topológico compacto, se
encuentra por ejemplo en [Si 1994, Lecture 4, Theorem 2]

Teorema 8.4.1. La rotación irracional del ćırculo es ergódica respecto a la medida
de Lebesgue.

Demostración: Llamemos T : S1 7→ S1 a la rotación irracional del ćırculo S1 definida
por T (e2πix) = e2πi(x+α) ∀x ∈ R, α ∈ (0, 1) irracional. Sea m la probabilidad de
Lebesgue en el ćırculo. Tenemos

∫

z∈S1

f(z) dm(z) =

∫ 1

0

f(e2πix) dx

Sea f : L2(m) tal que UT (f) = f . Basta probar que f = cte µ-c.t.p.
Consideremos {ϕn}n ∈ Z ⊂ L2(m) la base de Fourier de L2(m) definida por

ϕn(e2πix) = e2πinx.

Sea cn(f) =< f, ϕn > el coeficiente de Fourier de f . Como

f =L2(m)

∑

n∈Z

cn(f)ϕn

basta probar que si UT (f) = f entonces cn =< f, ϕn >= 0 ∀n 6= 0.
En efecto

< f, ϕn >=< UT f, ϕn >=

∫

z∈S1

f(Tz)ϕn(z) dm(z) =

=

∫ 1

0

f(e2πi(α+x))e−2πinx dx =

∫ α+1

α

f(e2πiy)e−2πin(y−α) dy =

=

∫ 1

0

f(e2πiy)e−2πin(y−α) dy
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La penúltima igualdad se obtiene haciendo el cambio de variables y = x + α y la
última igualdad se obtiene porque el integrando es una función periódica de peŕıodo
1. ∫ 1

0

f(e2πiy)e−2πni(y−α) dy = e2πinα

∫ 1

0

f(e2πiy)e−2πiny dy =

= e2πinα < f, ϕn >

Deducimos que
< f, ϕn >= e2πinα < f, ϕn >

de donde, si n 6= 0, se deduce que < f, ϕn >= 0. �

La medida de Lebesgue en S1 es positiva sobre abiertos y la topoloǵıa en S1 tiene
base numerable de abiertos. En virtud a lo visto en el caṕıtulo I, la ergodicidad
de T : S1 7→ S1 respecto a la medida de Lebesgue, implica que T sea transitivo
topológicamente y por lo tanto tenga una órbita densa. En la rotación del ćırculo una
órbita cualquiera se obtiene de otra mediante una rotación. Luego, si una órbita es
densa todas lo son. Esto demuestra lo siguiente:

Corolario 8.4.2. La rotación irracional en el ćırculo es transitiva (topológicamente)
y todas sus órbitas son densas.

Ejercicio 8.4.3. En el toro k-dimensional T k = Rk/Zk se define la traslación de
vector α = (α1, . . . , αk) ∈ [0, 1)k del modo siguiente:

T (z) = (x + α)modZk

donde x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk verifica z = xmodZk (Es decir z es la clase de equivalencia
en la relación (x1, . . . , xk) ∼ (y1, . . . , yk) ∈ Rk cuando yj − xj es entero para todo
1 ≤ j ≤ k.)
Probar que si < α, p > 6∈ Z ∀p ∈ Zk entonces T es ergódica respecto a la medida de
Lebesgue m en T k y rećıprocamente. Nota: m es la medida de probabilidad de Borel
en T k, con la topoloǵıa cociente inducida en T k por la topoloǵıa usual de Rk, que
cumple: ∫

z∈T k

f(z) dm(z) =

∫

x∈[0,1)k

f̂(x) dx

donde dx indica integración respecto a la medida de Lebesgue en Rk y f̂ : Rk 7→ C
es la función definida como f̂(x) := f(z) si z = xmodZk .
Sugerencia: Imitar la prueba de la ergodicidad de la rotación irracional del ćırculo en
el teorema anterior. Usar (no se pide demostrar esta afirmación) que el sistema de
Fourier en L2(T k,m): {ϕp}p∈Zk definido como

ϕp(z) = e2πi<p,z> ∀z ∈ T k ∀p ∈ Zk

es una base ortonormal de L2(T k,m). Es decir: es un sistema ortonormal y toda
f ∈ L2(T k,m) es la suma infinita numerable (tomando ĺımite en la topoloǵıa de
L2(T k,m) ) siguiente: ∑

p∈Zk

< f, ϕp > ϕp
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Teorema 8.4.4. Teorema de Katznelson [Katz 1968]
Sea L : T k 7→ T k una transformación lineal en el toro T k = Rk/Zk k ≥ 1 (i.e. L es
la transformación inducida en T k = Rk/Zk por la transformación lineal en Rk dada
por una matriz A n× n, de coeficientes enteros y determinante igual a 1).
L preserva la medida de Lebesgue m en el toro. L es ergódica si y solo si ningún
autovalor es ráız de la unidad.

Ejercicio 8.4.5. Probar el teorema de Katznelson. Sugerencia:
Usar la definición de la medida de Lebesgue dada en el ejercicio 8.4.3. Para probar
que es invariante usar que detA = 1, e imitar la prueba de la proposición I.4.1 del
caṕıtulo 1.
Para probar la caracterización de ergodicidad considerar la base de Fourier de L2(T k,m)
dada en la sugerencia del ejercicio 8.4.3. Probar que ϕp ◦Ln = ϕ(A∗)np ∀p ∈ Zk ∀n ∈
N donde A∗ denota la matriz simétrica de A.
Si det((A∗)n − I) = 0 para algún natural n ≥ 1 probar que existe p ∈ Zk, p 6= 0 tal

que (A∗)np = p. Sea f =
∑n−1

j=0 ϕ(A∗)jp. Probar que no es constante c.t.p. y es L
invariante. Deducir que en ese caso L no es ergódica.
Si det((A∗)n − I) 6= 0 ∀n ≥ 1 probar que entonces dado p ∈ Zk, p 6= 0 la sucesión
{(A∗)np}n∈N no repite sus valores en Zk. Probar que

∀f ∈ L2(T k,m) ∀n ∈ N ∀p ∈ Zk : < f ◦ Ln, ϕp >=< f, ϕ(A∗)np >

Sea f ∈ L2(T k,m) tal que f ◦ L = f c.t.p. Considerar para p ∈ Zk, p 6= 0:

∞∑

n=1

| < f, ϕp > |2 =

∞∑

n=1

| < f ◦ Ln, ϕp > |2 =

∞∑

n=1

| < f, ϕ(A∗)np > |2 ≤

≤
∑

q∈Zk

| < f, ϕq > |2 = ‖f‖2
L2 < +∞

De lo anterior se deduce que < f, ϕp >= 0 para todo p 6= 0 en Zk . Concluir, como
en la demostración del teorema 8.4.1, que f es constante m-c.t.p. y que L es ergódica
en ese caso.

8.5. Espectro de Lebesgue

Sea T : X 7→ X medible, invertible con inversa medible, que preserva una probabilidad
µ.

Definición 8.5.1. Espectro de Lebesgue Se dice que T tiene espectro de Lebesgue
(con base numerable) respecto a la medida de probabilidad invariante µ, si existe
{fi}i∈I ⊂ L2(µ), donde I es un conjunto finito o infinito numerable, tal que:

B = {1, {U j
Tfi}i∈I,j∈Z}

es una base ortonormal de L2(µ). (Es decir: B es un conjunto ortonormal y el subespa-
cio de todas las combinaciones lineales finitas de funciones de B es denso en L2(µ).)
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Teorema 8.5.2. .
Propiedad mixing del espectro de Lebesgue
Sea T que preserva la medida de probabilidad µ. Si T tiene espectro de Lebesgue
entonces T es mixing respecto de µ. Luego es ergódica.

Demostración: En virtud de lo enunciado en la parte b) del ejercicio 8.1.7 basta
probar que la igualdad del teorema 8.1.6 vale para f, g ∈ {1, {U j

Tfi}i∈I,j∈Z} ⊂ L2(µ)
Por un lado tenemos

< 1, 1 >= 1, < U j
t fi, 1 >= 0 ∀j ∈ Z ∀i ∈ I

Basta demostrar entonces que

ĺım
n→+∞

< Un
TU

j
T fi, 1 >= 0, y que

ĺım
n→+∞

< Un
TU

j
T fi, U

p
Tfk >= 0 ∀i, k ∈ I, ∀p, j ∈ Z,

para todo n ∈ N suficientemente grande.
En efecto

< Un
TU

j
T fi, 1 >=< Un+j

T fi, 1 >= 0 ∀n ∈ N

pues Un+j
T fi y 1 son funciones diferentes de la base ortonormal de L2(µ). Análoga-

mente
< Un

TU
j
T fi, U

p
T fk >=< Un+j

T fi, U
p
Tfk >= 0 ∀n > p− j.

�

Ejercicio 8.5.3. Sea T y S transformaciones que preservan probabilides µ y ν re-
spectivamente. Probar que si T y S son espectralmente equivalentes entonces T tiene
espectro de Lebesgue respecto de µ si y solo si S lo tiene respecto de ν.

8.6. Automorfismos lineales en el toro con espectro
de Lebesgue.

Teorema 8.6.1. La transformación T =

(
2 1
1 1

)
: T2 7→ T2 tiene espectro de

Lebesgue respecto a la medida de Lebesgue m. Luego, m es mixing y por lo tanto
también ergódica para la transformación T .

Demostración: Sea la base ortonormal de Fourier B = {ϕn,m}(n,m)∈Z2 de L2(T2,m)
definida en 8.3.4.

ϕn,m((x, y)modZ2) = e2πi(nx+my) ∀(x, y) ∈ R2, ∀(n,m) ∈ Z2

Tenemos UTϕn,m = ϕ2n+m,n+m.
En Z2 elegimos un conjunto de ı́ndices formado por un representante de cada órbita de
la transformación lineal A∗ = (n,m) ∈ Z2 7→ (2n+m.n+m) ∈ Z2. Sea I el conjunto
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de todos los representantes que no son (0, 0). Como la matriz A∗ es invertible y no
tiene valores propios que sean ráıces de la unidad, entonces det((A∗)j − Id) 6= 0 para
todo j ∈ N. Se deduce que para todo j1 6= j2 ∈ Z se cumple

(A∗)j1(n,m) 6= (A∗)j2(n,m) ∀(n,m) 6= (0, 0) ∈ Z2

Entonces la familia de funciones

{ϕ(A∗)j(n,m)}j∈Z, (n,m)∈I

es un reordenamiento de la base de Fourier B sacando el 1. Luego

B = {1, {U j
Tϕ(n,m)}j∈Z,(n,m)∈I}

es una base ortonormal de L2(µ). �

El teorema anterior da una demostración de la ergodicidad del

(
2 1
1 1

)
en el toro,

que ya probamos de otras formas en la Sección 3.1 y en el Corolario 6.3.5. El teorema
8.6.1 sin embargo tiene una tesis más fuerte que la de la ergodicidad de T :

Corolario 8.6.2. La transformación T =

(
2 1
1 1

)
: T2 7→ T2 respecto a la medida

de Lebesgue es mixing. Luego es ergódica, topológicamente mixing, y topológicamente
transitiva.

Ejercicio 8.6.3. Teorema de Katznelson II.
Sea L : T k 7→ T k una transformación lineal en el toro T k = Rk/Zk k ≥ 1 que
preserva la medida de Lebesgue m en T k. (i.e. L es la transformación inducida en
T k = Rk/Zk por la transformación lineal en Rk dada por una matriz A n × n, de
coeficientes enteros y determinante igual a 1).
Probar que si los autovalores de A no son ráıces de la unidad entonces T tiene espectro
de Lebesgue respecto de m. Sugerencia:
Imitar la prueba del teorema 8.6.1, usando las mismas sugerencias que en el ejercicio
8.4.5.

8.7. El espacio del shift y su topoloǵıa.

Sea K = {0, 1, . . . , k − 1}, donde k ≥ 2, un conjunto finito llamado alfabeto. . A los
elementos del alfabeto se le llama śımbolos.

Definición 8.7.1. Espacio del shift
Se denota con kZ o KZ al conjunto, llamado espacio del shift, formado por todas las
sucesiones bi-infinitas a : Z 7→ K, es decir:

kZ = {{an}n∈Z : an ∈ K ∀n ∈ Z}
Se llama shift (para la izquierda) a la aplicación σ : kZ 7→ kZ dada por

σ({an}n∈Z = {bn}n∈Z donde bn = an+1

El shift es un corrimiento de los términos de la sucesión un lugar para la izquierda.
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Definición 8.7.2. Cilindros en el espacio del shift
Dados l ≥ 1 natural, dados a1, . . . , al ∈ K y dados l enteros diferentes n1, . . . , nl se
llama cilindro de radio l, posiciones ni y śımbolos ai al subconjunto Ca1,...,al

n1,...,nl
⊂ kZ

definido por:

Ca1,...,al
n1,...,nl

= {{bn}n∈Z ∈ kZ : bnj
= aj ∀1 ≤ j ≤ l} =

l⋂

j=1

Caj
nj

Se observa que la familia C de todos los cilindros es numerable.

Ejercicio 8.7.3. Probar que dos cilindros son disjuntos si tienen el mismo radio, el
mismo vector de posiciones y los vectores de śımbolos respectivos son diferentes. Pro-
bar que la intersección de cilindros o bien es vaćıa o bien es otro cilindro. Probar que
el complemento de un cilindro C es la unión finita (disjunta) de todos los cilindros con
el mismo vector de posiciones y diferente vector de śımbolos que C. Probar que toda
unión finita de cilindros puede descomponerse como unión finita disjunta de cilindros.
Probar que la familia A0 formada por el conjunto vaćıo y por todas las uniones fini-
tas de cilindros disjuntos dos a dos, es un álgebra (es cerrada en el complemento, en
intersecciones finitas y en uniones finitas).

Definición 8.7.4. Métrica en el espacio del shift
En kZ se define la estructura de espacio métrico mediante la distancia siguiente:

dist ({an}n∈Z, {bn}n∈Z) = |b0 − a0| +
1

2

∑

n∈Z

|bn − an|
k|n|

Denotamos con Bǫ(a) a la bola abierta de centro a ∈ kZ y radio ǫ > 0.

Lema 8.7.5. Para todo a = {an}n∈Z ∈ kZ y para todo ǫ > 0 suficientemente pequeño
se cumple

Bǫ(a) ⊂
j=N⋂

j=−N

C
aj

j

donde N < −1 + (− log ǫ)/(log k).
Para todo a = {an}n∈Z ∈ kZ y para todo N ≥ 1 se cumple

j=N⋂

j=−N

C
aj

j ⊂ Bǫ(a)

donde ǫ > 1/kN

Ejercicio 8.7.6. Demostrar el lema 8.7.5. Sugerencia: Para la parte a) ǫ < 1/kN+1.
Cada sumando de la serie que define dist (a, b) es o bien nulo (si an = bn), o bien
mayor o igual que 1/(2k|n|) (si an 6= bn). Luego dist (a, b) < ǫ < 1/2N+1 ⇒ an =
bn ∀|n| ≤ N .
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Para la parte b), si an = bn ∀|n| ≤ N entonces

dist (a, b) ≤ (1/2)
∑

|n|≥N+1

k − 1

k|n|
=

1

2kN
< ǫ

Ejercicio 8.7.7. Probar que todo cilindro es abierto. Probar que todo abierto es
unión de cilindros. Probar que los cilindros son una base numerable de la topoloǵıa
en kZ. (Sugerencia: usar el lema 8.7.5

Ejercicio 8.7.8. Probar que la transformación shift es continua con inversa continua
(es un homeomorfismo). Sugerencia: usar el resultado del ejercicio 8.7.7.

Teorema 8.7.9. Compacidad del espacio del shift
kZ con la estructura de espacio métrico dada en 8.7.4, es compacto. Los cilindros son
abiertos y cerrados. La familia C de todos los cilindros es una base numerable de la
topoloǵıa, y genera la σ-álgebra de Borel.

Demostración: Que todo cilindro es abierto y que la familia C es una base de la
topoloǵıa se prueba en el ejercicio 8.7.7. El complemento de un cilindro es unión
(finita) de cilindros. Luego todo cilindro es cerrado.
Como todo abierto es unión de cilindros a lo sumo numerable porque C es numerable,
entonces la σ-álgebra A generada por los cilindros contiene a todos los abiertos. Luego
contiene a la sigma-álgebra de Borel. Por otra parte los cilindros son abiertos, luego
la sigma-álgebra de Borel contiene a A.
Sólo resta probar que kZ con la estructura de espacio métrico dada en 8.7.4 es com-
pacto. Siendo un espacio métrico con base numerable de abiertos, es suficiente de-
mostrar que toda sucesión

{a(m)}m∈N = {{a(m)
n }n∈Z}m∈N ⊂ kZ

tiene una subsucesión convergente.
Sea {b(m,0)}m∈N una subsucesión de {a(m)}m∈N tal que los śımbolos en las posiciones

0 : b
(m,0)
0 sean una constante c0 ∈ K respecto de m ∈ N. Esto se puede conseguir

porque la sucesión de primeros términos a
(m)
0 ∈ K toma valores en el conjunto finito

K para todo m ∈ N.
Sea

{b(m,1)}m∈N

una subsucesión de {b(m,0)}m∈N tal que sus śımbolos en las posiciones 1 y −1 sean
constantes respecto de m. Esto es posible porque la sucesión de parejas de śımbolos
en esas posiciones toma valores en el conjunto finito K2.
Sea para todo j ≥ 1 la sucesión {b(m,j)}m∈N, subsucesión de {b(m,j−1)}m∈N tal que
sus śımbolos en las posiciones −j, . . . ,−1, 0, 1, . . . j sean constantes en relación a m,
respectivamente iguales a śımbolos

c−j , . . . , c−1, c0, c1, . . . , cj

del alfabeto.
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Sea c = {cn}n∈Z ∈ kZ

Por el procedimiento diagonal tomemos la subsucesión

{q(m)}m∈N = {{q(m)
n }n∈Z}m∈N ⊂ kZ definida como q(m) = b(m,m) ∀j ∈ N . Por

construcción, dado N ≥ 1 se cumple q
(m)
n = cn ∀|n| ≤ N, ∀m ≥ N . Dicho de otra

forma, dado N la sucesión {q(m)}m∈N en kZ para todo m ≥ N está en el cilindro
∩|n|≤NC

cn
n . Por lo tanto converge a c ∈ kZ como queŕıamos demostrar. �

8.8. Espacio de medida del shift de Bernoulli

Consideremos en kZ con la sigma-álgebra de Borel, el homeomorfismo shift σ : kZ 7→
kZ definido en la sección anterior.

Definición 8.8.1. Vector de probabilidad
Se llama vector de probabilidad a un vector
p = (p0, p1, . . . pk−1) ∈ (0, 1)k, tal que

∑k−1
j=0 pj = 1. El valor pj se llama probabilidad

del śımbolo j ∈ K = {0, 1, . . . .k− 1}. Observar que solo llamamos vector de probabil-
idad a p cuando todas sus componentes son estrictamente positivas. (Algunos autores
llaman vector de probabilidad a p aunque alguna de sus componentes sean nulas.)

Dado un vector de probabilidad p se define en los borelianos de kZ una medida de
probabilidad µp del siguiente modo:

Definición 8.8.2. Sea C la colección de los cilindros en kZ . Sea A0 el álgebra de las
uniones finitas de cilindros disjuntos dos a dos. Sea B la sigma álgebra de Borel en
kZ.
Dado un vector de probabilidad p = (p0, . . . , pk−1):
1) Se define µp : C 7→ (0, 1) definida del siguiente modo:

µp(
l⋂

j=1

Caj
nj

) =
l∏

j=1

paj

2) Se define la premedida µp : : A0 7→ [0, 1], como

µp(∅) = 0, µp(k
Z) = 1, µp(A) =

N∑

i=1

µp(Cj) ∀A ∈ A tal que

A =

N⋃

i=1

Ci

donde {Ci}1≤i≤N es una familia de cilindros disjuntos dos a dos.

Ejercicio 8.8.3. Probar que µp : A0 7→ [0, 1] definida anteriormente es una preme-
dida en el álgebra A0.

En virtud del enunciado del ejercicio anterior, existe una única extensión de la pre-
medida µp : A0 7→ [0, 1] definida en 8.8.2, a la sigma álgebra de Borel B en el espacio
kZ, que es la sigma-álgebra generada por A0.
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Definición 8.8.4. Medida de Bernoulli

Se llama medida de Bernoulli de vector p a la única extensión µp a la sigma álgebra
de Borel de kZ de la premedida definida en 8.8.2. Es una medida de probabilidad ya
que

µp(k
Z) = µp(

k−1⋃

j=0

Cj
0) =

k−1∑

j0

pj = 1

Observación 8.8.5. Es fácil verificar que la medida de Bernoulli es invariante por
el shift.

Definición 8.8.6. Shift de Bernoulli

Se llama shift de Bernoulli en el espacio kZ, a la pareja (σ, µp) donde σ : kZ 7→ kZ es
la transformación shift definida en la sección anterior, y µp es la medida de Bernoulli
para cierto vector de probabilidad p dado.

8.9. Ergodicidad del shift de Bernoulli.

Teorema 8.9.1. Propiedad mixing del shift de Bernoulli

El shift de Bernoulli (σ, µp) es mixing. Luego, es ergódico.

Demostración: El shift σ : kZ 7→ kZ preserva la medida de Bernoulli µp con vector
de probabilidad p = (p0, . . . , pk) en los conjuntos de la sigma álgebra de Borel B.
Denotemos con A0 al álgebra de las uniones finitas disjuntas de cilindros en kZ.

Hay que probar que

ĺım
n→+∞

µp(σ
−n(A) ∩B) = µp(A)µp(B) ∀A,B ∈ B

En primer lugar, es fácil verificar que la igualdad anterior es cierta para los cilindros
(ver ejercicio 8.9.2) y para los conjuntos del álgebra A0 formada por las uniones finitas
de cilindros disjuntos dos a dos.

Por construcción la medida µp es la única extensión de la premedida en A0, a la
sigma álgebra por ella generada, que es la sigma álgebra de Borel B. Por el teorema
de extensión de premedidas:

∀A ∈ B µp(A) = ı́nf{
∑

i∈N

µp(Ai), Ai ∈ A0,
⋃

i∈N

Ai ⊃ A}

(Véase Teorema 1.14 e igualdad (1.12) en la página 30 del libro de G. Folland: Real
Analysis, edit. J. Wiley, 1984.)

Luego, dados A,B ∈ B y dado ǫ > 0, existen A0, B0 ∈ A0 tales que

µp(A∆A0) < ǫ, µp(B∆B0) < ǫ
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Usando la propiedad triangular:

|µp(σ
−n(A) ∩B) − µ(A)µ(B)| ≤

|µp(σ
−n(A) ∩B) − µp(σ

−n(A0) ∩B0)|+ (8.4)

+|µp(σ
−n(A0) ∩B0) − µ(A0)µ(B0)|+ (8.5)

+|µ(A0)µ(B0) − µ(A0)µ(B)| + |µ(A0)µ(B) − µ(A)µ(B)|
(8.6)

El sumando (8.4) es menor que 2ǫ para todo n ∈ N: para verificarlo usar que |µ(C)−
µ(D)| ≤ µ(C∆D) y que (C1 ∩ C2)∆(D1 ∩D2) ⊂ (C1∆D1) ∪ (C2∆D2).
La expresión (8.5) tiende a cero cuando n→ +∞ porque A0, B0 ∈ A0.
Finalmente cada sumando de (8.6) es menor que ǫ para todo n.
Se concluye entonces que el primer miembro de (8.4) tiende a cero cuando n → +∞
como queŕıamos demostrar. �

Ejercicio 8.9.2. Sea (σ, µp) el shift de Bernoulli en kZ. Sean dados m1, n1 ∈ Z, el
natural n > |n1| + |m1| y los śımbolos a1, b1 ∈ K. Verificar que

µp(σ
−n(Ca1

n1
) ∩ Ca2

m1
) = pa1pa2

Deducir que
ĺım

n→+∞
µp(σ

−n(Ca1
n1

) ∩ Ca2
m1

) = µp(C
a1
n1

)µp(C
a2
m1

)

Enunciar y probar una igualdad similar para cualquier pareja de cilindros, aunque
tengan radio mayor que 1.
Probar que también vale una igualdad como la anterior para cualquier pareja A0, B0

en el álgebra A0 formada por todas las uniones finitas de cilindros disjuntos dos a
dos.

Ejercicio 8.9.3. Probar que el shift es topológicamente mixing y transitivo. Sugeren-
cia: Verificar que la medida de Bernoulli es positiva sobre abiertos, y usar el teorema
8.9.1.

Observación 8.9.4. Espectro de Lebesgue del shift de Bernoulli
Aunque no lo demostraremos en este curso también vale el siguiente enunciado más
fuerte que el teorema 8.9.1:
El shift de Bernoulli (σ, µp) tiene espectro de Lebesgue.

Definición 8.9.5. Shift unilateral
Sea kN el conjunto formado por todas las sucesiones a : N 7→ K = {0, 1, . . . , k − 1}.
Se define el shift (unilateral)

σ : kN 7→ kN : σ({an}n∈N = {an+1}n∈N

Observación 8.9.6. La teoŕıa del shift unilateral es la misma que la del shift bilat-
eral definido en las secciones anteriores, excepto que ahora σ no es invertible. De la
misma forma que antes, se construye la medida de Bernoulli µp dado un vector de
probabilidad para el espacio de śımbolos, y se demuestra que el shift unilateral de
Bernoulli (σ, µp) es mixing, y por lo tanto, ergódico.
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Ejercicio 8.9.7. a) Sea T : [0, 1] 7→ [0, 1] el tent map definido en el ejercicio I.4 del
caṕıtulo 1. Sea m la medida de probabilidad de Lebesgue en [0, 1]. Sea Λ ⊂ [0, 1] el
conjunto obtenido al retirar del intervalo [0, 1] el punto 1/2 y todas las preimágenes
de 1/2 (es decir: retirando todos aquellos puntos cuyas órbitas futuras pasan por el
punto 1/2). Probar que m(Λ) = 0.
b) Llámese I0 = [0, 1/2], I1 = [1/2, 1]. Se construye la aplicación medible h : Λ 7→
2N(llamada itinerario ) del siguiente modo:

h(x) = {an}n∈N ⇔ T n(x) ∈ Ian
∀n ∈ N

Demostrar que h es inyectiva. Demostrar que

σ ◦ h = h ◦ T

donde σ es el shift unilateral.
c) Considérese el vector de probabilidad p = (1/2, 1/2), y la medida de Bernoulli µp

en 2N. Demostrar que m(h−1(A)) = µp(A) para todo boreliano A ⊂ 2N. (Sugerencia:
Basta probarlo para uniones finitas disjuntas de cilindros). Deducir que µp(h(Λ)) = 1
(h es invertible c.t.p.)
d) Demostrar que el tent map es ergódico y mixing respecto de m. (Sugerencia: usar
que el shift unilateral de Bernoulli es mixing).
e) Deducir que el tent map es transitivo y topológicamente mixing.

Ejercicio 8.9.8. Sea T : S1 7→ S1 la transformación definida por

T (z) = T (e2πix) = e4πix = z2 ∀x ∈ [0, 1)

a) Demostrar que T preserva la probabilidad de Lebesgue m en S1.
b) Considérese el conjunto Λ que se obtiene del ćırculo retirando todas las preimágenes
de e2πix0 = −1 para x0 = 1/2 ∈ [0, 1). Llámese I0 = {e2πix : x ∈ [0, 1/2)}, I1 =
{e2πix : x ∈ (1/2, 1)}. Def́ınase la transformación itinerario h : Λ 7→ 2N como en
el ejercicio anterior, y probar que cumple las mismas propiedades enunciadas en ese
ejercicio.
c) Demostrar que T : S1 7→ S1 es ergódica y mixing respecto de m, transitiva y
topológicamente mixing.

Ejercicio 8.9.9. Investigar si es ergódica y mixing respecto a la probabilidad de
Lebesgue, transitiva y topológicamente mixing, la transformación T : S1 7→ S1 =
{z ∈ C : |z| = 1 definida por T (z) = zk, donde k ≥ 2 es un número natural.

Equivalencia de automorfismos de espacios de medida.

Definición 8.9.10. Sean T : X 7→ X, S : Y 7→ Y , medibles que preservan probabil-
idades µ en X y ν en Y respectivamente. Se dice que (T, µ) y (S, ν) son equivalentes
(como automorfismos de medida) si existe h : X 7→ Y bimedible c.t.p. (es decir med-
ible, y tal que existe g : Y 7→ X medible que cumple g ◦ h = idXµ − c.t.p., h ◦ g =
idY ν − c.t.p.) y tal que:
a)µ(h−1(B)) = ν(B) ∀B ⊂ Y medible.
b) S ◦ h = h ◦ T µ−c.t.p.
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Ejercicio 8.9.11. Probar que la equivalencia de automorfismos de medida es una
relación de equivalencia.

Ejercicio 8.9.12. Demostrar que si (T, µ) y (S, ν), son equivalentes entonces:
a) T es ergódica si y solo si S lo es.
b) T es mixing si y solo si S lo es.
c) T y S son espectralmente equivalentes.
d)T tiene espectro de Lebesgue si y solo si S lo tiene.

Observación 8.9.13. Equivalencia espectral y equivalencia de automorfis-
mos de espacios de medida
Se pueden encontrar dos shift de Bernoulli que son espectralmente equivalentes pero
que no son equivalentes como automorfismos de medida. Aunque no lo demostraremos,
eso prueba que la equivalencia espectral es diferente de la equivalencia de automor-
fismos de medida: las clases de equivalencia espectral son más amplias que las clases
de equivalencia de automorfismos de medida.

Observación 8.9.14. Conjugación y equivalencia de automorfismos de es-
pacios de medida
Recordemos la definición de conjugación dada en 3.6.3: Dos transformaciones T :
X 7→ X y S : Y 7→ Y en espacios métricos (o más en general en espacios topológicos)
se llaman conjugadas si existe un homeomorfismo h : X 7→ Y tal que

h ◦ T = S ◦ h.

(Se recuerda que un homeomorfismo es una transformación continua, invertible y con
inversa continua).
La conjugación define una relación de equivalencia topológica entre los sistemas
dinámicos por iterados de T y de S respectivamente. Pero además, es inmediato
chequear que si existe una conjugación, y µ es una medida de probabilidad en X
invariante por T , entonces la medida h∗µ es una probabilidad en Y invariante por S,
y h es un isomorfismo de los espacios de medida (X,µ) e (Y, h∗µ), con las sigma-álge-
bras de Borel respectivas. (Recordamos que, por definición del operador h∗ se cumple
(h∗µ)(B) := µ(h−1(B)) para todo boreliano B ⊂ Y ).
En resumen, la conjugación h o equivalencia topológica entre sistemas dinámicos, los
clasifica en clases para las cuales las propiedades topológicas y medibles, como auto-
morfismos de espacios de medida, se preservan. Dos sistemas dinámicos conjugados
(o topológicamente equivalentes) son también equivalentes como automorfismos de
espacios de medida (X,µ) e (Y, h∗µ). Sin embargo el rećıproco es falso: por ejemplo
un difeomorfismo de Anosov f transitivo en el toro T2, provisto de una medida in-
variante µ se demuestra ser equivalente como automorfismo de espacio de medida, a
un shift σ en el espacio de las sucesiones con una cantidad finita de śımbolos, provisto
de cierta medida σ-invariante, llamada de Markov (ver por ejemplo [Kat-Has 1995,
Theorem 18.7.4]). Pero f no puede ser conjugado a σ ya que los espacios métricos
donde actúan (el toro T2 y el espacio del shift respectivamente) no son homeomorfos.
En efecto, mientras el toro T2 es conexo, el espacio del shift es totalmente desconexo.
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Por lo tanto, en general, la equivalencia topológica entre sistemas dinámicos (i.e. la
existencia de conjugación) es estrictamente más fuerte que la equivalencia como au-
tomorfismos de espacios de medida. Pero en el caso particular en que los dos sistemas
dinámicos sean shifts de Bernoulli, la equivalencia como automorfismos de espacios
de medida implica también la equivalencia topológica (Teorema de Orstein que enun-
ciamos más abajo, extráıdo de [Jo 2005, Theorem 31, page 137]). Más precisamente:
En el próximo caṕıtulo definiremos entroṕıa métrica de una transformación T que
preserva una medida de probabilidad µ: esta es un número no negativo hµ(T ) que
depende solo de T y de µ, y que mide el grado de desorden espacial que producen
los iterados de T en relación a la medida de probabilidad µ, y que es invariante por
automorfismos de espacios de medida. Si dos sistemas dinámicos son equivalentes como
automorfismos de espacios de medida, entonces sus entroṕıas métricas son iguales. En
general, sistemas dinámicos que tienen la misma entroṕıa métrica, pueden ser muy
diferentes desde el punto de vista de su dinámica topológica. Pero, en el caso particular
de los shifts de Bernoulli, el siguiente resultado muestra que la entroṕıa métrica hµ(T )
caracteriza la dinámica topológica del sistema:

Teorema de Orstein
Dos shifts de Bernoulli son conjugados si y solo si tienen la misma entroṕıa métrica.
La demostración de un enunciado más general, que incluye como caso particular la
prueba del Teorema de Orstein, se encuentra por ejemplo en
[Kea-Smo 1979].

8.10. Transformaciones de Bernoulli

Definición 8.10.1. Transformación de Bernoulli
Sea T : X 7→ X que preserva una medida de probabilidad µ. Se dice que (T, µ) es
una transformación de Bernoulli si es equivalente como automorfismo de medida a
un shift de Bernoulli (σ, µp) en el espacio kZ o en el espacio kN para cierto k ≥ 2 y
cierto vector de probabilidad µ.

Teorema 8.10.2. Si (T, µ) es una transformación de Bernoulli entonces T es mixing
respecto de µ. (Luego es ergódica).

Demostración: Por el teorema 8.9.1 el shift de Bernoulli es mixing, y (T, µ) es equiv-
alente a él. Luego, según el enunciado en el ejercicio 8.9.12, T es mixing respecto de
µ. �

Observación 8.10.3. Enunciamos que los shift de Bernoulli tienen espectro de
Lebesgue. Luego, las transformaciones de Bernoulli también tienen espectro de Lebesgue,
ya que son equivalentes a los shift. La existencia de espectro de Lebesgue es más fuerte
que la propiedad mixing.

Ejemplo 8.10.4. Ejemplos de transformaciones de Bernoulli son el tent map en el
intervalo y la transformación z 7→ zk con z ∈ S1 = {z ∈ C : |z| = 1} y k ≥ 2 fijo
natural (ver ejercicios 8.9.8 y 8.9.9). En dimensión 2 un ejemplo de transformación de
Bernoulli es la herradura de Smale que veremos en la última sección de este caṕıtulo.
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Jerarqúıa ergódica
En resumen tenemos la siguiente jerarqúıa de propiedades ergódicas cada vez más
restrictivas:
a) {(T, µ) ergódica } ⊃ 6= {(T, µ) mixing }.
b) {(T, µ) mixing } ⊃ 6= {(T, µ) tiene espectro de Lebesgue }.
c) {(T, µ) tiene espectro de Lebesgue } ⊃ 6= {(T, µ) es transformación de Bernoulli}.
En la Sección 2.7 probamos a). El ejemplo clásico de transformación ergódica no
mixing es la rotación irracional del ćırculo.
En el Teorema 8.5.2 probamos parte de b): toda transformación con espectro de
Lebesgue es mixing. No dimos ningún ejemplo para refutar el rećıproco. Los llamados
shifts gaussianos, que no estudiaremos en este curso, son transformaciones mixing que
no tienen espectro de Lebesgue (ver por ejemplo [Mañ 1983a, pág. 194–201]).

Ejemplo 8.10.5. Medidas de Bernoulli en la Herradura de Smale

Recordamos la definición 3.5.1 de herradura de Smale lineal (en dimensión 2) T : Q ⊂
R2 7→ R2, donde Q = [0, 1]2. Recordamos la definición 3.5.3 del conjunto Λ maximal
invariante de T . En el ejercicio 3.5.4 se probó que Λ es un conjunto uniformemente
hiperbólico.

Definición 8.10.6. Itinerario
En el conjunto invariante maximal Λ de la herradura de Smale, se define la topoloǵıa
inducida por la de R2: un conjunto en Λ es abierto si y solo si es la intersección con
Λ de un abierto de R2.
Se llama itinerario h : Λ 7→ 2Z a la función definida como:

h(x) = {an}n∈Z : T n(x) ∈ Qan
∀n ∈ Z

Ejercicio 8.10.7. Sea T : R2 7→ R2 una herradura de Smale lineal. Probar que
el itinerario h es un homeomorfismo del conjunto Λ, invariante maximal de T en
Q = [0, 1]2 a 2Z. Probar que h es una conjugación entre T |Λ y el shift σ : 2Z 7→ 2Z, es
decir: σ ◦ h(x) = h ◦ T (x) ∀x ∈ Λ.

Definición 8.10.8. Medida de Bernoulli para la herradura de Smale.
Dado un vector de probabilidad p = (p1, p2) (es decir: p1 + p2 = 1, 0 < p1, p2 < 1),
se llama medida de Bernoulli mp para la herradura de Smale lineal T , a la medida:

mp(A) = µp(h(A ∩ Λ))

donde Λ es el conjunto invariante maximal de Q = [0, 1]2 ⊂ R2, h : Λ 7→ 2Z es la
función itinerario, y µp es la medida de Bernoulli para el shift en 2Z con vector de
probabilidad p.

Definición 8.10.9. Herradura de Smale topológica.
Sea f : X 7→ X un homeomorfismo en un espacio topológicoX . Se dice que f presenta
una herradura de Smale topológica (f,Q), si existe Q ⊂ X homeomorfo al cuadrado
[0, 1]2 ⊂ R2 tal que f restringida a Q es conjugada con la herradura de Smale lineal
T . Esto es: existe un homeomorfismo h tal que h ◦ f(x) = T ◦ h(x) para todo x ∈ Q.
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Nota: El dominio del homeomorfismo h es f (Q)∪Q y su imagen en R2 es T ([0, 1]2)∪
[0, 1]2)

Nota: El espacio topológicoX no puede ser cualquiera, ya que debe tener subconjuntos
homeomorfos al cuadrado de R2. Puede ser por ejemplo una variedad diferenciable
de dimensión 2.

Teorema 8.10.10. Sea f : X 7→ X un homeomorfismo en un espacio topológico X
que presenta una herradura de Smale topológica (f,Q). Entonces f es una transfor-
mación de Bernoulli para ciertas medidas de probabilidad µ (llamadas medidas de
Bernoulli para f).

Demostración: Sea Λ =
⋂

j∈Z f
−j(Q). Toda herradura de Smale topológica es, por

definición, conjugada a la herradura de Smale lineal, y ésta es conjugada por la trans-
formación itinerario con el shift σ : 2Z 7→ 2Z. Entonces existe un homeomorfismo
conjugación h : Λ 7→ 2Z tal que σ ◦ h = h ◦ f |Λ. Sea mp una medida de Bernoul-
li para el shift. Sea para todo boreliano A ⊂ X , la medida µ(A) definida como
µ(A) = mp(h(A∩Λ)). Solo falta ver que h : Λ 7→ 2Z puede extenderse a un h : X 7→ 2Z

bimedible c.t.p. y que lleva la medida µ a mp.
Siendo h : Λ 7→ 2Z un homeomorfismo, es invertible con inversa medible. Por con-
strucción de µ, se tiene que µ(X \Λ) = 0; luego la extensión medible h : X 7→ kZ que
define h(x) = cte para x ∈ X \Λ es bimedible casi todo punto, y por construcción de
la medida µ lleva esta a mp. �

Recordamos que el soporte compacto de una medida de probabilidad de Borel en un
espacio topológico compacto, es el mı́nimo compacto con medida 1.

Corolario 8.10.11. La herradura de Smale topológica (f, µ) es ergódica y mixing
respecto a la medida de Bernoulli µ. Además, restringida al soporte compacto de µ,
la herradura de Smale es transitiva y topológicamente mixing.

Demostración : La ergodicidad y propiedad mixing son consecuencia de que (T, µ) es
una transformación de Bernoulli. La transitividad y propiedad mixing topológica se
obtienen porque µ es positiva en todos los abiertos de Λ �.
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Caṕıtulo 9

Entroṕıa métrica y topológica

En este caṕıtulo veremos los conceptos de entroṕıa métrica y topológica. Comen-
zaremos con la entroṕıa métrica. Su definición es debida a Kolmogorov [Ko 1958]
y a Sinai [Si 1959]. El estudio de sus propiedades puede encontrarse en muchos
textos de teoŕıa ergódica, por ejemplo en [Wa 2000, §4.4], [Mañ 1983a, Caṕıtulo
4], [Kat-Has 1995, pag. 168-170], [Si 2007], [Si 1994, pag. 55-76], [Jo 2005, §4.1-4.2],
[Ke 1998, Chapter 3], o [Ki 2011]. En la exposición de propiedades, seguiremos esen-
cialmente el libro [Mañ 1983a] (o también su versión en inglés [Mañ 1987]), y el libro
[Kat-Has 1995].

Sea (X,A, µ) un espacio de probabilidad y sea T : X 7→ X una transformación
medible.

Cantidad de información

Veamos primero una introducción intuitiva de lo que se entiende por cantidad de
información.

Sea A ∈ A tal que µ(A) > 0. La cantidad de información i de la sentencia “x ∈ A”
es, dicho en lenguaje corriente, el espacio que mereceŕıa ocupar la noticia “x ∈ A” en
un informativo.

Pediremos lo siguiente:

1. La cantidad de información es nula si A ocurre casi siempre, es mayor cuanto
menos probable es A y siempre es un número real ≥ 0, que depende solo de la
probabilidad µ(A) de A. Es decir,

i : (0, 1] 7→ R+ i(p) decreciente con p i(1) = 0

2. Si dos sucesos A y B son independientes, entonces la cantidad de información
de la sentencia conjunta “x ∈ A y x ∈ B” es igual a la suma de las cantidades
de información de “x ∈ A” y de “x ∈ B”. Es decir,

i(pq) = i(p) + i(q) para todos p y q ∈ (0, 1]

249
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Derivando la condición 2 respecto a p, y multiplicando por p, se obtiene pqi′(pq) =
pi′(p), para todos p y q en (0, 1]. Luego pi′(p) = −k constante para todo p en (0, 1].
Integrando esta ecuación, y considerando la condición (1) se obtiene

i(p) = −k log p para k constante > 0

Elegir diferentes valores para la constante k, equivale a elegir diferentes unidades para
medir la cantidad de información, y equivale también a elegir diferentes bases para el
logaritmo. En Teoŕıa Ergódica se utiliza k = 1. En Ingenieŕıa se utiliza k = 1/ log 2,
o lo que es lo mismo, se calculan los logaritmos en base 2. La unidad de medida
aśı obtenida se llama “bit ”.

Definición 9.0.12. Cantidad de información

La cantidad de información de un suceso con probabilidad p > 0 es

i(p) = − log p

La cantidad de bits es i(p)/ log 2 = − log2(p).

La palabra bit proviene del siguiente ejemplo:

Ejemplo: Sea el shift de Bernoulli de dos śımbolos equiprobables Σ(1/2, 1/2). Sea
A el cilindro que se obtiene al fijar los primeros N śımbolos:

A = C(a1, a2, . . . , aN ).

La probabilidad de A es µ(A) = 1
2N . La cantidad de información de la sentencia

“x ∈ A” es

i(
1

2N
) = − log(

1

2N
) = N log 2 = N bits

Sean A y B dos sucesos con probabilidad positiva. La probabilidad condicional de B
dado A se define como

µ(B|A) =
µ(A ∩B)

µ(A)

La cantidad de información del suceso B dado A, se define como

i(µ(B|A)) = − logµ(B|A) = − logµ(A ∩B) + logµ(A)

Luego

i(µ(A ∩B)) = i(µ(A)) + i(µ(B|A))

Interpretación: El espacio necesario para trasmitir la información “x ∈ A y x ∈ B” es
la suma del espacio necesario para trasmitir “x ∈ A”, más el necesario para trasmitir
“x ∈ B dado que ya se sabe x ∈ A”.
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9.1. Entroṕıa de particiones

Definición 9.1.1. Partición
Una partición P de (X,A, µ) es una colección finita o infinita numerable de conjuntos
P ∈ A, dos a dos disjuntos, y medibles tales que µ(

⋃
P ) = 1.

Los conjuntos P de P se llaman átomos o piezas o pedazos de la partición. No es
restrictivo asumir que todos tienen medida positiva.

Se llama entroṕıa de la partición P al promedio ponderado con la medida de cada
átomo, de la cantidad de información de los átomos de P . Es decir:

Definición 9.1.2. Entroṕıa de una partición
Entroṕıa de la partición P con respecto a la probabilidad µ es

H(P , µ) = −
∑

P∈P

µ(P ) log µ(P )

(Usamos la convención 0 · log 0 = 0). Obsérvese que H(P , µ) es un número mayor o
igual que cero, o infinito. Además H(P , µ) = 0 si y solo si P tiene un único átomo
con medida positiva; luego, con medida uno.
Por simplicidad, cuando queda claro del contexto cuál es la probabilidad µ, o cuando
es la misma probabilidad que se considera para diferentes particiones P , escribimos
simplemente

H(P)

para denotar a la entroṕıa de la partición P con respecto a la medida µ.

La entroṕıa de la partición es el valor esperado, (es decir la integral respecto a µ),
de la función que a casi todo punto x ∈ X le asigna la cantidad de información del
átomo Px ∈ P que contiene a x. Más precisamente:

f(x) = − logµ(Px), H(P) =

∫
f dµ

Proposición 9.1.3. Cota para la entroṕıa de partición finita
Sea P = {P1, P2, . . . Pk} una partición finita formada por k ≥ 1 conjuntos medibles.
Entonces, para cualquier medida de probabilidad µ se cumple

H(P , µ) ≤ log k,

y la igualdad se verifica si y solo si µ(Pi) = 1/k para todo i ∈ {1, . . . , k}.

Demostración. Denotemos xi = µ(Pi) para todo 1 ≤ i ≤ k. Se cumple
∑k

i=1 xi = 1.
Por definición de entroṕıa

H(Pµ) = −
k∑

i=1

xi log xi.
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Luego, para demostrar la proposición, basta probar que la siguiente función F de k
variables reales xi en el intervalo [0, 1] ∋ xi:

F (x1, x2, . . . , xk) := −
k∑

i=1

xi log xi,

tiene un único máximo condicionado a

G(x1, x2, . . . , xk) :=
k∑

i=1

xi − 1 = 0,

que ese máximo es igual a log k y que se alcanza solamente en el punto (x1, . . . , xk) =
(1/k, . . . , 1/k).
En efecto, F es no negativa y toma valores positivos en el interior del cubo compacto
[0, 1]k. Su máximo condicionado a G = 0 se encuentra por el método de Lagrange,
con la siguiente función de Lagrange L con un coeficiente indeterminado λ:

L := F + λG = −
k∑

i=1

xi log xi + λ(−1 +
k∑

i=1

xi).

Luego los candidatos a lugar del máximo condicionado y al valor de coeficiente λ, son
las soluciones del siguiente sistema de k + 1 ecuaciones:

∂L

∂xi
= 0 ∀ 1 ≤ i ≤ k,

∂L

∂λ
= 0.

Calculando las derivadas obtenemos:

− log xi − 1 + λ = 0 ∀ 1 ≤ i ≤ k,

k∑

i=1

xi = 1.

Entonces
λ = log xi + 1 ∀ i ∈ 1, . . . , k,

de donde xi = a constante para todo i. Luego 1 =
∑k

i=1 xi = ka, de donde xi = a =
1/k para todo i. Hemos encontrado un solo punto donde se alcanza el máximo, que
corresponde a µ(Pi) = 1/k para todo i. El máximo es entonces

F (1/k, . . . , 1/k) = −
k∑

i=1

(1/k) log(1/k) = log k,

como queŕıamos demostrar.

Definición 9.1.4. Producto de particiones
Dadas dos particiones P y Q se define la partición producto P ∨Q como la formada
por todas las intersecciones P

⋂
Q, con medida no nula, de P ∈ P y Q ∈ Q.
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Notamos que el producto de particiones es una operación conmutativa, asociativa y
que tiene como neutro la partición {X} ( o también cualquier partición con entroṕıa
nula).
Se llama entroṕıa condicional de la partición Q dada la partición P al promedio,
ponderado con la probabilidad µ(P ∩ Q), de la cantidad de información de Q dado
P , para P ∈ P y Q ∈ Q, tales que µ(P ∩Q) 6= 0. Es decir:

Definición 9.1.5. Entroṕıa condicional
La entroṕıa condicional de Q dada P es

H(Q|P) = −
∑

P∈P,Q∈Q,µ(P∩Q) 6=0

µ(P ∩Q) log
µ(P ∩Q)

µ(P )

Nótese que es siempre mayor o igual que cero, o infinito.

Para simplificar la notación convenimos en que la letra imprenta indica un átomo de
la partición denotada con la misma letra, pero caligráfica. También convenimos en
que, si aparece indicado 0 · log 0, entonces el término correspondiente en la suma es
nulo. Con esta notación se tiene:

H(Q|P) = −
∑

P

∑

Q

µ(P ∩Q) log
µ(P ∩Q)

µ(P )
(9.1)

H(Q ∨P) = −
∑

P

∑

Q

µ(P ∩Q) logµ(P ∩Q) (9.2)

Proposición 9.1.6. Sean P ,Q y R particiones. Se cumple:

1. H(Q|P) ≤ H(Q)

2. H(P ∨Q) = H(P) +H(Q|P)

3. H(Q|P ∨ R) ≤ H(Q|R)

Para probar la proposición anterior precisaremos del siguiente lema:

Lema 9.1.7. Desigualdad de Jensen
Sea φ : [0, 1] 7→ R una función continua, derivable hasta segundo orden en (0, 1) y con
derivada segunda negativa.
Sea λi una sucesión de números reales ≥ 0, tales que

∑∞
i=1 λi = 1, y sea xi una

sucesión de puntos en [0, 1].
Se cumple:

φ

(
∞∑

i=1

λixi

)
≥

∞∑

i=1

λiφ(xi)

Demostración: Las series en el enunciado son absolutamente convergentes porque sus
términos i-ésimos son menores o iguales, en valor absoluto, que una constante por λi,
y la serie de los λi converge por hipótesis.
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Probemos primero que, para todo n ≥ 1, si
∑n

i=1 ρi = 1, con ρi dados ≥ 0, entonces
se cumple:

φ

(
n∑

i=1

ρixi

)
≥

n∑

i=1

ρiφ(xi) (9.3)

Para n = 1 es trivial, porque, en ese caso, ρ1 = 1.
Para n = 2: sean x1 y x2 ∈ [0,1]. Como la concavidad de la gráfica de la función φ
es negativa, porque la derivada segunda es negativa, entonces la gráfica entre x1 y x2

está por arriba de la cuerda, es decir, del segmento que tiene por extremos los puntos
(x1, φ(x1)) y (x2, φ(x2)). Esto significa que, para todo 0 ≤ ρ ≤ 1 se cumple:

φ(ρx1 + (1 − ρ)x2) ≥ ρφ(x1) + (1 − ρ)φ(x2) (9.4)

Por lo tanto se sumple la desigualdad (9.3) cuando n = 2.
Supongamos cierta la desigualdad (9.3) para n. Demostrémosla para n + 1. Se tiene∑n+1

i=1 ρi = 1. Sea ρ =
∑n

i=1 ρi. Entonces se tiene ρn+1 = 1−ρ. Sea X =
∑n

i=1 ρixi/ρ.
Se cumple

n+1∑

i=1

ρixi = ρX + (1 − ρ)xn+1

Aplicando la desigualdad (9.4), y luego la hipótesis de inducción, se tiene

φ

(
n+1∑

i=1

ρixi

)
= φ(ρX + (1 − ρ)xn+1) ≥ ρφ(X) + (1 − ρ)φ(xn+1) =

= ρφ

(
n∑

i=1

ρixi

ρ

)
+ ρn+1φ(xn+1) ≥

≥ ρ

n∑

i=1

ρiφ(xi)

ρ
+ ρn+1φ(xn+1) =

n+1∑

i=1

ρiφ(xi).

Por lo tanto vale (9.3) para todo n natural.
Ahora terminemos la demostración. Como las series son convergentes, son el ĺımite
de sus reducidas n-ésimas. Siendo φ continua:

φ

(
∞∑

i=1

λixi

)
= ĺım

n→∞
φ

(∑n
i=1 λixi∑n
i=1 λi

)
≥

≥ ĺım

∑n
i=1 λiφ(xi)∑n

i=1 λi
=

∞∑

i=1

λiφ(xi). �

Ahora estamos en condiciones de demostrar la proposición 9.1.6.
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Demostración de la proposición 9.1.6:
La afirmación 1 es consecuencia inmediata de la afirmación 3 tomando R = {X}.
Veamos la afirmación 2:

H(Q ∨P) = −
∑

P

∑

Q

µ(P ∩Q) logµ(P ∩Q)

= −
∑

P

∑

Q

µ(P ∩Q) log
µ(P ∩Q)

µ(P )
−
∑

P

∑

Q

µ(P ∩Q) logµ(P ) =

= H(Q|P) −
∑

P

µ(P ) logµ(P ) = H(Q|P) +H(P)

Ahora probemos la afirmación 3: Sea

φ(x) = −x log x si x ∈ (0, 1] y φ(0) = 0

Es una función continua en [0,1], y tiene derivada segunda negativa en (0,1). Luego,
φ cumple la desigualdad de Jensen, probada en el lema anterior.
Usando como convenio de notación que son nulos los términos denotados como 0 log 0
, o 0 log(0/0), se tiene:

H(Q|P ∨ R) = −
∑

R

∑

Q

∑

P

µ(P ∩Q ∩R) log
µ(P ∩Q ∩R)

µ(P ∩R)

=
∑

R

µ(R)
∑

Q

∑

P

µ(P ∩R)

µ(R)
φ

(
µ(P ∩Q ∩R)

µ(P ∩R)

)

Tomemos Q ∈ Q y R ∈ R fijos. Enumeremos con sub́ındice i ≥ 1 todos los conjuntos
Pi ∈ P , tales que µ(Pi ∩ R) 6= 0. Definamos los números λi = µ(Pi ∩ R)/µ(R) y
xi = µ(Pi ∩Q ∩R)/µ(Pi ∩R).
Se cumple que xi ∈ [0, 1], que λi ≥ 0 y que

∑∞
i=1 λi = 1. Luego, aplicando la

desigualdad de Jensen, se tiene:

H(Q|P ∨ R) =
∑

R

µ(R)
∑

Q

∑

i≥1

λiφ(xi) ≤
∑

R

µ(R)
∑

Q

φ


∑

i≥1

λixi




Observando que
∑

i≥1 λixi = µ(Q ∩R)/µ(R) se concluye:

H(Q|P ∨ R) ≤

−
∑

R

µ(R)
∑

Q

µ(Q ∩R)

µ(R)
log

(
µ(Q ∩R)

µ(R)

)
= H(Q|R)

�

Corolario 9.1.8. Entroṕıa del producto de particiones

H(P) ≤ H(P ∨Q) ≤ H(P) +H(Q)
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Demostración: Basta recordar queH(Q|P) ≥ 0, y usar la igualdad 2) y la desigualdad
1) de la proposición 9.1.6. �

Corolario 9.1.9. Entroṕıa condicional del producto de particiones
Si H(R) <∞ entonces:

i) H(P ∨Q|R) = H(P|R) +H(Q|P ∨ R)

ii) H(P|R) ≤ H(P ∨Q|R) ≤ H(P|R) +H(Q|R)

Demostración: i) Aplicando tres veces la igualdad (2) de 9.1.6:
H(R∨ (P ∨Q)) = H(R) +H(P ∨Q|R)
H((P ∨R) ∨Q) = H(P ∨R) +H(Q|P ∨ R) = H(R) +H(P|R) +H(Q|P ∨ R)
Como R∨ P ∨Q = P ∨R ∨Q, igualando las expresiones de los últimos miembros,
se tiene el resultado enunciado.
ii) De i), siendo siempre H(Q|P ∨ R) ≥ 0, se tiene
H(P ∨Q|R) ≥ H(P|R).
Aplicando la desigualdad (3) de la proposición 9.1.6, a (i), se deduce
H(P ∨Q|R) ≤ H(P|R) +H(Q|R). �

Nota: Las partes i) y ii) del corolario 9.1.9 son también ciertas aunque H(R) = ∞,
pero para probarlas hay que remitirse a las definiciones.

Corolario 9.1.10. Diferencia de entroṕıas
Si H(P) <∞ , entonces, para cualquier otra partición Q se cumple

H(Q) −H(P) ≤ H(Q|P)

Demostración: Por el corolario 9.1.8 y la igualdad (2) de la proposición 9.1.6, se tiene:

H(Q) ≤ H(P ∨Q) = H(P) +H(Q|P)

Restando H(P) se obtiene la tesis. �

9.2. Entroṕıa de partición como función de la me-
dida

Ahora vamos a dejar fija la partición P y estudiar la función µ 7→ H(P , µ).
Probaremos primero una propiedad de convexidad de la entroṕıa de una partición con
respecto a la medida:

Teorema 9.2.1. Convexidad de la entroṕıa
Sea (X,A) un espacio medible. Sea k ≥ 1 un número natural. Sea {µi}1≤i≤k una
k-upla de medidas de probabilidad y sea {λi}1≤i≤k una k− upla de números reales no

negativos y no mayores que 1, tales que
∑k

i=1 λi = 1. Entonces, para toda partición
finita P se cumple:

H(P ,
k∑

i=1

λiµi) ≥
k∑

i=1

λiH(P , µi).
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Dicho de otra forma:
La entroṕıa de una partición con respecto a una combinación lineal convexa de proba-
bilidades es mayor o igual que la combinación lineal convexa de las entroṕıas con
respecto a cada una de esas probabilidades.

Demostración. Sea la función φ : [0, 1] 7→ R definida por

φ(x) := −x log x ∀ x ∈ [0, 1] con la convención 0 log 0 := 0.

Es inmediato chequear que φ es continua en [0, 1], derivable en (0, 1] y que φ′(x) =
−1 − log x < 0 ∀ x ∈ (0, 1]. Luego, por el Lema 9.1.7 de Jensen se cumple

φ
( k∑

i=1

λiµi(P )
)
≥

k∑

i=1

λiφ(µi(P )) ∀ P ∈ P .

Además, por definición de entroṕıa de la partición P con respecto a la medida de
probabilidad

∑k
i=1 λiµi, se cumple

H(P ,
k∑

i=1

λiµi) =
∑

P∈P

φ
( k∑

i=1

λiµi(P )
)
≥
∑

P∈P

k∑

i=1

λiφ(µi(P )).

Como la partición P es finita, tenemos:

H(P ,
k∑

i=1

λiµi) ≥
∑

P∈P

k∑

i=1

λiφ(µi(P )) =

k∑

i=1

λi

∑

P∈P

φ(µi(P )) =

k∑

i=1

λiH(P , µi),

terminando de demostrar el Teorema 9.2.1.

De ahora en adelante, en esta sección, vamos a considerar que el espacio medible X es
un espacio métrico compacto y que la sigma-álgebra A es la de Borel. Denotamos con
M al conjunto de todas las medidas de probabilidad en (X,A) dotado de la topoloǵıa
débil∗.

Definición 9.2.2. Borde de una partición finita
Sea P una partición finita. Denotamos con ∂P al conjunto que llamamos borde de la
partición, definido por

∂P :=
⋃

P

∂P,

donde ∂P denota el borde topológico de la pieza P .

Definición 9.2.3. Diámetro de una partición finita Sea P una partición fini-
ta. Denotamos con diam(P) al número real que llamamos diámetro de la partición,
definido por

diam(P) := máx
P

diam(P ) = máx
P

sup
x,y∈P

dist(x, y).

donde diam(P ) denota el diámetro de la pieza P .
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Proposición 9.2.4. Existencia de partición con borde de medida nula
Dado ǫ > 0 y dada µ ∈ M, existe una partición finita P tal que µ(∂P) = 0 y
diam(P < ǫ.

Demostración. Fijado un punto x ∈ X , probemos que existe 0 < δ(x) < ǫ/2 tal que

µ(∂(Bδ(x)(x))) = 0,

donde Bδ(x)(x) denota la bola de centro x y radio δ(x). En efecto, si para todo
0 < δ < ǫ/2 el borde ∂(Bδ(x)) tuviera µ-medida positiva, la siguiente familia no
numerable de compactos (con x fijo)

{∂(Bδ(x))}0<δ<ǫ/2

estaŕıa formada por compactos disjuntos dos a dos, y todos de medida positiva, lo
que es una contradicción.
Ahora cubrimos X con una cantidad finita de tales bolas

B1, . . . , Bk,

donde Bi = Bδ(xi)(xi) para todo i ∈ {1, . . . , k}. Construimos la partición P :=
{P1, . . . , Pk} definiendo

P1 := B1, P2 := B2 \B1, P3 := B3 \ (B1 ∪B2), . . .

Pi := Bi \ (B1 ∪ . . . ∪Bi−1), . . . , Pk := Bk \ (B1 ∪ . . . ∪Bk−1).

Por construcción se cumple ∂Pi ⊂
⋃k

j=1 ∂Bj , Pi ⊂ Bi. Luego

0 ≤ µ(∂Pi) ≤ ∪k
j=1µ(∂Bδ(xj)(xj)) = 0

y diam(Pi) ≤ diamBi ≤ 2δ(xi) < ǫ. Entonces µ(P) = 0 y diam(P) < ǫ, como
queŕıamos probar.

Fijada una partición P , en general la entroṕıa H(P , µ) como función de la medida
de probabilidad µ no es continua. Sin embargo, cuando la partición P es tal que
µ(∂P)) = 0, entonces esta medida µ es punto de continuidad de la función H(P , ·),
como demostraremos a continuación:

Teorema 9.2.5. Medidas de continuidad de la entroṕıa de partición
Sea X un espacio métrico compacto con la sigma-álgebra de Borel. Sea µ una medida
de probabilidad. Sea P una partición finita tal que

µ(∂P)) = 0.

Entonces, para toda sucesión µn de medidas de probabilidad tal que

ĺım
n→+∞

µn = µ

en la topoloǵıa débil∗, se cumple:

ĺım
n→+∞

H(P , µn) = H(P , µ).
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Para probar el Teorema 9.2.5 necesitamos la siguiente proposición, sobre la topoloǵıa
débil∗ del espacio M de probabilidades:

Proposición 9.2.6. Medida ĺımite de conjuntos
Sea X un espacio métrico compacto con la sigma-álgebra de Borel A y sea M el
espacio de medidas de probabilidad en (X,A), dotado de la topoloǵıa débil∗. Sea en
M una sucesión de medidas tales que

ĺım
n→+∞

µn = µ.

(a) Si K ⊂ X es compacto entonces ĺım supn→+∞ µn(K) ≤ µ(K).
(b) Si V ⊂ X es abierto entonces ĺım infn→+∞ µn(V ) ≥ µ(V ).
(c) Si A ∈ A cumple µ(∂A) = 0 entonces: ĺımn→+∞ µn(A) = µ(A).

Demostración. (a) Sea ǫ > 0 y V ⊃ K tal que µ(V \ K) < ǫ. Sea ψ : X 7→ [0, 1]
continua tal que ψ|K = 1 y ψ|X\V = 0. Entonces

µn(K) ≤
∫
ψ dµn →

∫
ψ, dµ ≤ µ(V ) = µ(K) + µ(V \K) < µ(K) + ǫ.

Concluimos que
ĺım sup
n→+∞

µn(K) ≤ µ(K) + ǫ.

Como esta desigualdad vale para todo ǫ > 0 implica (a).
(b) Dado V abierto, consideramos K = X \ V . Tenemos

µn(V ) = 1 − µn(K), ĺım inf
n→+∞

µn(V ) = 1 − ĺım sup
n→+∞

µn(K).

Como K es compacto, podemos aplicar lo probado en la parte (a), y deducimos:

ĺım inf
n→+∞

µn(V ) = 1 − ĺım sup
n→+∞

µn(K) ≥ 1 − µ(K) = µ(V ),

terminando de probar la parte (b).
(c) Tenemos:

int(A) = A \ ∂A ⊂ A ⊂ A ∪ ∂A = A.

Por hipótesis µ(∂A) = 0; entonces:

µ(int(A)) = µ(A \ ∂A) = µ(A) − µ(A ∪ ∂A) = µ(A)

µ(A) = µ(A ∪ ∂A) = µ(A) + µ(∂A \A) = µ(A).

Además
µn(int(A)) ≤ µn(A) ≤ µn(A).

Como A es compacto e int(A) es abierto, podemos aplicar a ellos las propiedades (a)
y (b). Deducimos:

µ(A) = µ(int(A)) ≤ ĺım inf
n→+∞

µn(int(A)) ≤ ĺım inf
n→+∞

µn(A) ≤
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≤ ĺım sup
n→+∞

µn(A) ≤ ĺım sup
n→+∞

µn(A) ≤ µ(A) = µ(A),

de donde se concluye que las desigualdades son todas igualdades, terminando de
demostrar (c).

Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema 9.2.5:

Demostración. del Teorema 9.2.5: Sea φ : [0, 1]R la función no negativa definida por

φ(x) := −x log x ∀ x ∈ [0, 1], donde por convención 0 log 0 := 0

Es inmediato chequear que φ es continua. Por definición de entroṕıa de la partición
finita P = {P1, . . . , Pk} tenemos

H(P , µn) =

k∑

i=1

φ(µn(Pi)).

Por hipótesis µ(∂Pi) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ k. Entonces, aplicando la Proposición
9.2.6 (c), se cumple: ĺımn→+∞ µn(Pi) = µ(Pi), y como φ es continua, tenemos

ĺım
n→+∞

φ(µn(Pi)) = φ(µ(Pi)).

Finalmente, sumando en i, concluimos

ĺım
n→+∞

H(P , µn) = ĺım
n→+∞

k∑

i=1

φ(µn(Pi)) =

=
k∑

i=1

ĺım
n→+∞

φ(µn(Pi)) =
k∑

i=1

φ(µ(Pi)) = H(P , µ),

terminando de probar el Teorema 9.2.5.

9.3. Refinamiento de particiones

Definición 9.3.1. Refinamiento de particiones
Sean P y Q dos particiones. Decimos que Q es más fina que P, o P más gruesa que
Q , y escribimos

Q ≺ P
si todo átomo de Q está contenido µ-c.t.p.en un átomo de P . Esto es equivalente a
decir que todo átomo de P coincide µ-c.t.p. con una unión de átomos de Q.
El producto de dos particiones es, obviamente, más fino que cada una de las parti-
ciones.
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Nótese que Q es más fina que P si y solo si P ∨Q coincide µ-c.t.p. con Q. Entonces
en todo cálculo de entroṕıas, que solo depende de la medida de los átomos, donde
aparezca la partición Q, podemos poner P ∨Q. Tenemos H(Q ∨ P) = H(Q). Luego,
aplicando la propiedad 2) de la proposición 9.1.6,

H(Q) = H(Q∨ P) = H(Q) +H(P|Q)

se concluye que si Q tiene entroṕıa finita y es más fina que P , entonces H(P|Q) = 0.
(Aplicando la definición directamente, se puede demostrar que el resultado también
vale aunque H(Q) = ∞).
Veamos ahora que la entroṕıa crece cuanto más fina es la partición. Si se condiciona,
la entroṕıa crece cuanto mas fina es la partición condicionada, y decrece cuanto más
fina es la partición condicionante:

Proposición 9.3.2. Sean P ,Q,R tres particiones. Si la partición Q es más fina que
P, entonces:

1. H(Q) ≥ H(P)

2. H(Q|R) ≥ H(P|R)

3. H(R|Q) ≤ H(R|P)

Demostración: Para demostrar 1) apliquemos el corolario 9.1.8:

H(P) ≤ H(P ∨Q) = H(Q)

Para demostrar 2) usemos la desigualdad ii) del corolario 9.1.9:

H(Q|R) = H(Q ∨P|R) ≥ H(P|R)

Para demostrar 3) usemos la parte 3) de la proposición 9.1.6:

H(R|Q) = H(R|P ∨ Q) ≤ H(R|P)

�

Definición 9.3.3. Sea {Pn}n≥1 una sucesión de particiones. Indicamos con

∨

n≥1

Pn

a la mı́nima σ-álgebra que contiene a todos los átomos de todas las particiones de la
sucesión. Es decir contiene a

⋃
n≥1 Pn.

Por lo tanto, una partición P está contenida en
∨

n≥1 Pn, si todos sus átomos pertenecen
a esa σ-álgebra.
Decimos que una partición está contenida µ-c.t.p. en

∨
n≥1 Pn, si todos sus átomos

son iguales µ-c.t.p. a algún subconjunto miembro de esa σ-álgebra.
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Ahora probemos un lema para demostrar el teorema de Kolmogorov-Sinai que veremos
en las próximas secciones:

Lema 9.3.4. Sea {Pn}n≥1 una sucesión de particiones tales que, para todo n ≥ 1 la
partición Pn+1 es mas fina que Pn.
Sea P una partición finita contenida µ-c.t.p. en

∨
n≥1 Pn.

Entonces
ĺım

n→∞
H(P|Pn) = 0

Demostración: Todas las particiones consideradas lo son del espacio de probabilidad
(X,A, µ).
Definamos la familia F = {A ∈ A : Para todo ǫ > 0 existen N ≥ 1 y alguna unión B
de átomos de PN que cumple µ(A∆B) < ǫ}.
Nótese que, si A ∈ F , entonces, para todo n ≥ N , existe alguna unión B(n) de átomos
de Pn que cumple µ(A∆B(n)) < ǫ. Esto se debe a que la partición Pn es mas fina que
PN . Por lo tanto, si N es adecuado, cualquier natural mayor que N también lo es.
Es inmediato ver que la familia F contiene a PN , para todo N ≥ 1.
Afirmamos que F es una σ-álgebra. En efecto, para probar que el complemento de A
está en F , basta usar los mismos N y B que para A, y comparar Ac con la unión de
los átomos de la partición PN que no están en B.
Ahora, probemos que la unión numerable de conjuntos Ai ∈ F también pertence a
F :
Sea ǫ > 0 dado. Para cada i ≥ 1 sean Ni ≥ 1 y Bi, unión de átomos de PNi

, que
cumple µ(Ai∆Bi) < ǫ/2i+1 Sea B =

⋃
i≥1Bi. Se tiene:

µ(A∆B) ≤
∞∑

i=1

µ(Ai∆Bi) <

∞∑

i=1

ǫ/2i+1 = ǫ/2 (9.5)

Para todo k ≥ 1 def́ınase Ck =
⋃k

i=1 Bi. Se cumple C1 ⊂ C2 ⊂ . . . ⊂ Ck ⊂
. . .
⋃

i≥1 Ci = B. Luego µ(B) = ĺımµ(Ck), y existeK ≥ 1 tal que µ(B)−µ(CK) < ǫ/2.
Como CK ⊂ B, se tiene:

µ(B∆CK) < ǫ/2 (9.6)

Sea N = máx1≤i≤K Ni. Como Bi es una unión de átomos de PNi
, coincide µ-c.t.p.

con una unión de átomos de PN . Luego CK =
⋃K

i=1Bi también coincide µ-c.t.p. con
una unión H de átomos de PN .
Por (9.5) y (9.6):

µ(A∆H) = µ(A∆CK) ≤ µ(A∆B) + µ(B∆Ck) < ǫ

Luego A ∈ F y F es una σ-álgebra.
Por lo tanto la familia F contiene a la σ-álgebra

∨
n≥1 Pn. Esta, por hipótesis, contiene

µ-c.t.p. a la partición P . Si A ∈ F , entonces cualquier otro conjunto que coincida µ-
c.t.p. con A también pertence a F . Luego, todos los átomos de P pertenecen a la
familia F .
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Siendo P una partición finita, se tiene P = {P1, P2, . . . Pr}, con Pi ∈ F , para todo
i = 1, 2, . . . , r. Dado ǫ existe N = N(ǫ) ≥ 1 (el mismo para todo i = 1, 2, . . . , r) y
existe, para cada i = 1, 2, . . . , , r, alguna unión Qi de átomos de PN , tal que

µ(Pi∆Qi) < ǫ

Los conjuntos Qi no forman necesariamente una partición, porque pueden intersec-
tarse, aunque los Pi no lo hacen. Pero aproximan a los átomos de la partición P y
son uniones de átomos de PN .
Construyamos, usando los Qi, una partición S = S(ǫ) cuyos átomos continúen aprox-
imando a los Pi y sigan siendo µ-c.t.p. uniones de átomos de PN . Entonces S será mas
gruesa que PN , y por la proposición 9.3.2 se cumple:

0 ≤ H(P|Pn) ≤ H(P|PN ) ≤ H(P|S(ǫ)) ∀ n ≥ N = N(ǫ)

Para demostrar la tesis
H(P|PN ) → 0,

bastará entonces probar que H(P|S(ǫ))ǫ→∞ → 0
Pasemos a la construcción de S(ǫ), definiendo

S1 = Q1, Si = Qi −
i−1⋃

j=1

Qj , para 2 ≤ i ≤ r − 1, Sr =




r−1⋃

j=1

Qj




c

S(ǫ) = {Si : 1 ≤ i ≤ r, µ(Si) 6= 0}
Por construcción S(ǫ) es una partición, y sus átomos son µ-c.t.p. uniones de átomos
de PN , porque los Qi lo eran.
Afirmamos que para todo i = 1, 2, . . . , r se cumple

µ(Pi∆Si) < rǫ

En efecto, para i = 1 : S1 = Q1 y µ(P1∆Q1) < ǫ.
Para 2 ≤ i ≤ r − 1, si 1 ≤ j ≤ i− 1 se tiene:

Si ⊂ Qi, Sc
i = Qc

i

⋃ i−1⋃

j=1

Qj, Pi ⊂ P c
j

Luego
µ(Pi∆Si) = µ(P c

i ∩ Si) + µ(Pi ∩ Sc
i ) ≤

≤ µ(P c
i ∩Qi) + µ(Pi ∩Qc

i ) +

i−1∑

j=1

µ(P c
j ∩Qj) ≤

≤
i∑

j=1

µ(Pj∆Qj) < rǫ.
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Finalmente, para i = r, si 1 ≤ j ≤ r − 1, se tiene

Sr ⊂ Qc
j , Sc

r =

r−1⋃

j=1

Qj , Pi ⊂ P c
j , P c

r =

r−1⋃

j=1

Pj µ-c.t.p.

Luego
µ(Pr∆Sr) = µ(P c

r ∩ Sr) + µ(Pr ∩ Sc
r) ≤

≤
r−1∑

j=1

µ(Pj ∩Qc
j) +

r−1∑

j=1

µ(P c
j ∩Qj) ≤

≤
r−1∑

j=1

µ(Pj∆Qj) < rǫ.

Con esto acabamos de demostrar que los átomos de la partición S(ǫ) aproximan a los
átomos de la partición dada P .
Para terminar, falta probar que H(P|S(ǫ)) → 0 cuando ǫ→ 0.

H(P|S(ǫ)) = −
∑

i

∑

j

µ(Pj ∩ Si) log

(
µ(Pj ∩ Si)

µ(Si)

)
=

=
∑

i

µ(Si)
∑

j

φ

(
µ(Pj ∩ Si)

µ(Si)

)
,

donde φ(x) = −x log x, la primera suma es para aquellos i ∈ {1, 2, . . . , r} tales que
µ(Si) 6= 0, y la segunda suma para aquellos j ∈ {1, 2, . . . , r} tales que µ(Pj ∩Si) 6= 0.
Como hay una cantidad finita acotada de sumandos, basta probar que cada uno
converge a cero cuando ǫ→ 0.
Primero veamos que µ(Si) → µ(Pi) > 0. En efecto,

|µ(Si) − µ(Pi)| ≤ µ(Si∆Pi) < rǫ→ 0.

Por un lado, si j = i: µ(Pi ∩ Si) = µ(Si) − µ(P c
i ∩ Si),

0 ≤ µ(P c
i ∩ Si) ≤ µ(Pi∆Si) < rǫ → 0

Entonces

ĺım
ǫ→0

φ

(
µ(Pi ∩ Si)

µ(Si)

)
= φ(1) = 0

Por otro lado, si j 6= i, entonces Pj ⊂ P c
i , y

0 ≤ µ(Pj ∩ Si) ≤ µ(P c
i ∩ Si) ≤ µ(Pi∆Si) < rǫ → 0

Luego,

ĺım
ǫ→0

φ

(
µ(Pj ∩ Si)

µ(Si)

)
= ĺım

x→0
φ(x) = 0

�
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9.4. Entroṕıa de una transformación respecto a una
partición

Sea T : X 7→ X medible que preserva una medida de probabilidad µ. Sea P una
partición de X con entroṕıa H(P) finita. Es fácil ver que la familia formada por las
preimágenes por T de los átomos de P forman una nueva partición, que denotamos
como T−1P , que tiene la misma entroṕıa que P .

H(T−1P) = H(P)

Si se tienen dos particiones P y Q, se cumple:

H(T−1P|T−1Q) = H(P|Q)

Considérese para cada n ≥ 1, la partición producto:

Pn = P ∨ T−1P ∨ . . . ∨ T−(n−1)P

Al aumentar n se tienen particiones cada vez mas finas, luego H(Pn) es creciente con
n.
Además, por el corolario 9.1.8

H(Pn) ≤ H(P) +H(T−1P) + . . .+H(T−(n−1)P) = nH(P)

Luego:
H(Pn)

n
≤ H(P) <∞ ∀n ≥ 1

Proposición 9.4.1. La sucesión {H(Pn)}n≥1 es subaditiva, esto es:

H(Pn+m) ≤ H(Pn) +H(Pm) ∀ n,m ≥ 1

Demostración:

H(Pn+m) = H
(
(∨n−1

j=0 T
−jP) ∨ (∨n+m−1

j=n T−jP)
)

≤ H(Pn) +H(T−nPm) = H(Pn) +H(Pm) ∀ n,m ≥ 1

�

Teorema 9.4.2.

ĺım
n→∞

H(Pn)

n
= ı́nf

n≥1

H(Pn)

n
≤ H(P)

Demostración: Basta demostrar que toda sucesión {an}n≥1 de reales, subaditiva (es
decir an+m ≤ an+am para todos n y m ≥ 1), con an/n acotada inferiormente, cumple

ĺım
n→∞

an

n
= ı́nf

n≥1

an

n
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Sea c = infn≥1an/n. Sea, dado ǫ > 0, un natural n0 ≥ 1 tal que an0/n0 < c+ ǫ.
Si n ≥ n0, haciendo la división entera n = qn0 + r, con 0 ≤ r < n0, y aplicando la
subaditividad, se obtiene:

an

n
=
aqn0+r

n
≤ qan0

qn0 + r
+
ar

n
≤ q

qn0
an0 +

máx0≤i<n0 ai

n
< c+ 2ǫ ∀ n ≥ N

si N es suficientemente grande.
Luego

c ≤ an

n
< c+ 2ǫ ∀ n ≥ N

Es decir
an

n n→∞
→ c

�

Definición 9.4.3. Entroṕıa de una transformación respecto a una partición
Si T es medible y P es una partición con entroṕıa finita, se llama entroṕıa de la
transformación T respecto a la partición P al número real

h(T,P) = ĺım
n→∞

H(Pn)

n
= ı́nf

n≥1

H(Pn)

n

Interpretación:
T : X 7→ X define un sistema dinámico determińıstico: Da una ley conocida, que
en función de cada estado inicial x ∈ X , determina la sucesión de estados futuros:
T (x),T2(x), . . . , T j(x), . . . (la órbita por x). Supongamos que la transformación T se
aplica a cada segundo : T j(x) es el estado al comienzo del segundo j-ésimo.
El f́ısico o el ingeniero quiere informar sobre el estado del sistema en cada segundo
futuro, a partir de su estado inicial x, por lo menos para casi todo punto x. Mod-
estamente, no requiere determinar exactamente el punto T j(x) del espacio, sino que
dispone de una cierta partición P del espacio, predeterminada, y solo requiere saber
en cuál átomo Aj de la partición está el punto T j(x), para cada instante futuro j ≥ 0.
(Por ejemplo si X es un subconjunto de R2, quiere tener el dato de qué cuadrante
contiene a T j(x) para cada j ≥ 0.) La sucesión de átomos Aj , se llama itinerario de
x. También modestamente, puede tolerar atrasos muy grandes en trasmitir la infor-
mación, con tal de que, cada tanto, puedan darse los datos acumulados.
El valor esperado de la cantidad de información inicial esH(P), según la interpretación
que dimos al definir entroṕıa de una partición, en 9.1.2.
Al cabo de n− 1 segundos tendrá la información acumulada:

x ∈ A0, T (x) ∈ A1,T2(x) ∈ A2, . . . , T
n−1(x) ∈ An−1

Esto es lo mismo que el dato de qué átomo de la partición Pn contiene al punto x.
Luego, el valor esperado de la cantidad de información acumulada al cabo de n − 1
segundos, será H(Pn).
Tuvo n segundos para trasmitir esa información acumulada. Entonces debió hacerlo
con una velocidad promedio H(Pn)/n. Como puede tolerar atrasos tan grandes como
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necesite, puede acercarse tanto al ĺımite de H(Pn)/n como desee. Este ĺımite es un
ı́nfimo, y es, por definición la entroṕıa de T respecto a la partición P .

Luego, la entroṕıa de T respecto a la partición P, es el ĺımite inferior teórico de
la velocidad de transmisión de datos requerida para informar sobre el itinerario del
sistema.

Cantidad de bits/segundo = h(t,P)/ log 2

Si la entroṕıa es positiva, quiere decir que se requiere de una velocidad promedio
positiva, para ir trasmitiendo los datos, a medida que se acumulan. Usando mayor
velocidad pueden adelantarse algunos datos. Pero no se pueden trasmitir en tiempo
acotado los datos para todo el futuro. Si la entroṕıa es positiva, entonces no se pueden
hacer previsiones en el estado asintótico futuro, trasmitiendo solo una cantidad finita
de datos en tiempo acotado N (porque, si aśı fuera, la velocidad promedio tendeŕıa a
cero cuando n tiende a infinito, n ≥ N).

En este sentido, cuando tiene entroṕıa positiva el sistema es imprevisible, aunque sea
determińıstico.

También podemos dar la siguiente interpretación: si la entroṕıa h = h(T,P) es positiva
el sistema es caótico, esto es, sensible a las condiciones iniciales, aunque en un sentido
débil: hay itinerarios asintóticamente diferentes. En efecto, si el itinerario a partir de
cierto instante N no dependiera más del estado inicial x, entonces las particiones Pn,
para n ≥ N coincidiŕıan con PN . Al dividir su entroṕıa H(Pn) entre n, y hacer n
tender a infinito, la entroṕıa h de la transformación seŕıa nula.

También podemos dar la siguiente interpretación a la entroṕıa h = h(T,P) de la
transformación: Es el grado de desorden que provoca la transformación T en el espacio.
En efecto, nótese que H(Pn) es creciente con n, y h es la velocidad con la que crece
en relación a n. Si h es positivo, entonces la partición inicial P debe sufrir más y más
subatomizaciones al aplicarle T sucesivas veces (pues de lo contrario, las particiones
Pn seŕıan todas iguales a PN para n ≥ N y luego h seŕıa cero).

Proposición 9.4.4. Cualesquiera sean las particiones P y Q con entroṕıas finitas,
se cumple:

1. h(T,Q) − h(T,P) ≤ H(Q|P)

2. Si Q es mas fina que P entonces 0 ≤ h(T,Q) − h(T,P).

Demostración: 1) Según el corolario 9.1.10 que acota la diferencia de entroṕıas de
particiones, se tiene

H(∨n−1
j=0 T

−jQ) −H(∨n−1
j=0 T

−jP) ≤ H(∨n−1
j=0 T

−jQ)| ∨n−1
j=0 T

−jP)

Aplicando la parte 2) del corolario 9.1.9, sobre la entroṕıa del producto condicionada:

H(∨n−1
j=0 T

−jQ)| ∨n−1
j=0 T

−jP) ≤
n−1∑

j=0

H(T−jQ| ∨n−1
i=0 T−iP)
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Como al condicionar con una partición mas fina disminuye la entroṕıa, según la afir-
mación 3) de la proposición 9.3.2:

n−1∑

j=0

H(T−jQ| ∨n−1
i=0 T−iP) ≤

n−1∑

j=0

H(T−jQ|T−jP) =

=

n−1∑

j=0

H(Q|P) = nH(Q|P).

Luego:
1

n
H(∨n−1

j=0 T
−jQ) − 1

n
H(∨n−1

j=0 T
−jP) ≤ H(Q|P),

y haciendo n tender a infinito, se tiene

h(T,Q) − h(T,P) ≤ H(Q|P).

2) Si Q es mas fina que P , entonces ∨n−1
j=0 T

−jQ es mas fina que ∨n−1
j=0 T

−jP , y entonces
por la proposición 9.3.2

0 ≤ H(∨n−1
j=0 T

−jQ) −H(∨n−1
j=0 T

−jP)

Dividiendo entre n y haciendo n tender a infinito se concluye

0 ≤ h(T,Q) − h(T,P).

�

Proposición 9.4.5. .

1) h(T,P) = h(T, T−1P) = h(T, T−nP) para todo n ≥ 0

2) h(T,P) = h(T,∨m
j=0T

−jP) para todo m ≥ 0.

3) Si T es invertible con inversa medible: h(T,P) = h(T, TP) = h(T, T nP) para
todo n ∈ Z.

Demostración:
1)H(∨n−1

j=0 T
−jP) = H(T−1 ∨n−1

j=0 T
−jP) = H(∨n−1

j=0 T
−j(T−1P))

Dividiendo entre n y haciendo n tender a infinito se tiene h(T,P) = h(T, T−1P). La
otra igualdad se obtiene aplicando n veces la primera.
2) ∨n−1

i=0 T
−i(∨m

j=0T
−jP) = ∨n+m−1

i=0 T−iP .
Calculando su entroṕıa H , dividiendo entre n y haciendo n tender a infinito, con m
fijo, se tiene la igualdad 2).
3) Si T es invertible y preserva µ, entonces T−1 también preserva µ. Luego, para toda
partición P se cumple H(TP) = H(P). La prueba sigue análogamente a la de 1),
tomando la imagen por T de P en lugar de su preimagen.

�
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9.5. Entroṕıa métrica de una transformación

Definición 9.5.1. Entroṕıa métrica
Sea T : X 7→ X medible que preserva la medida de probabilidad µ. Se llama entroṕıa
métrica de T con respecto de la medida µ a

hµ(T ) = sup{h(T,P) : P partición tal que H(P) <∞} ∈ [0,∞]

Teorema 9.5.2. Entroṕıa métrica

hµ(T ) = sup{h(T,P) : P partición finita }

Demostración: Como toda partición finita tiene entroṕıa finita, se cumple

hµ(T ) ≥ sup{h(T,P) : P partición finita }

Para probar la desigualdad contraria, basta demostrar que dada una partición P con
H(P) <∞, existe una sucesión Pn de particiones finitas tales que h(T,Pn) → h(T,P).
Dada P = {Pi}i≥1 sea Pn = {P1, . . . , Pn−1,

⋃
i≥n Pi}.

P es mas fina que Pn. Luego vale la proposición 9.4.4:

0 ≤ h(T,P) − h(T,Pn) ≤ H(P|Pn)

y basta probar que H(P|Pn) → 0.
Aplicando la definición de entroṕıa condicionada, y observando que para i = 1, 2, . . . , n−
1, los átomos Pi de las particiones P y Pn coinciden, se tiene:

H(P|Pn) = −
∑

i≥n

µ(Pi) log
µ(Pi)

µ(
⋃

j≥1 Pj)
=
∑

i≥n

φ(µ(Pi)) − φ


∑

j≥n

µ(Pj)




donde φ(x) = −x log x.
Como H(P) =

∑
i≥1 φ(µ(Pi)) <∞, la cola de la serie

∑
i≥n φ(µ(Pi)) converge a cero

cuando n tiende a infinito.
Por otro lado, como

∑
j≥1 µ(Pj) = 1, la cola de la serie

∑
j≥n µ(Pj) converge a cero

cuando n tiende a infinito. Siendo ĺımx→0 φ(x) = 0, se tiene que φ
(∑

j≥n µ(Pj)
)

converge a cero cuando n tiende a infinito. �

Teorema 9.5.3. Invariancia de la entroṕıa métrica por isomorfismos de
espacios de medida
Sean T1 : X1 7→ X1 que preserva la medida µ1, y T2 : X2 7→ X2 que preserva la
medida µ2.
Si T1 y T2 son equivalentes por isomorfismo de espacios de medida, entonces las
entroṕıas métricas son iguales:

hµ1(T1) = hµ2(T2)
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Demostración: Sea f : X1 7→ X2 el isomorfismo de espacios de medida tal que f ◦T1 =
T2 ◦ f . Para toda partición P2 = {Pi}i≥1 de X2, la partición f−1P2 = {f−1(Pi)}i≥1

de X1, cumple H(f−1P2) = H(P2), porque f preserva medidas.
Además, como f ◦ T j

1 = T j
2 ◦ f para todo j ≥ 0, se cumple

f−1 ∨n−1
j=0 T

−j
2 P2 = ∨n−1

j=0 T
−j
1 f−1P2

de donde se obtiene que

H(∨n−1
j=0 T

−j
2 P2) = H(∨n−1

j=0 T
−j
1 f−1P2)

Dividiendo entre n y haciendo n tender a infinito se obtiene h(T2,P2) = h(T1, f
−1P2).

Como vale para cualquier partición P2 de X2, se tiene:

hµ2(T2) = sup{h(T2,P2) : H(P2) <∞} ≤

≤ sup{h(T1,P1) : H(P1) <∞} = hµ1(T1)

Como la relación de ser equivalentes por isomorfismo de espacios de medida es simétri-
ca, usando f−1 en lugar de f , se obtiene la desigualdad contraria. �

La entroṕıa métrica de una transformación es un supremo de las entroṕıas de la
transformación respecto a particiones. Para calcularla puede ser muy útil saber cuando
es un máximo, y para que partición se alcanza ese máximo. Condiciones que aseguran
eso estarán dadas en el teorema de Kolmogorov-Sinai, para el cual necesitamos la
siguiente definición:

Definición 9.5.4. Partición generadora
Sea T medible en un espacio de medida (X,A, µ). Una partición P se llama generadora
si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

i) o bien
∨∞

j=0 T
−jP = A µ-c.t.p.

ii) o bien
∨∞

j=0 T
−jP 6= A µ-c.t.p., pero T es invertible con inversa medible y∨∞

j=−∞ T−jP = A µ-c.t.p.

Se aclara que cuando T es invertible, tanto son particiones generadoras las que
cumplen i) como las que cumplen ii).

Teorema 9.5.5. Kolmogorov-Sinai
Si P es una partición generadora con H(P) <∞, entonces

hµ(T ) = h(T,P)

Demostración: Consideraremos los dos casos i) y ii) de la definición de partición
generadora
Caso i): Sea Pn = ∨n−1

j=0 T
−jP . Tenemos una sucesión de particiones cada vez mas

finas, y que generan la σ-álgebra, porque P es partición generadora.
Aplicando la proposición 9.4.4 y el lema 9.3.4, para toda partición finita Q se cumple:

h(T,Q) − h(T,Pn) ≤ H(Q|Pn) → 0
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Por otro lado, usando la proposición 9.4.5 se tiene

h(T,Pn) = h(T,P) para todo n ≥ 1.

Luego, para toda partición finita Q se cumple

h(T,Q) ≤ h(T,P).

Finalmente

hµ(T ) = sup{h(T,Q) : Q partición finita } ≤ h(T,P) ≤

sup{h(T,R) : H(R) <∞} = hµ(T ).

Caso ii): Sea Pn = ∨n
j=−nT

−jP = T n
(
∨2n

j=0T
−jP

)
. Usando la proposición 9.4.5 se

tiene h(T,Pn) = h(T,P) para todo n ≥ 1.
La prueba continúa como en el caso anterior, sin mas cambios. �

Ejemplos: Entroṕıa métrica del shift de Bernoulli.
Sea σ : B(m) 7→ B(m) el shift unilateral de m śımbolos.
Tomemos la partición formada por los m cilindros de radio 1:

P = {C(1), C(2), . . . , C(m)}

Obsérvese que para todo n ≥ 1 la partición Pn = ∨n−1
j=0 T

−jP es la de los cilindros de
radio n. Como la σ-álgebra de Borel es la generada por los cilindros, la partición P
es generadora.
Luego, para cualquier medida µ que sea invariante por el shift, la entroṕıa métrica
hµ(T ) es igual a h(T,P).
Si la medida µ es de Bernoulli, con vector de probabilidad

p = (p(1), p(2), . . . , p(m)),

entonces

H(Pn) = −
m∑

i1=1

m∑

i2=1

. . .
m∑

in=1

µ(C(i1, i2, . . . , in)) log µ(C(i1, i2, . . . , in))

= −
m∑

i1=1

m∑

i2=1

. . .
m∑

in=1

p(i1)p(i2) . . . p(in) log p(i1)p(i2) . . . p(in) =

= −
n∑

j=1

m∑

i1=1

. . .

m∑

ij=1

. . .

m∑

in=1

p(i1) . . . p(ij) . . . p(in) log p(ij)

Como
∑m

i=1 p(i) = 1, se tiene:

H(Pn) = −
n∑

j=1

m∑

ij=1

p(ij) log p(ij) = −n
m∑

i=1

p(i) log p(i)



272 Eleonora Catsigeras

Dividiendo entre n y haciendo n tender a infinito, se tiene

hµ(T ) = h(T,P) = −
m∑

i=1

p(i) log p(i)

Veamos que, entre las medidas que son de Bernoulli, la que da mayor entroṕıa métrica
es la que tiene vector de probabilidad

p = (1/m, 1/m, . . . , 1/m),

y que el shift con esa medida de Bernoulli equidistribuida tiene entroṕıa métrica igual
a logm.
En efecto, para el vector de probabilidad

(1/m, 1/m, . . . , 1/m),

la entroṕıa métrica es

−m 1

m
log

1

m
= logm

Para cualquier otro vector de probabilidad, usando la función φ(x) = −x log x, y la
desigualdad de Jensen, se tiene

hµ(T ) =

m∑

i=1

φ(pi) = m

m∑

i=1

φ(pi)/m ≤

mφ

(
m∑

i=1

pi/m

)
= mφ(1/m) = logm.

Ejercicio 9.5.6. Probar que la entroṕıa métrica del shift de Bernoulli bilateral es

−
m∑

i=1

pi log pi.

Ejemplo 9.5.7. La entroṕıa métrica de la transformación T (z) = zk, con k natural
mayor o igual que 2, en el ćırculo S1 = {z ∈ C : |z| = 1}, para la medida de Lebesgue,
es log k. En efecto, vimos que T es equivalente por isomorfismo de espacios de medida
al shift de Bernoulli con k śımbolos, y con vector de probabilidad (1/k, . . . , 1/k).

Ejemplo 9.5.8. Entroṕıa métrica de la herradura de Smale
La herradura de Smale de dos patas definida en la Sección 3.5 tiene entroṕıa métrica,
respecto a la medida de Bernoulli de vector de probabilidad (1/2, 1/2), igual a log 2.
En efecto, es conjugada al shift bilateral de 2 śımbolos.
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Teorema 9.5.9. Entroṕıa métrica de los iterados de T
Sea T : X 7→ X medible. Denotamos con MT el conjunto de las probabilidades in-
variantes con T . Asumimos por hipótesis que MT 6= ∅. Entonces para todo nN+ y
para toda µ ∈ MT se cumple

hµ(T n) = nhµ(T ).

Demostración. Dejemos fijo n ∈ N+. Como µ ∈ MT y MT ⊂ MT n entonces µ ∈
MT n . Sea P una partición finita. Denotamos h(P , µ, T ) y h(P , µ, T n) a las entroṕıas
de la partición P con respecto a la medida µ, para las transformaciones T y T n

respectivamente. Por definición se cumple:

h(P , µ, T ) = ĺım
m→+∞

H(∨m−1
j=0 T

−jP , µ)

m
= ĺım

q→+∞

H(∨qn−1
j=0 T−jP , µ)

qn
. (9.7)

Para todo q ≥ 2 se cumple:

qn−1∨

j=0

T−jP =

q−1∨

i=0

( (i+1)n−1∨

j=in

T−jP
)

=

q−1∨

i=0

T−in
( n−1∨

h=0

T−hP
)
.

Luego, llamando

Pn :=

n−1∨

h=0

T−hP ,

tenemos:

H
( qn−1∨

j=0

T−jP , µ
)

= H
( q−1∨

i=0

(T n)−iPn, µ
)

Sustituyendo en la igualdad (9.7), obtenemos:

nh(P , µ, T ) = ĺım
q→+∞

H
(∨q−1

i=0 (T n)−iPn, µ
)

q
= h(Pn, µ, T

n). (9.8)

Tomando el supremo en la colección ℵ de todas las particiones P finitas en la igualdad
(9.8), siempre con n fijo, obtenemos:

nhµ(T ) = n sup
P∈ℵ

h(P , µ, T ) = sup
P∈ℵ

h(Pn, µ, T
n) ≤ sup

Q∈ℵ
h(Q, µ, T n) = hµ(T n)

Por otro lado, como Pn es más fina que P , tenemos:

h(P , µ, T n) ≤ h(Pn, µ, T ),

de donde, usando nuevamente la igualdad (9.8), obtenemos:

hµ(T n) = sup
P∈ℵ

h(P , µ, T n) ≤ sup
P∈ℵ

h(Pn, µ, T
n) = sup

P∈ℵ
nh(P , µ, T ) = nhµ(T ),

terminando la demostración del Teorema 9.5.9.
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9.6. Entroṕıa topológica.

En lo que sigue, T : X 7→ X será una transformación continua en un espacio métrico
compacto X .

Definición 9.6.1. Generadores y separadores
Sean n natural ≥ 1 y ǫ > 0 real, dados.
Dos puntos x e y de X se (ǫ, n)- acompañan si d(T j(x), T j(y)) < ǫ para todo j =
0, 1, . . . , n− 1.
Dos puntos x e y de X se (ǫ, n)-separan si no se (ǫ, n)-acompañan. Es decir, existe
algún j = 0, 1, . . . , n− 1 tal que d(T j(x), T j(y)) ≥ ǫ.
Un subconjunto E de X es un (ǫ, n)- generador si dado x ∈ X existe algún y ∈ E tal
que x e y se (ǫ, n)-acompañan.
Un subconjunto no vaćıo S de X es un (ǫ, n)-separador si dos puntos x e y de S,
diferentes, se (ǫ, n)-separan

Usaremos la siguiente notación: ♯A = cantidad de elementos del conjunto A ∈ [0,∞].

Proposición 9.6.2. Dado ǫ > 0 existe M = M(ǫ) ≥ 1 tal que para todo n ≥ 1 existe
un (ǫ, n)-generador E con ♯E ≤Mn.

Demostración: Sea V un cubrimiento finito de X con bolas abiertas de radio ǫ/2,
formado por, digamos, M bolas.
Dada una n-upla (V0, V1, . . . , Vn−1) de bolas de V , elijamos, cuando no es vaćıo, un y
solo un punto en el conjunto ∩n−1

j=0 T
−jVj . Sea E el conjunto de los puntos aśı elegidos.

Se tiene ♯E ≤Mn.
Veamos que E es un (ǫ, n)-generador. En efecto, dado x ∈ X , existe para cada
j = 0, 1, . . . , n − 1, algún Vj del cubrimiento V que contiene al punto T j(x). Luego
x ∈ ∩n−1

j=0 T
−jVj 6= ∅, y existe y ∈ E en el mismo conjunto intersección. Entonces,

d(T j(x), T j(y)) < diamVj = ǫ para todo j = 0, 1, . . . , n− 1. �

Definición 9.6.3. Como consecuencia de la proposición anterior, existe, para todo
ǫ > 0 y todo n ≥ 1, el número natural

r(ǫ, n) = mı́n{♯E : E es un (ǫ, n)-generador } ≤M(ǫ)n

Además
r(ǫ, n) ≥ 1

Consecuencias:
Existe, para todo ǫ > 0, el número real

ĺım sup
n→∞

log r(ǫ, n)

n
≥ 0

Esta expresión decrece cuando ǫ crece. En efecto, si ǫ′ < ǫ, todo (ǫ′, n)-generador es un
(ǫ, n)-generador. Entonces r(ǫ′, n) ≥ r(ǫ, n). Calculando el logaritmo, dividiendo entre
n, y tomando el ĺımite superior cuando n tiende a infinito, se mantiene la desigualdad.
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Luego,

ĺım
ǫ→0

ĺım sup
n→∞

log r(ǫ, n)

n
= sup

ǫ>0
ĺım sup

n→∞

log r(ǫ, n)

n
∈ [0,∞]

Proposición 9.6.4. Si S es un (ǫ, n)-separador y E es un (ǫ/2, n)-generador, en-
tonces ♯S ≤ ♯E.

Demostración: Veamos que puede establecerse una correspondencia inyectiva que va
de S a E.
Dado x ∈ S, como E es un (ǫ/2, n)-generador, existe y ∈ E tal que x e y se (ǫ/2, n)-
acompañan.
La correspondencia aśı establecida de S a E es inyectiva, pues si no lo fuera, existiŕıan
x 6= z en S que son (ǫ/2, n)- aompañados por el mismo x ∈ E. Entonces, por la
propiedad triangular de la distancia, los puntos x y z se (ǫ, n) acompañan entre śı.
Esto contradice la hipótesis de que S es un (ǫ, n)- separador. �

Definición 9.6.5. Como consecuencia de la proposición anterior, existe para todo
ǫ > 0 y todo n ≥ 1 el número natural

s(ǫ, n) = máx{♯S : S es un (ǫ, n)-separador } ≤ r(ǫ/2, n) ≤M(ǫ/2)n

Además
s(ǫ, n) ≥ 1

Consecuencias:
Existe, para todo ǫ > 0, el número real

ĺım sup
n→∞

log s(ǫ, n)

n
≥ 0

Esta expresión decrece cuando ǫ crece. En efecto, si ǫ > ǫ′, todo (ǫ, n)-separador es un
(ǫ′, n)-separador. Entonces s(ǫ, n) ≤ s(ǫ′, n). Calculando el logaritmo, dividiendo entre
n, y tomando el ĺımite superior cuando n tiende a infinito, se mantiene la desigualdad.
Luego,

ĺım
ǫ→0

ĺım sup
n→∞

log s(ǫ, n)

n
= sup

ǫ>0
ĺım sup

n→∞

log s(ǫ, n)

n
∈ [0,∞]

Proposición 9.6.6. Si S es un (ǫ, n)-separador con la cantidad máxima de elementos,
entonces también es un (ǫ, n)-generador.

Demostración: Por absurdo, supongamos que existe x ∈ X tal que para todo y ∈ S,
los puntos x e y no se (ǫ, n)-acompañan. Entonces agregando el punto x al conjunto
S se tiene otro (ǫ, n)-separador, con más elementos que S. �

Consecuencias:
r(ǫ, n) ≤ s(ǫ, n) ≤ r(ǫ/2, n)

ĺım
ǫ→0

ĺım sup
n→∞

log s(ǫ, n)

n
= ĺım

ǫ→0
ĺım sup

n→∞

log r(ǫ, n)

n
∈ [0,∞]
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Definición 9.6.7. Entroṕıa topológica
Se llama entroṕıa topológica de la transformación T a

htop(T ) := ĺım
ǫ→0

ĺım sup
n→∞

log s(ǫ, n)

n
= sup

ǫ>0
ĺım sup

n→∞

log s(ǫ, n)

n

= ĺım
ǫ→0

ĺım sup
n→∞

log r(ǫ, n)

n
= sup

ǫ>0
ĺım sup

n→∞

log r(ǫ, n)

n
∈ [0,∞].

Notación: Cuando quede claro del contexto que nos estamos refiriendo a la entroṕıa
topológica, escribiremos:

h(T ) := htop(T ).

El siguiente teorema vincula la entroṕıa métrica con la entroṕıa topológica:

Teorema 9.6.8. Principio variacional de la entroṕıa
La entroṕıa topológica de una transformación T : X 7→ X continua del espacio métrico
compacto X, es el supremo de las entroṕıas métricas de T con respecto a las medidas
de probabilidad T invariantes:

htop(T ) = sup{hµ(T ) : µ ∈ MT (X)}.

Demostraremos el Teorema 9.6.8 más adelante en este caṕıtulo, en la Sección 9.8.
La prueba del Principio Variacional de la entroṕıa puede encontrarse también, por
ejemplo, en [Wa 2000, Theorem 8.6] o en [Kat-Has 1995, Theorem 4.5.3].

Interpretación de la entroṕıa topológica
Por un lado, htop(T ) > 0 si y solo si para alguna medida µ que sea T -invariante, la
entroṕıa métrica hµ(T ) > 0. Ya dimos un significado heuŕıstico a la entroṕıa métrica,
como el grado de desorden que provoca T en el espacio.
Demos ahora otra interpretación: Decimos que estudiamos la dinámica con error ǫ > 0
si no distinguimos puntos del espacio que distan menos que ǫ. Aśı, si x e y se (ǫ, n)
acompañan, no distinguiremos la órbita de x de la de y, por lo menos hasta tiempo
n.
Luego s(ǫ, n) es el número máximo de órbitas distinguibles hasta tiempo n con error ǫ.
Es el número de datos necesarios para describir la dinámica del sistema hasta tiempo
n con error ǫ.
La entroṕıa topológica positiva, quiere decir que el número de datos necesarios para
describir la dinámica con error pequeño, crece exponencialmente con el tiempo n.

Veamos que la entroṕıa topológica es invariante por conjugaciones. Es entonces un
invariante topológico.

Definición 9.6.9. Semiconjugación
Sean T1 : X1 7→ X1 y T2 : X2 7→ X2 transformaciones continuas en espacios métricos
compactos.
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Se dice que T1 es semiconjugada con T2 si existe f : X1 7→ X2 continua y sobreyectiva
que cumple f ◦ T1 = T2 ◦ f .
Se dice que T1 es conjugada con T2 si existe f : X1 7→ X2 homeomorfismo que cumple
f ◦ T1 = T2 ◦ f .

Se observa que dos transformaciones son conjugadas si y solo si cada una de ellas es
semiconjugada con la otra.
Nótese que f ◦ T1 = T2 ◦ f implica f ◦ T j

1 = T j
2 ◦ f , para todo j ≥ 0.

Teorema 9.6.10. Invariancia de la entroṕıa topológica
Si T1 es semiconjugada con T2 entonces

h(T1) ≥ h(T2).

Luego, si T1 es conjugada con T2 entonces h(T1) = h(T2).

Demostración: La primera afirmación implica la segunda.
Sea f : X1 7→ X2 continua y sobreyectiva, según la definición de semiconjugación.
Como f es sobreyectiva, existe g : X2 7→ X1, inversa a la derecha de f . Luego g es
inyectiva.
Como f es continua, dado ǫ > 0, existe δ > 0 tal que d(x, y) < δ en X1 implica
d(f(x), f(y)) < ǫ en X2.
Como f ◦ T j

1 = T j
2 ◦ f , para todo j ≥ 0, todo (ǫ, n)-separador en X2 para T2, es

transformado por g en un (δ, n)-separador en X1 para T1. Luego:

s2(ǫ, n) = máx{♯S : S es un (ǫ, n)-separador en X2 para T2}

≤ máx{♯S : S es un (δ, n)-separador en X1 para T1} = s1(δ, n)

Entonces, para todo ǫ > 0:

ĺım sup
n→∞

log s2(ǫ, n)

n
≤ ĺım sup

n→∞

log s1(δ, n)

n
≤ sup

ρ>0
ĺım sup

n→∞

log s1(ρ, n)

n
= h(T1)

Haciendo ǫ tender a cero:
h(T2) ≤ h(T1)

�

Proposición 9.6.11. Si A ⊂ X es compacto invariante para el futuro, o para adelante
(esto es T (A) ⊂ A), entonces

h(T ) ≥ h(T |A)

Demostración: Todo (ǫ, n) separador para T |A es un (ǫ, n) separador para T . Entonces

sA(ǫ, n) = máx{♯S : S es un (ǫ, n)-separador para T |A}

≤ máx{♯S : S es un (ǫ, n)-separador para T } = s(ǫ, n)

Por definición de entroṕıa topológica, lo anterior implica la tesis. �

Veamos una condición muy utilizada para demostrar que una transformación tiene
entroṕıa topológica positiva:
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Definición 9.6.12. Un transformación T : X 7→ X contiene una herradura si ex-
iste un compacto A invariante hacia adelante tal que T |A es semiconjugada con la
herradura de Smale.

Corolario 9.6.13. Si una transformación contiene una herradura, entonces tiene
entroṕıa topológica mayor o igual que log 2.

Demostración: Para la medida de Bernoulli con vector de probabilidad (1/2, 1/2), la
herradura de Smale σ tiene entroṕıa métrica igual a log 2. Por el principio variacional
de la entroṕıa, la entroṕıa topológica de la herradura de Smale es mayor o igual que
log 2. (Mas adelante veremos que es igual a log 2).
Luego

h(T ) ≥ h(T |A) ≥ h(σ) ≥ log 2

�

El siguiente teorema muestra como la entroṕıa topológica crece al iterar T :

Teorema 9.6.14. Entroṕıa topológica de los iterados de T
Sea T continua en un espacio métrico compacto. Se cumple:

1. h(Tm) = mh(T ) para todo m ≥ 1.

2. Si T es un homeomorfismo, entonces h(T−1) = h(T ) y h(T−m) = mh(T ) para
todo m ≥ 1.

Demostración:
1) Todo (ǫ, n)-separador de Tm es un (ǫ,mn)-separador de T . Entonces:

sm(ǫ, n) = máx{♯S : S es un (ǫ, n)-separador para Tm}

≤ máx{♯S : S es un (ǫ,mn)-separador para T } = s(ǫ,mn)

Luego:

ĺım sup
n→∞

log sm(ǫ, n)

n
≤ ĺım sup

n→∞

m log s(ǫ,mn)

mn
≤ m ĺım sup

k→∞

log s(ǫ, k)

k

Tomando ǫ→ 0, se obtiene:

h(Tm) ≤ mh(T )

Para probar la desigualdad contraria, usemos la definición de entroṕıa topológica
basada en los generadores.
Dado ǫ > 0, por la continuidad de T , sea δ > 0 tal que, si d(x, y) < δ, entonces, para
j = 0, 1, . . . ,m− 1, se cumple d(T j(x), T j(y)) < ǫ.
Todo (δ, n)-generador para Tm será un (ǫ,mn+ j)-generador para T . Luego

rm(δ, n) = mı́n{♯E : E es un (δ, n)-generador para Tm}

≥ mı́n{♯E : E es un (ǫ,mn+ j)-generador para T } = r(ǫ,mn+ j)
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rm(δ, n) ≥ máx
0≤j≤m−1

r(ǫ,mn+ j)

Luego, para todo ǫ > 0, se cumple:

h(Tm) = sup
ρ>0

ĺım sup
n→∞

log rm(ρ, n)

n
≥ ĺım sup

n→∞

log rm(δ, n)

n

≥ ĺım sup
n→∞

log (máx{r(ǫ,mn+ j) : 0 ≤ j ≤ m− 1})
n

≥ ĺım sup
N→∞

log r(ǫ,N)

ent (N/m)
= m ĺım sup

N→∞

log r(ǫ,N)

N

Haciendo ǫ→ 0, se tiene

h(Tm) ≥ mh(T )

2) Todo (ǫ, n)-generador de T es transformado por T n−1 en un (ǫ, n)- generador de
T−1, con la misma cantidad de elementos. Y rećıprocamente, todo (ǫ, n)-generador
de T−1, es transformado por T−(n−1) en un (ǫ, n)-generador de T .
Luego la cantidad mı́nima de elementos de los (ǫ, n)-generadores de T y de T−1 son
iguales. Por definición de entroṕıa topológica, h(T−1) = h(T ).
La última igualdad es una consecuencia inmediata de las anteriores. �

9.7. Ejemplos de cálculo de la

entroṕıa topológica

Ejemplo 9.7.1. La entroṕıa topológica del shift de m śımbolos es logm.
Demostrémoslo para el shift unilateral σ. Se deja como ejercicio, adaptar la prueba,
para verificar que lo mismo vale para el shift bilateral.
1a. parte) h(σ) ≥ logm. Usando la entroṕıa métrica del shift de Bernoulli y el principio
variacional de la entroṕıa, se deduce esta desigualdad. Pero, ya que no demostramos
este principio, probemos la desigualdad directamente a partir de la definición de en-
troṕıa topológica.
Elijamos para cada n ≥ 1 un conjunto S formado por un y solo un punto en cada
cilindro C(a0, a1, . . . , an−1). Se tiene ♯S = mn, y S es un (ǫ, n)-separador, para todo
ǫ > 0, ǫ < 1. En efecto: x 6= y ∈ S implica que existe j = 0, 1, . . . , n − 1 tal que
xj 6= yj. Luego:

d(σjx, σjy) =
∞∑

i=1

|xi+j − yi+j |
λi

≥ |xj − yj| ≥ 1 > ǫ

Entonces s(ǫ, n) ≥ mn para todo ǫ < 1, de donde h(σ) ≥ logm.
2a. parte) h(σ) ≤ logm.
Dado ǫ > 0 sea N tal que todos los cilindros de radio N tienen diámetro menor que
ǫ.
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Elijamos para cada n > N un conjunto E formado por un y solo un punto en cada
cilindro C(a0, a1, . . . , an−1). Se tiene ♯E = mn, y E es un (ǫ, n−N)-generador, para
todo ǫ > 0. En efecto: dado x ∈ B(m), existe y ∈ E en el cilindro C(x0, x1, . . . , xn−1).
Luego, para todo j = 0, 1, . . . , n − N , los puntos σjx y σjy están en el cilindro
C(xj , . . . , xn−1) de radio n− j ≥ N . Entonces están en el mismo cilindro de radio N ,
y distan menos que ǫ. Los puntos x e y se (ǫ, n−N)-acompañan.
Concluimos que r(ǫ, n−N) ≤ mn, de donde

ĺım sup
n→∞

log r(ǫ, n−N)

n−N
≤ ĺım

n→∞

n

n−N
logm = logm

Luego h(σ) ≤ logm.

Ejemplo 9.7.2. La entroṕıa topológica de la herradura de Smale (con 2
patas) es log 2.
La herradura de Smale (con dos patas) es conjugada al shift bilateral de dos śımbolos,
que tiene entroṕıa topológica log 2. La entroṕıa topológica es invariante por conjuga-
ciones.

Ejemplo 9.7.3. La entroṕıa topológica de la transformación T (z) = zk en el
ćırculo S1, es log k.
La entroṕıa métrica para la medida de Lebesgue es log k, porque T es equivalente, por
isomorfismo de espacios de medida, al shift de Bernoulli con vector de probabilidad
(1/k, . . . , 1/k). Luego h(T ) ≥ log k, por el principio variacional de la entroṕıa.
Pero veámoslo directamente, usando separadores: Dado n ≥ 1, sea S el conjunto
de puntos extremos de 2kn intervalos iguales en S1, de longitud 1/2kn cada uno.
Se tiene ♯S = 2kn, y S es un (ǫ, n) separador para todo ǫ < 1/2k. En efecto, dos
puntos x 6= y ∈ S, distan por lo menos 1/2kn. Aplicando T , la distancia, mientras sea
menor que 1/2k, se multiplica por k. Luego, para algún j = 0, 1, . . . , n− 2 se cumple
d(T jx, T jy) ≥ 1/2k, o de lo contrario

d(T n−1x, T n−1y) = kn−1 d(x, y) ≥ kn−1

2kn
=

1

2k
> ǫ

Luego s(ǫ, n) ≥ 2kn, y aplicando la definición de entroṕıa topológica, se tiene h(T ) ≥
log k.
Ahora demostremos que h(T ) ≤ log k. Dado ǫ > 0, dividamos S1 en M = M(ǫ)
intervalos iguales de longitud 1/M < ǫ. Dado n ≥ 1, dividamos cada intervalo en kn

intervalitos iguales de longitud < ǫ/kn. Sea E el conjunto de puntos extremos de esos
intervalitos. Se tiene ♯E = Mkn. Afirmamos que E es un (ǫ, n)-generador. En efecto,
dado x ∈ S1, sea y ∈ E el punto mas próximo a x. Para todo j = 0, 1, . . . , n − 1 se
cumple:

d(T jx, T jy) ≤ kj d(x, y) ≤ kjǫ

kn
< ǫ

Luego, r(ǫ, n) ≤ Mkn. Aplicando la definición de entroṕıa topológica, se deduce
h(T ) ≤ log k.
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Ejemplo 9.7.4. La entroṕıa topológica de cualquier traslación (o rotación
ŕıgida) en el toro es nula.
La traslación T en el toro conserva la distancia. Dado ǫ sea V un cubrimiento del
toro con M = M(ǫ) bolas de radio ǫ. Sea E el conjunto de centros de las bolas de
V . Se tiene ♯E = M . Además E es un (ǫ, n)- generador, para todo n ≥ 1. En efecto,
dado x en el toro, existe alguna bola de V que contiene a x. Luego, existe algún
y ∈ E, tal que d(x, y) < ǫ. Pero como al aplicar T no se modifica la distancia, se tiene
d(T jx, T jy) < ǫ para todo j ≥ 0.
De lo anterior se deduce que 1 ≤ r(ǫ, n) ≤ M independiente de n. Luego, tomando
logaritmo, y dividiendo entre n, su ĺımite es cero, para todo ǫ > 0. Luego h(T ) = 0.
Nótese que lo anterior demuestra que la entroṕıa topológica de cualquier isometŕıa en
un espacio métrico compacto es nula.

Ejemplo 9.7.5. La entroṕıa topológica de cualquier homeomorfismo T del
ćırculo S1 es nula.
Consideraremos el ćırculo S1 como el cociente R/ ∼, con x ∼ y en R si y−x es entero.
Orientaremos el ćırculo, según valores crecientes de x en R.
Basta demostrar la tesis asumiendo que T preserva la orientación del ćırculo. En
efecto, como h(T2) = 2h(T ), si T no preserva la orientación de S1, podemos sustituirlo
por T2 que preserva la orientación.
Sea dado ǫ positivo, ǫ < 1/2.
Sea F el conjunto de puntos extremos de M = M(ǫ) intervalos iguales en S1, de
longitud 1/M < ǫ cada uno. Tenemos que F es un (ǫ, 1) generador tal que, dado
x ∈ S1, existe y ≥ x, y ∈ F tal que y − x < ǫ. Demostremos que para todo n ≥ 1
existe un (ǫ, n)-generador con a lo sumo nM elementos, y tal que dado x ∈ S1, existe
y ≥ x, y ∈ E tal que para todo j = 0, 1, . . . , n− 1 se cumple 0 ≤ T jy − T jx < ǫ. La
demostración se hará por inducción en n:
Sea E un (ǫ, n) -generador que cumple lo anterior.
Afirmamos que E ∪ T nF es un (ǫ, n + 1)-generador que también cumple lo anterior.
En efecto, dado x ∈ S1, sea y ≥ x, y ∈ E tal que, para j = 0, 1, . . . , n − 1 se cumple
T jy − T jx < ǫ. Ahora, hay dos posibilidades:
1) o bien T ny − T nx < ǫ, en cuyo caso, x e y se (ǫ, n+ 1)-acompañan,
2) o bien T ny − T nx ≥ ǫ. En este caso, existe z ∈ F tal que T nx ≤ z < T ny y
z − T nx < ǫ. Como T preserva la orientación, para todo i = 0, 1, . . . , n se cumple
T n−ix ≤ T−iz < T n−iy; luego T−iz − T n−ix < T n−1y − T n−ix < ǫ. Entonces, el
punto T nz ∈ T nF (ǫ, n+ 1)-acompaña a x.
Como ♯(E ∪ T nF ) ≤ ♯E +M ≤ (n+ 1)M , se tiene demostrada la afirmación.
Entonces r(ǫ, n) ≤ nM . Tomando logaritmo y dividiendo entre n, su ĺımite, cuando
n→ ∞ es cero. Luego h(T ) = 0.

Ejemplo 9.7.6. La entroṕıa topológica del Anosov lineal

[
2 1
1 1

]
en el toro

T2 es log
(3 +

√
5

2

)
.

El toro T2 es el cociente R2/ ∼ con la relación de equivalencia x ∼ y si x − y ∈ Z2.
Denotamos como π(x) o como x al punto del toro que es la clase de equivalencia de
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x ∈ R2.
La distancia entre dos puntos x y y en el toro es igual a la mı́nima distancia en R2

de sus representantes x e y. Luego d(x, y) ≤ d(x, y), para todos x e y en R2. Pero
además, si d(x, y) < 1/2 entonces d(x, y) = d(x, y).

Llamando A a la matriz

[
2 1
1 1

]
, se tiene T (x) = π(Ax).

Sean λ = (3+
√

5)/2 > 1 y µ = (3−
√

5/2) < 1 los dos valores propios de A. Sean u y
v dos vectores propios de A de valores propios respectivos λ y µ. En R2, la dirección
de u, que se dilata con factor λ > 1, se llama inestable, y la dirección de v, que se
contrae con factor µ < 1, se llama estable.
Para comprender la prueba que sigue, por favor vaya dibujando en R2 los conjuntos
que se definen:

1a. parte: Prueba de h(T ) ≥ logλ.
Dado ǫ > 0, ǫ < 1/2λ, sea I un segmento en R2, según la dirección inestable, con
longitud igual a ǫ. Como su longitud es menor que 1/2, se proyecta inyectivamente
en el toro.
Dado n ≥ 1 se partirá I en s partes iguales, donde s = ent(λn). La longitud de cada
subintervalo obtenido es ǫ/s ≥ ǫ/λn.
Sea S el subconjunto formado por los s + 1 puntos extremos de los subintervalos
construidos en I. Se tiene ♯S = ent(λn) + 1 ≥ λn.
Afirmamos que π(S) es un (ǫ, n+ 1)-separador en el toro.
En efecto, aplicando A a dos puntos x e y diferentes de S, como son extremos de un
segmento con la dirección inestable, se alejarán multiplicando su distancia por λ > 1.
Luego d(Anx,Any) = λn d(x, y) ≥ ǫ.
Pero esa distancia es en R2 y no en el toro. Para ver que se distancian por lo menos ǫ
al aplicar T en el toro, tomemos el primer J ≥ 0 tal que en el plano d(AJx,AJy) ≥ ǫ.
Se tiene 0 ≤ J ≤ n.
Si J = 0, entonces d(x, y) = ǫ < 1/2, porque la longitud de I es ǫ. Entonces, en el
toro d(x, y) = d(x, y) = ǫ.
Si J ≥ 1, entonces d(AJ−1x,AJ−1y) < ǫ < 1/2λ. Al aplicar A una vez más, la
distancia se multiplica por λ, luego d(AJx,AJy) < 1/2, y se tiene:

d(T Jx, T Jy) = d(AJx,AJy) ≥ ǫ

Esto prueba que π(S) es un (ǫ, n+ 1) separador en el toro.
Entonces s(ǫ, n + 1) ≥ ♯π(S) = ♯S ≥ λn. Tomando logaritmo, dividiendo entre n y
haciendo tender n a infinito, se tiene h(T ) ≥ logλ.

2a. parte: Prueba de h(T ) ≤ logλ.
Sea dado ǫ > 0, ǫ < 1/2. Sea en R2 un cuadriculado formado por infinitas rectas
paralelas a la dirección inestable, e infinitas rectas paralelas a la dirección estable,
tales que los lados de los rombitos que forman sean exactamente ǫ/2.
Sea Q el conjunto (finito) de los vértices del cuadriculado que están en el rectángulo
[−2, 3]2. Sea q = ♯Q.
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Dado n ≥ 1 dividamos cada lado inestable de los rombitos en r segmentos iguales
con r = ent(λn) + 1. Los lados estables no los dividimos. Cada subintervalo inestable
aśı obtenido tiene longitud ǫ/2r < ǫ/2λn.
Sea E el conjunto finito de los puntos extremos de los intervalos aśı construidos, que
están en el rectángulo [−1, 2]2. Se tiene ♯E ≤ rq ≤ (λn + 1)q.
El conjunto π(E) en el toro tiene a lo sumo (λn + 1)q puntos, con q independiente de
n.
Afirmamos que π(E) es un (ǫ, n)-generador. En efecto, dado x ∈ T2, sea x ∈ R2 su
único representante en [0, 1)2. Sea y ∈ E el punto mas próximo de x. Tracemos la recta
estable por x y la inestable por y, que se cortan en z. Por construcción, el segmento
[x, z] es estable y su longitud es menor que ǫ/2. Análogamente el segmento [z, y] es
inestable y su longitud es menor que ǫ/2λn. Aplicando la matriz A, los segmentos
inestables se multiplican por λ > 1 y los estables por µ < 1, de donde, en R2 se
obtiene:

d(Ajx,Ajy) ≤ d(Ajx,Ajz) + d(Ajz,Ajy) =

= µj d(x, z) + λj d(z, y) ≤

≤ d(x, z) +
λj

λn

ǫ

2
<
ǫ

2
+
ǫ

2
= ǫ

si j = 0, 1, . . . , n − 1. Como d(T jx, T jy) ≤ d(Ajx,Ajy), el conjunto π(E) es un
(ǫ, n)-generador.
Entonces r(ǫ, n) ≤ (λn + 1)q. Tomando logaritmo, dividiendo entre n y haciendo
n→ ∞ se obtiene h(T ) ≤ logλ.

9.8. Prueba del Principio Variacional de la Entroṕıa

En esta sección asumimos que X es un espacio métrico compacto y T : X 7→ X es
continua. Denotamos con M el conjunto de medidas de probabilidad en el espacio
medible (X,A) donde A es la sigma-álgebra de Borel. Dotamos M de la topoloǵıa
débil ∗, y denotamos con MT ⊂ M el compacto no vaćıo formado por las medidas de
probabilidad invariantes con T . El propósito de esta sección es demostrar el Teorema
9.6.8 que establece el Principio Variacional de la entroṕıa:

sup
µ∈MT

hµ(T ) = htop(T ). (9.9)

Dividiremos la prueba en dos partes:

Lema 9.8.1.
sup

µ∈MT

hµ(T ) ≤ htop(T )

Lema 9.8.2.
sup

µ∈MT

hµ(T ) ≥ htop(T )
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Demostración del Lema 9.8.1:

Demostración. Por la definición de entroṕıa topológica, existe δ0 > 0 tal que

ĺım sup
n→+∞

log s(n, δ)

n
≤ htop(T ) + 1 ∀ 0 < δ ≤ δ0, (9.10)

donde s(n, δ) = máx{#S(n, δ0)}, es la máxima cardinalidad de los (n, δ0)- separadores
S(n, δ0) por la transformación T .
Sea µ ∈ MT . Si la única partición finita P con todas sus piezas de medida posi-
tiva, tiene 1 solo elemento, entonces hµ(P) = 0 ≤ htop(T ) trivialmente. Entonces
consideremos el caso en que existe una partición finita P = {P1, P2, . . . , Pk} de X
con k ≥ 2 piezas medibles Pi todas con medida positiva. Como Pi es boreliano en
un espacio métrico compacto, cualquier medida de probabilidad es regular. Entonces
existe Qi ⊂ Pi compacto tal que µ(Qi) > 0 y

µ(Pi \Qi) <
1

k log k
.

Sea 0 < δ < δ0 tal que

dist(Qi, Qj) > δ para todos i 6= j en {1, . . . , k}. (9.11)

Consideramos la partición finita

Q := {Q0, Q1, . . . , Qk},

donde
Q0 = X \ (∪iQi) = ∪i(Pi \Qi).

Entonces calculamos la entroṕıa condicional de las partición P dada Q, siempre con
respecto a la misma medida µ:

H(P/Q) = H(Q) +

j∑

j=0

k∑

i=1

µ(Pi ∩Qj) log
(µ(Pi ∩Qj)

µ(Qj)

)
. (9.12)

Como Qi ⊂ Pi si i ∈ {1, . . . , k}, tenemos log(µ(Pi ∩ Qi)/µ(Qi)) = 1. Además como
las piezas Pi son disjuntas dos a dos, tenemos Qj ∩ Pi = ∅ si j 6= i, y j ∈ {1, . . . , k}.
Entonces del último término en la Igualdad (9.12) son no nulos solo los sumandos
para j = 0. Resulta:

H(P/Q) =

k∑

i=1

µ(Pi ∩Q0) log
(µ(Pi ∩Q0)

µ(Q0)

)
= µ(Q0)

k∑

i=1

xi log xi

donde xi = µ(Pi ∩ Q0)/µ(Q0). Entonces
∑k

i=1 xi = k y por la Proposición (9.1.3)
deducimos

H(P/Q) = µ(Q0)
k∑

i=1

xi log xi ≤ µ(Q0) log k.
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Como Q0 = X \ (
⋃

i Qi), tenemos Pi ∩ Q0 = Pi \ Qi. Luego por construcción de los
Qi, obtenemos:

µ(Pi ∩Q0) = µ(Pi \Qi) <
1

k log k
,

de donde

µ(Q0) =

k∑

i=1

µ(Pi ∩Q0) <
1

log k
.

Concluimos que

H(P/Q) ≤ µ(Q0) log k < 1. (9.13)

Ahora nos proponemos acotar por arriba hµ(P), para lo cual debemos acotar por arri-
ba (1/n)H(∨n−1

j=0 T
−jP). Como (∨n−1

j=0 T
−jP)∨(∨n−1

j=0 T
−jQ) es más fina que ∨n−1

j=0 T
−jP ,

tenemos:

H(∨n−1
j=0 T

−jP) ≤ H(∨n−1
j=0 T

−jP) ∨ (∨n−1
j=0 T

−jQ) =

= H((∨n−1
j=0 T

−jQ) +H(∨n−1
j=0 T

−jP/(∨n−1
j=0 T

−jQ) ≤

≤ H((∨n−1
j=0 T

−jQ) +
n−1∑

j=0

H(T−jP/ ∨n−1
j=0 T

−jQ) ≤

≤ H((∨n−1
j=0 T

−jQ) +
n−1∑

j=0

H(T−jP/T−jQ) =

= H((∨n−1
j=0 T

−jQ) +

n−1∑

j=0

H(P/Q) ≤

≤ H((∨n−1
j=0 T

−jQ) + n.

En la cadena de desigualdades de arriba usamos que la entroṕıa del producto de parti-
ciones es menor o igual que la suma de las entroṕıas. Después usamos que la entroṕıa
condicional dada una partición más fina, es menor o igual que la entroṕıa condicional
dada una partición más gruesa. Luego, aplicamos que µ es T -invariante, por lo que
la entroṕıa condicional de T−jP dada T−jQ es igual a la entroṕıa condicional de P
dada Q. Finalmente, en la última desigualdad usamos (9.13). Entonces

hµ(P) = ĺım
n→+∞

H(∨n−1
j=0 T

−jP)

n
≤

≤ ĺım
n→+∞

n+H(∨n−1
j=0 T

−jQ)

n
= 1 + hµ(Q). (9.14)

Ahora afirmamos que

AProbar : hµ(Q) ≤ 1 + log 2 + htop(T ). (9.15)



286 Eleonora Catsigeras

Primero demostremos que una vez probada la afirmación (9.15), se deduce la desigual-
dad del Lema 9.8.1. En efecto, reuniendo la afirmación (9.15) con la desigualdad (9.14),
obtenemos:

hµ(P) ≤ 2 + log 2 + htop(T ).

para toda partición P finita. Tomando el supremo en las particiones finitas, deducimos
que

hµ(T ) ≤ 2 + log 2 + htop(T )

para toda transformación T continua, y para toda medida T -invariante µ. Entonces,
dejando fija la medida T -invariante µ (que también es T n-invariante cualquiera sea el
natural n ≥ 1), y tomando la transformación T n en el rol de T , deducimos que

hµ(T n) ≤ 2 + log 2 + htop(T
n).

Ahora usando los Teoremas 9.5.9 y 9.6.14, obtenemos:

nhµ(T ) ≤ 2 + log 2 + nhtop(T ) ∀ n ≥ 1.

Dividiendo entre n y haciendo n→ +∞, deducimos

hµ(T ) ≤ htop(T ) ∀ µ ∈ MT .

Luego
sup

µ∈MT

hµ(T ) ≤ htop(T )

como afirma el Lema 9.8.1. Entonces basta demostrar la afirmación (9.15) para ter-
minar de probar el Lema 9.8.1 como queremos.
Segundo, probemos la afirmación (9.15). Por definición de entroṕıa métrica de una
partición, y por la Proposición 9.1.3, tenemos

hµ(Q) = ĺım
n→+∞

H(∨n−1
j=0 T

−jQ)

n
≤ ĺım sup

n→+∞

log #(∨n−1
j=0 T

−jQ)

n
. (9.16)

Elijamos un punto xR en cada pieza no vaćıa R ∈ ∨j = 0n−1T−jQ. Por definición del
producto ∨ de particiones, cada pieza R puede escribirse como

R = Qi0 ∩ T−1Qi1 ∩ T−2Qi2 ∩ . . . ∩ T−nQin
, (9.17)

donde ij ∈ {0, 1, 2, . . . , k}. Clasifiquemos las diferentes piezas R de la partición
∨j = 0n−1T−jQ (y los respectivos puntos xR) en las siguientes clases de piezas, dos
a dos disjuntas:
• Clase C0: Formada por las piezas R tales que ninguno de los Qij

en la igualdad
(9.17) es Q0.
• Clase C1: Uno y solo uno de los Qij

es Q0

• Clase C2: Exactamente dos de los Qij
son Q0

. . .
• Clase Ch: Exactamente h, con 0 ≤ h ≤ n fijo dado, de las piezas Qij

, son Q0.
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. . .
• Clase Cn: Todos los n conjuntos Qij

son Q0.
A su vez, cada clase Ch, con h fijo, se clasifica que n!/h!(n− h)! subclases dos a dos
disjuntas. En efecto, cada combinación γ ∈ Cn

h de h elementos tomado del conjunto
de n ı́ndices posibles {0, 1, 2, . . . , n − 1} determina la subclase Ch,γ formada por las
piezas R tales que Qij

= Q0 si y solo si ij ∈ γ.
Fijemos una de estas subclases Ch,γ . O bien no hay dos piezas diferentes R 6= R′ de la
partición ∨n−1

j=0 T
−jQ en esta subclase, o bien śı las hay. En el primer caso, la cantidad

de piezas en esta subclase es menor o igual que 1, que a su vez es menor o igual que sn,δ

(recordar que sn,δ denota la cardinalidad máxima de los (n, δ) separadores para T ). En
el segundo caso, consideremos dos piezas R 6= R′ en la subclase Ch,γ . Denotamos con
x ∈ R y x′ ∈ R′ los puntos seleccionados en estas dos piezas. Escribimos la igualdad
(9.17) para R y R′ denotando sin primas los conjuntos Qij

que corresponden a R y
con primas los conjuntos Q′

ij
que corresponden a R′. Entonces R 6= R′ se diferencian

entre śı porque existe algún ij 6∈ γ tal que Q′
ij
6= Q′

ij
, y ambos conjuntos son diferentes

de Q0 porque ij 6∈ γ. Luego,

x ∈ R ⊂ T−j(Qij
), x′ ∈ R′ ⊂ T−j(Q′

ij
),

de donde, usando la desigualdad (9.11), obtenemos

dist(T j(x), T j(x′)) ≥ dist(Qij
, Q′

i,j) > δ.

Deducimos que para h, γ fijos, el conjunto de puntos seleccionados en las piezas R ∈
Ch,γ es un (n, δ)-separador. Entonces

#Ch,γ ≤ s(n, δ) ∀ 0 ≤ h ≤ n, ∀ γ ∈ Cn
h

Luego:

#Ch =
∑

γ∈Cn
h

#Ch,γ ≤
∑

γ∈Cn
h

sn,δ =
n!

h!(n− h)!
s(n, δ).

Ahora sumamos en h, para contar todas las piezas de la partición ∨n−1
j=0 T

−j(Q):

#(∨n−1
j=0 T

−j(Q)) =

n∑

h=0

#Ch ≤
n−1∑

h=0

n!

h!(n− h)!
s(n, δ) =

= (1 + 1)n s(n, δ) = 2n s(n, δ).

Ahora, sustituyendo en la igualdad (9.16), resulta:

hµ(Q) ≤ ĺım sup
n→+∞

log #(∨n−1
j=0 T

−jQ)

n
≤ ĺım sup

n→+∞

2n s(n, δ)

n
=

log 2 + ĺım sup
n→+∞

s(n, δ)

n
.
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Finalmente aplicando la desigualdad (9.10) establecida al principio, concluimos que

hµ(Q) ≤ log 2 + ĺım sup
n→+∞

s(n, δ)

n
≤ 1 + log 2 + htop(T ),

terminando de demostrar la afirmación (9.15) y el Lema 9.8.1.

Demostración del Lema 9.8.2:

Demostración. Si htop(T ) = 0 la desigualdad de la tesis es trivial. Si htop(T ) > 0, por
definición de entroṕıa topológica, para todo δ > 0 suficientemente pequeño y para
todo n ≥ 1 natural suficientemente grande, existe un (n, δ) generador S(n, δ) con
cardinalidad máxima s(n, δ) tal que log s(n, δ)/n > 0.
Para cada δ > 0 y n fijos, elijamos tal generador maximal

S(n, δ) = {x1, . . . , xs},

donde s = s(n, δ) ≥ 2. Con δ > 0 fijo, elijamos una subsucesión ni → +∞ tal que

ĺım
i→+∞

log s(ni, δ)

ni
= ĺım sup

n→+∞

log s(n, δ)

n
. (9.18)

Construyamos las siguientes medidas de probabilidad, no necesariamente T -invariantes:

νn :=
1

s

s∑

h=1

δxh
, µn :=

1

n

n−1∑

j=0

(T j)∗νn, µ := ĺım
i→+∞

µni
, (9.19)

donde ni es una subsucesión tal que satisface (9.18) y además tal que {µni
}i es

convergente en el espacio M de las probabilidades con la topoloǵıa débil∗. La medida
de probabilidad µ es T -invariante porque |µn − T ∗µn| ≤ (νn − (T ∗)nνn)/n para todo
n ≥ 1.
Aplicando la Proposición 9.2.4, existe una partición finita P con piezas medibles tal
que diam(P) < δ y el borde ∂(P) tiene µ-medida nula. Como µ es T -invariante,
entonces

µ(∂(T−j(P))) = 0 ∀ j ≥ 0, µ(∂(∨n−1
j=0 T

−j(P))) = 0 ∀ n ≥ 1.

Afirmamos que

Aprobar : ĺım sup
n→+∞

log s(n, δ)

n
≤
H
(∨q−1

j=0 T
−jP , µ

)

q
∀ q ≥ 1. (9.20)

Primero probemos que la afirmación (9.20) implica la desigualdad del Lema 9.8.2
que queremos demostrar. En efecto, tomando ĺımite cuando q → +∞ en la igualdad
(9.20) y aplicadno la definición de entroṕıa de T para la partición P y la definición
de entroṕıa métrica de T respecto a la medida µ, obtenemos:

ĺım sup
n→+∞

log s(n, δ)

n
≤ ĺım

q→+∞

H
(∨q−1

j=0 T
−jP , µ

)

q
= h(P , µ) ≤
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≤ sup
Q
h(Q, µ) = hµ(T ) ≤ sup

µ∈MT

hµ(T ).

Luego, tomando ĺımite cuando δ → 0+ y aplicando la definición de entroṕıa topológica,
concluimos:

htop(T ) = ĺım
δ→0+

ĺım sup
n→+∞

log s(n, δ)

n
≤ sup

µ∈MT

hµ(T ),

terminando de demostrar el Lema 9.8.2 una vez probada la afirmación (9.20).
Segundo, probemos la afirmación (9.20). Comenzamos fijando los naturales

q ≥ 1, 1 ≤ r ≤ q, m ≥ 2, 1 ≤ (m− 1)q ≤ n < mq

para calcular
H(∨mq+r−1

j=0 T−jP , νn).

Como la partición P tiene diámetro menor que δ, todos los puntos de cada pieza de
la partición ∨mq+r−1

j=0 T−jP se δ-acompañan en sus iterados de 0 a mq + r − 1; en

particular hasta el iterado n− 1. Luego, cada pieza R de la partición ∨mq+r−1
j=0 T−jP

contiene a lo sumo, un solo punto del (n, δ) separador maximal S(n, δ). Entonces
νn(R) es o bien igual a cero, o bien igual a 1/s, donde s = s(n, δ) = #(S(n, δ)).
Como νn(X) = 1 y ∨mq+r−1

j=0 T−jP es una partición, deducimos que la cantidad de
sus piezas R tales que νn(R) = 1/s, es exactamente s, y las restantes de sus piezas
tienen νn-medida nula. Entonces:

H(∨mq+r−1
j=0 T−jP , νn) = −

∑

R

νn(R) log ν(R) = −s
(
(1/s) log(1/s)

)
= log s. (9.21)

Si denotamos

Pq :=

q−1∨

i=0

T−iP

tenemos:
mq+r−1∨

j=0

T−jP =
( r−1∨

j=0

T−jP
)∨(m−1∨

j=0

T−jqT−rPq

)
.

Luego, de la igualdad (9.21) obtenemos:

log s(n, δ) = H(∨mq+r−1
j=0 T−jP , νn) =

= H
((

∨r−1
j=0 T

−jP
)
∨
(
∨m−1

j=0 T−jqT−rPq

)
, νn

)
≤

≤ H(∨r−1
j=0T

−jP , νn) + H
(
∨m−1

j=0 T−jqT−rPq, νn

)
≤

≤
r−1∑

j=0

H(T−jP , νn) +

m−1∑

j=0

H(T−jqT−rPq, νn) ≤

≤ r · log(#P) +

m−1∑

j=0

H(Pq, (T
jq+r)∗νn).
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Sumando la desigualdad anterior para 1 ≤ r ≤ q, obtenemos:

q · log s(n, δ) ≤ q2 · log(#P) +

q∑

r=1

m−1∑

j=0

H(Pq, (T
jq+r)∗νn) =

q2 · log(#P) +

qm∑

j=1

m−1∑

j=0

H(Pq, (T
j)∗νn) =

= q2 · log(#P) +

n∑

j=1

H(Pq, (T
j)∗νn) +

qm∑

j=n+1

H(Pq, (T
j)∗νn) ≤

≤ q2 · log(#P) +

n∑

j=1

H(Pq, (T
j)∗νn) +

qm∑

j=n+1

log(#Pq) ≤

≤ q2 · log(#P) +

n∑

j=1

H(Pq, (T
j)∗νn) + (qm− n)q log(#P) ≤

≤ 2 · q2 · log(#P) +
n∑

j=1

H(Pq, (T
j)∗νn).

Para la última desigualdad recordamos que #mathcalP q ≤ (#P)q y que (m− 1)q ≤
n < mq, luego qm− n ≤ q. Dividiendo la desigualdad anterior entre n obtenemos

q · log s(n, δ)

n
≤ 2 · q2 · log(#P)

n
+

1

n

n∑

j=1

H(Pq, (T
j)∗νn).

Usando el Teorema 9.2.1 que establece que la entroṕıa de una combinación convexa
de medidas es mayor o igual que la combinación convexa de las entroṕıas, deducimos
que

q · log s(n, δ)

n
≤ 2 · q2 · log(#P)

n
+

1

n

n∑

j=1

H(Pq, (T
j)∗νn) ≤

2 · q2 · log(#P)

n
+H

(
Pq,

1

n

n∑

j=1

(T j)∗νn

)
=

≤ 2 · q2 · log(#P)

n
+H(Pq, µn). (9.22)

Ahora, consideramos la subsucesión ni → +∞ que cumple las condiciones (9.18) y
(9.19). Con q ≥ 1 fijo, definimos

mi := 1 + parte entera(ni/q).
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Entonces es aplicable a ni la desigualdad (9.22). De esta igualdad (9.22) tomando
n = ni → +∞, con q fijo, deducimos que

q · ĺım sup
n→+∞

s(n, δ)

n
= q · ĺım

i→+∞

s(ni, δ)

ni
≤ ĺım sup

i→+∞
H(Pq, µni

) (9.23)

Como µ(∂(Pq)) = 0, aplicando el Teorema 9.2.5, µ es un punto de continuidad de
la aplicación ν ∈ M 7→ H(Pq, ν). Entonces, como por construcción de µ se cumple
ĺımi µni

= µ, deducimos que existe el siguiente ĺımite

ĺım
i→+∞

H(Pq, µni
) = H(P , µ).

Entonces, sustituyendo en (9.23) concluimos

q · ĺım sup
n→+∞

s(n, δ)

n
≤ H(Pq, µ). (9.24)

Esto termina de probar la Afirmación (9.20) como queŕıamos, y por lo tanto termina
la demostración del Lema 9.8.2.
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Caṕıtulo 10

Apéndice
Existencia del primer
subespacio de Oseledets

El objetivo de este apéndice es demostrar el Teorema 4.5.1 que afirma la existencia de
un primer fibrado no nulo de Oseledets, de los exponentes de Lyapunov en todas las
direcciones de este fibrado, y la existencia de su fibrado invariante complementario.
Este Teorema 4.5.1, constituye la parte esencial no trivial de la prueba, expuesta en la
Sección 4.6, del Teorema 3.9.8 de Oseledecs o Teorema Ergódico Multiplicativo 4.6.2.

10.1. Demostración del Teorema 4.5.1:
Primer Subespacio de Oseledets

Sea f : M 7→ M un difeomorfismo en una variedad compacta y Riemanniana de
dimensión finita. Sea µ una medida de probabilidad f -invariante. Sea E un subfibrado
medible y df -invariante del fibrado tangente tal que Ex 6= {0} para un conjunto de
puntos x ∈M con medida µ positiva.

Observación 10.1.1. Para probar el Teorema 4.5.1, primero consideramos el conjun-
to A0 = {x ∈ M : Ex 6= {0}}. Como E es medible y df -invariante, entonces A0 ⊂ M
es un conjunto medible e invariante por f . Por hipótesis µ(A0) > 0. Construimos la
medida de probabilidad µ1 definida por

µ1(B) =
µ(A0 ∩B)

µ(A0)
∀ B ⊂M medible .

Entonces µ1 es invariante por f (porque el conjunto fijo A0 lo es) y cumple µ1(A0) = 1.
En lo que sigue sustituimos la medida µ por µ1, aśı no es restrictivo asumir que

Ex 6= {0} µ− c.t.p. x ∈ X.

293
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Ahora enunciamos los siguientes lemmas:

Lema 10.1.2. En las hipótesis del Teorema 4.4.8, para todo ǫ > 0, definimos el
“cono” F (2ǫ) por

Fx(2ǫ) := {0}∪
{
0 6= v ∈ Ex : ĺım sup

n→+∞

log(‖df−n
x (v)‖/‖v‖)
n

≤ −χ+
E(x) + 2ǫ

}
. (10.1)

Entonces:

(A) Fx(2ǫ) es un subespacio vectorial de Ex para todo x.

(B) Fx(2ǫ) 6= {0} para µ-c.t.p. x.

(C) Para todo ǫ′ > 0 existe N = N(ǫ′, x) ≥ 1 (uniforme en 0 6= v ∈ Fx(2ǫ)) tal que

log(‖df−n
x v‖/‖v‖)
n

≤ −χ+
E(x) + 2ǫ+ ǫ′ ∀ n ≥ N ∀ 0 6= v ∈ Fx(2ǫ).

Recordemos la Definición 4.4.11 de transformación lineal invertible medible L : E 7→ E
en un subfibrado medible E (no necesariamente invariante por df). El Lema 10.1.2 es
un caso particular del siguiente Lema, tomando L = df |E :

Lema 10.1.3. En las hipótesis del Teorema 4.4.12, para todo ǫ > 0 definimos el
“cono” F (2ǫ) por

Fx(2ǫ) := {0}∪
{
0 6= v ∈ Ex : ĺım sup

n→+∞

log(‖L−n
x (v)‖/‖v‖)
n

≤ −χ+
E,L(x) + 2ǫ

}
. (10.2)

Entonces

(A) Fx(2ǫ) es un subespacio vectorial de Ex para todo x.
(B) Fx(2ǫ) 6= {0} para µ-c.t.p. x.

(C) Para todo ǫ′ > 0 existe N = N(ǫ′, x) ≥ 1 (uniforme en 0 6= v ∈ Fx(2ǫ)) tal que

log(‖L−nv‖/‖v‖)
n

≤ −χ+
E,L(x) + 2ǫ+ ǫ′ ∀ n ≥ N ∀ 0 6= v ∈ Fx(2ǫ).

El Lema 10.1.2 es el punto crucial en la demostración del Teorema 4.5.1. Lo probare-
mos a a partir del párrafo 10.2.1, como consecuencia del Lema de Pliss 10.2.2.
En esta sección admitimos los Lemas 10.1.2 y 10.1.3, y solo veremos cómo ellos im-
plican el Teorema 4.5.1.

10.1.4. Demostración del Teorema 4.5.1 (admitiendo los Lema 10.1.2 y 10.1.3):

Paso 1: Prueba de partes (a), (b) y (c):

Lema 10.1.5. Existe un primer subespacio de Oseledets E1
x para µ-c.t.p. x ∈M , que

satisface las condiciones (a), (b) y (c) del Teorema 4.5.1.
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Demostración. Del Lemma 10.1.2, parte (A), teniendo en cuenta que la dimensión de
TxM es finita, y observando que F (2ǫ′) ⊂ F (2ǫ) para todos los reales 0 < ǫ′ < ǫ, se
deduce que existe ǫ0 > 0 tal que

Fx(2ǫ) = Fx(2ǫ0) ∀ 0 < ǫ ≤ ǫ0. (10.3)

En efecto, no puede haber infinitos subespacios diferentes, uno contenido en el otro, en
un espacio vectorial de dimensión finita. Entonces Fx(2ǫ) es un subespacio vectorial
constante (independiente de ǫ) y además de dimensión mayor o igual que 1 para
µ-c.t.p., porque coincide con Fx(2ǫ0) que no es nulo (cf. Lema 10.1.2). Luego, el
subfibrado E1 definido por

E1
x :=

⋂

0<ǫ<ǫ0

Fx(2ǫ) = Fx(2ǫ0) µ− c.t.p. (10.4)

tiene dimensión mayor o igual que 1 porque existe 0 6= v ∈ Fx(2ǫ0) debido al Lema
10.1.2. Además, como E1

x es la intersección de los subespacios F2ǫ, para todo ǫ > 0
arbitrariamente pequeño, entonces está caracterizado por la siguiente igualdad:

E1
x = {0} ∪

{
0 6= v ∈ Ex : ĺım sup

n→+∞

log(‖df−n(v)‖/‖v‖)
n

≤ −χ+
E

}
. (10.5)

Entonces E1 es df -invariante, porque χ+
E es una función f -invariante, el fibrado dado

E es df -invariante, y el ĺımite superior en (10.5) para 0 6= v ∈ Ex es el mismo que
para 0 6= u = dfxv ∈ dfxEx = Ef(x).
Además, de la igualdad (10.5) se desprende la medibilidad del subfibrado E1. En efec-
to, primero obsérvese que E1 es seccionalmente cerrado porque Ex es un subespacio
vectorial de TxM y todo subespacio de TxM es cerrado en TxM . Segundo, el ĺımite
superior en la igualdad (10.5) es una función medible de TM 7→ R porque es el ĺımite
de funciones medibles; χ+

E : M 7→ R es una función medible por el Teorema 4.4.8.
La preimagen de (−∞, a] por la suma de dos funciones reales medibles, es medible.
Entonces, el subconjunto A en TM \ {0} donde el ĺımite superior de (10.5) más χ+

E es
no positivo, es medible. Finalmente, como por hipótesis el fibrado dado E es medible,
E1 = {0} ∪ (A ∩ E) es medible.
Aplicando las desigualdades (4.70) y (4.71), la propiedad de que el ı́nfimo de los ĺımites
inferiores es menor o igual que el supremo de los ĺımites superiores, y la caracterización
del subfibrado E1 dada por la igualdad (10.5), obtenemos:

−χ+
E1(x) = ĺım

n→+∞

log ı́nf ‖df−n
x |E1

x
‖)

n
≤

≤ ı́nf
06=v∈E1

x

ĺım inf
n→+∞

log(‖df−n
x (v)‖/‖v‖)
n

≤

≤ sup
06=v∈E1

x

ĺım sup
n→+∞

log(‖df−n
x (v)‖/‖v‖)
n

≤ −χ+
E(x) (10.6)
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Además, usando nuevamente la igualdad (a) del Teorema 4.4.8, para E en lugar de E1,
aplicando la definición de ı́nfimo y teniendo en cuenta que el ı́nfimo en un subconjunto
E1 ⊂ E es mayor o igual que el ı́nfimo en E, se tiene:

−χ+
E = ĺım

n→+∞

log ı́nf(‖df−n
x |Ex

‖)
n

≤

≤ ĺım
n→+∞

log ı́nf(‖df−n
x |E1

x
‖)

n
= −χ−

E1

Luego, deducimos que
χ+

E1 = χ+
E µ− c.t.p. ,

y entonces, las desigualdades en (10.6) son igualdades. Deducimos que existe el sigu-
iente ĺımite (exponente de Laypunov hacia el pasado) para todo 0 6= v ∈ E1

x, es
independiente de la dirección v ∈ E1

x, e igual a χ+
E1 = χ+

E :

ĺım
n→+∞

log(‖df−n
x v‖/‖v‖)
−n = χ+

E1(x) = χ+
E(x) ∀ 0 6= v ∈ E1

x. (10.7)

De la parte (C) del Lema 10.1.2, deducimos que la convergencia por abajo al ĺımite
de la igualdad (10.7) es uniforme en v ∈ E1 \ {0}. En efecto, dado ǫ > 0, como
E1 ⊂ F (2ǫ), tomamos ǫ′ = ǫ en la parte (C) del Lema 10.1.2.
Aplicando el Corolario 4.4.9, deducimos que para todo 0 6= v ∈ E1

x existen los sigu-
ientes ĺımites (exponentes de Lyapunov en el futuro y en el pasado), son iguales entre
śı, e iguales a χ−

E1(x) = χ+
E1

(x) = χ+
E(x):

χ1(x) = ĺım
n→+∞

log(‖dfn(v)‖/‖v‖)
n

= ĺım
m→−∞

log(‖dfm(v)‖/‖v‖)
m

.

Además, por el Teorema 4.4.8, χ+
E(x) es una función medible de x. Luego el exponente

de Lyapunov χ1(x) en el subespacio E1
x, es una función medible de x.

Esto termina de probar la existencia del primer subespacio de Oseledecs E1
x, de-

mostrando aśı las partes (a), (b) y (c) del Teorema 4.5.1 (una vez que el Lema 10.1.2
esté probado).

Ahora probaremos las partes (d) y (e) del Teorema 4.5.1, referente al cono G comple-
mentario de E1 en E. Recordamos que para µ-c.t.p. G es medible, pues está definido
por

G = {0}
⋃

(E \ E1).

Paso 2: Prueba de la parte (d) del Teorema 4.5.1

Lema 10.1.6. G es invariante por df y para todo subfibrado vectorial medible F 1 ⊂ G
invariante con df y para µ-c.t.p. x tal que F 1

x 6= {0} se verifica la siguiente desigual-
dad:

sup
06=v∈F 1

x

ĺım sup
n→+∞

log(‖dfn
x v‖/‖v‖)
n

≤ χ+
F 1(x) < χ+

E1(x) = χ+
E (10.8)
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Demostración. G es medible e invariante por df porque es, para cada punto x ∈ M ,
el complemento en E de E1, y estos dos últimos son fibrados medibles e invariantes
por df . Ahora probemos que todo subfibrado medible F 1 invariante con df contenido
en G satisface (10.8):
La desigualdad a la izquierda en (10.8) se cumple debido a (4.70). La igualdad a la
derecha en (10.8) se cumple porque, por lo probado antes, el subfibrado E1 satisface
la parte (c) del Teorema 4.5.1. Asumamos, por absurdo, que la desigualdad del medio
en (10.8) no se cumple para un conjunto de puntos x con µ medida positiva. Entonces,

χ+
F 1(x) ≥ χ+

E(x). (10.9)

Como F 1
x ⊂ Gx ⊂ Ex, entonces el supremo de cualquier conjunto de números para

los vectores en F 1
x , es menor o igual que el supremo para los vectores en Ex. Luego,

aplicando nuevamente la parte (a) del Teorema 4.4.8:

χ+
F 1(x) = ĺım

n→+∞

log sup ‖dfn
x |F 1

x
‖

n
≤ ĺım

n→+∞

log sup ‖dfn
x |Ex

‖
n

= χ+
E(x).

Juntando ésta con la desigualdad (10.9), resulta

χ+
F 1(x) = χ+

E(x).

Entonces, aplicando a F 1 en lugar de E, las partes (b) y (c) ya demostradas del
Teorema 4.5.1, para µ-c.t.p. x tal que F 1

x 6= {0} donde se cumple la igualdad χ+
F 1(x) =

χ+
E(x), existiŕıa un subespacio

E2
x ⊂ F 1

x ⊂ Gx = {0} ∪ (Ex \ E1
x) (10.10)

con dim(E2
x) ≥ 1 y tal que:

ĺım
n→+∞

log(‖df−n
x v‖/‖v‖)
n

= −χ+
F 1(x) = −χ+

E(x) ∀ 0 6= v ∈ E2
x.

Pero, por la caracterización del subespacio E1(x) dada en la ecuación (10.5), resultaŕıa
E2

x ⊂ E1
x, lo cual contradice (10.10).

Esto termina de demostrar la parte (d) del Teorema 4.5.1.

Ahora probaremos la última parte (e) del Teorema 4.5.1. Para poder demostrarla
necesitamos generalizar las partes (a), (b) y (c) ya probadas del Teorema 4.5.1, al
caso en que la transformación lineal L = E 7→ E no es necesariamente el diferencial
df |E .

Paso 3. Generalización de partes (a), (b), (c):

Lema 10.1.7. En las hipótesis del Teorema 4.4.12, existe un subfibrado F (1) ⊂ F ,
invariante por L, es decir

LxF
(1) = F

(1)
f(x)

tal que:
(a’) No nulidad de F 1:

dim(F 1
x ) ≥ 1 para µ-c.t.p. tal que Fx 6= {0}.
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(b’) Existencia del exponente de Lyapunov χ1,L en F 1:
Para µ-c.t.p. tal que Fx 6= {0}, para todo 0 6= v ∈ F 1

x , existen los siguientes ĺımites
(exponentes de Lyapunov χ+

1,L(x) y χ−
1,L(x), para el futuro y para el pasado respec-

tivamente, en todas las direcciones de F 1
x ), son independientes de la dirección v, e

iguales entre śı:

χ+
1,L(x) = ĺım

n→+∞

log(‖Ln(v)‖/‖v‖)
n

= χ−
1,L(x) = ĺım

n→+∞

log(‖L−n(v)‖/‖v‖)
−n

(c’) Maximalidad de χ1,L:
El exponente de Lyapunov χ+

1,L(x) = χ−
1,L(x) en las direcciones de F 1

x (que denotamos
como χ1,L(x)), satisface:

χ1,L(x) := χ+
F,L(x) = χ−

F 1,L(x) = χ+
F 1,L(x),

(donde χ+
F,L, χ

+
F 1,L y χ+

F 1,L están definidos en el Teorema 4.4.12) para los subfibrados

F y F 1 respectivamente.

Demostración. Basta repetir el paso 1) de la demostración de las partes (a), (b), (c) del
Teorema 4.5.1, escribiendo F en lugar de E, la transformación lineal Lx : Fx 7→ Ff(x)

en lugar de dfx : Ex 7→ Ef(x), usando el Teorema 4.4.12 en vez del Teorema 4.4.8, y
el Lema 10.1.3 en vez del Lema 10.1.2.

Finalmente, probemos ahora la última parte (e) del Teorema 4.5.1:

Paso 4. Construcción del subfibrado complementario F 1

Lema 10.1.8. Existe un subfibrado F 1 medible e invariante con df tal que

E1
x ⊕ F 1

x = Ex µ-c.t.p. x ∈M.

Demostración. Si E1
x = Ex µ-c.t.p., la parte (e) del Teorema 4.5.1 es trivial tomando

Fx = {0} para todo x ∈M .
Consideremos el caso en que el conjuntoA1 := {x ∈M : E1

x ( Ex} cumple µ(A1) > 0.
Como A1 es un conjunto f invariante, porque el subfibrado Ex y el subfibrado E1

x lo
son, entonces, no es restrictivo asumir que la medida invariante µ cumple µ(A1) = 1.
(En caso contrario sustituimos µ por la medida µ1(B) := µ(B ∩A1)/µ(A1) para todo
boreliano B ⊂M .)
Sea E1,⊥ el subfibrado tal que para todo x ∈M el subespacio E1,⊥

x es el complemento
ortogonal de E1

x en Ex. Entonces para µ-c.t.p. se cumple E1,⊥
x 6= {0}. (En los puntos

donde E1
x = Ex definimos E1,⊥

x = {0}.)
El fibrado E1,⊥ es medible porque E y E1 lo son. En general E1,⊥ no es df -invariante,
pero como E1 lo es, entonces

dim(E1,⊥
x ) = dim(E1,⊥

f(x)) ∀ x ∈M.

La esencia de esta demostración radica en probar que existe el siguiente ĺımite de
subfibrados:

A probar: ∃ F 1 = ĺım
n→+∞

df−nE1,⊥ y F 1
x ∩ E1

x = {0} ∀ x ∈M. (10.11)
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La primera afirmación de existencia del ĺımite, en extenso, significa que para todo
x ∈M existe en TxM el siguiente ĺımite de subespacios

F 1
x = ĺım

n→+∞
df−n

fn(x)E
1,⊥
fn(x),

donde la topoloǵıa para definir el ĺımite de una sucesión de subfibrados es la del
Grassmaniano G(TxM) dada en la Definición 4.4.1.
De la afirmación (10.11) se deduce inmediatamente que F 1 ⊕ E1 = Ex porque, para
cada x ∈ M fijo, si existe el ĺımite de una sucesión de subespacios (todos de la
misma dimensión complementaria a E1

x en Ex), el subespacio ĺımite tiene esa misma
dimensión. Además de la afirmación (10.11) se deduce que F 1 es medible, porque es
el ĺımite de una sucesión de subfibrados medibles. Finalmente, se deduce también que
el subfibrado F 1 es df -invariante porque

dfxF
1
x = dfx ĺım

n→+∞
df−n

fn(x)E
1,⊥
fn(x) = ĺım

n→+∞
df−n+1

fn(x) E
1,⊥
fn(x) = F 1

f(x).

En la última igualdad hemos usado que, para x ∈ M fijo, la transformación dfx :
TxM 7→ Tf(x)M es continua, por ser una transformación lineal.
Por lo tanto, para terminar de demostrar el Lema 10.1.8 y el Teorema 4.5.1, basta
demostrar la afirmación (10.11).
Observamos que el grafo G(Ax) de toda aplicación lineal Ax : E1,⊥

x 7→ E1
x es un

subespacio de Ex con dimensión igual a E1,⊥
x y que intersecta a E1

x solo en {0}. Es
decir G(Ax)⊕E1

x = Ex para todo x ∈M . Rećıprocamente, todo subfibrado G tal que
Gx ⊕E1

x = Ex para todo x ∈M , es tal que cada fibra Gx es el grafo de una aplicación
lineal Ax : E1,⊥

x 7→ E1
x. En efecto, si Gx ⊕E1

x = Ex, entonces la proyección ortogonal
πx|Gx

: Gx 7→ E1,⊥
x sobre E1,⊥

x es una transformación lineal invertible. Definimos
Ax = π′

x|Gx
◦ (πx|Gx

)−1 : E1,⊥
x 7→ E1, donde π′

x es la proyección ortogonal sobre E1.
Por construcción tenemos que la fibra Gx es el grafo de Ax.

Entonces, toda sucesión A(n) tal que A
(n)
x es una transformación lineal E1,⊥

x 7→ E1
x

para todo x ∈ M , define una sucesión de fibrados G(A(n) complementarios a E1 (no

necesariamente medibles). Supongamos que una tal sucesión A
(n)
x cumple

ĺım
n→+∞

A(n)
x = Ax ∀ x ∈M

para cierta transformación lineal Ax : E1⊥
x 7→ E1

x, donde el ĺımite de una sucesión de
transformaciones lineales está definido por la topoloǵıa inducida por la norma usual
de transformaciones lineales:

‖Ax‖ := máx
06=u6=E1,⊥

x

‖Axu‖ ∀ Ax ∈ L(E1,⊥
x , E1

x) si E1,⊥
x 6= {0}.

(Si E1,⊥
x = {0} entonces la transformación lineal es solo 0, y es siempre convergente,

porque es constante.) Es estándar chequear que entonces el grafo G(Ax) es el ĺımite

de los subespacios grafos G(A
(n)
x ), con la topoloǵıa del Grassmaniano G(Ex) dado en

la Definición 4.4.1. Es decir:

∃ Ax = ĺım
n→+∞

A(n)
x ⇒ G(Ax) = ĺım

n→+∞
G(A(n)

x ).



300 Eleonora Catsigeras

Deducimos que para probar la afirmación (10.11) (y por lo tanto para terminar de
probar el Lema 10.1.8) es suficiente demostrar lo siguiente:

A probar: ∀ n ≥ 0, ∀ x ∈M :

∃ df−n
fn(x)E

1,⊥
fn(x) = G(A(n)

x ), ∃ Ax = ĺım
n→+∞

A(n)
x . (10.12)

Es inmediato chequear que G(0) = E1,⊥. Es decir, definimos

A(0)
x = 0 ∈ L(E1⊥

x , E1
x) ∀ x ∈M. (10.13)

Veamos cómo construir A
(n)
x para n ≥ 1.

Consideremos la transformación lineal

L : E1,⊥ 7→ E1,⊥ Lx(u) := πf(x)dfx(u) ∀ u ∈ E1,⊥

donde πz : Ez 7→ E1,⊥
z es la proyección ortogonal sobre el subespacio E1,⊥

z , para
todo z ∈M . (Si E1,⊥ = {0}, πz es la transformación lineal nula). Siendo df continua
y π medible (porque E1 es medible), la transformación L es medible, de acuerdo
a la Definición 4.4.11. Como el subfibrado E1, ortogonal a E1,⊥, es df -invariante,
deducimos

Ln = π dfn ∀ n ∈ Z. (10.14)

Sea P : E1,⊥ 7→ E1 tal que Px ∈ L(E1,⊥
x 7→ E1

f−1(x)) definida por

Pxu := df−1
x u − πf−1(x)df

−1
x u = df−1

x u − L−1
x u ∀ u ∈ E1,⊥

x . (10.15)

Entonces
df−1

x (G(Ax)) = {df−1
x (u +Axu) : u ∈ E1,⊥

x } =

{L−1
x u+ Pxu+ df−1

x Axu : u ∈ E1,⊥
x } =

= {v + PxLf−1(x)v + df−1
x AxLf−1(x)v : v ∈ E1,⊥

f−1(x)} =

G(PxLf−1(x) + df−1
x AxLf−1(x))

Hemos probado que para todo subespacio G(Ax) complementario a E1
x en Ex, el

subespacio df−1
x (G(Ax)) (complementario a E1

f−1(x) en Ef−1(x)), es el grafo de la

aplicación lineal PxLf−1(x) + df−1
x AxLf−1(x).

Denotamos como Fx(Ax) a la siguiente aplicación lineal:

Fx(Ax) := PxLf−1(x) + df−1
x AxLf−1(x) ∈ L(E1,⊥

f−1(x), E
1
f−1(x))

∀ Ax ∈ L(E1,⊥
x , E1

x). (10.16)

Tenemos
df−1

x (G(Ax)) = G(F ∗
xAx) ∀ x ∈M, ∀ Ax ∈ L(E1,⊥

x , E1
x).

Luego
df−n

fn(x)G(Afn(x)) = G(Fn
fn(x)Afn(x)) ∀ n ≥ 0,
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∀ x ∈M, ∀ Afn(x) ∈ L(E1,⊥
fn(x), E

1
fn(x)),

donde Fn
fn(x) := Ff(x) ◦ Ff2(x) ◦ . . . ◦ Ffn(x). En particular tomando A

(0)
z = 0 para

todo z ∈M deducimos

df−n
fn(x)E

1,⊥
fn(x) = G(A(n)

x ) donde A(n)
x = Fn

fn(x)(A
(0)
fn(x)) = Fn

fn(x)(0). (10.17)

Para terminar de demostrar la afirmación (10.12) (y por lo tanto para terminar de

demostrar el Lema 10.1.8), basta ahora demostrar que la sucesión A
(n)
x ∈ L(E1,⊥

x , E1
x)

es convergente con la norma de las transformaciones lineales en el espacio L(E1,⊥
x , E1

x)
para cada punto x ∈M .

Sean A(0), B(0) tales que A
(0)
x , B

(0)
x ∈ L(E1⊥

x , E1
x) para todo x ∈ M y tales que para

todo x ∈M existe una constante C(x) > 0 tal que ‖A(0)
fn(x)‖, ‖B

(0)
fn(x)‖ ≤ C(x) ∀ n ∈ Z.

Sea n ≥ 1. Usando la fórmula (10.17) aplicada también a B
(n)
x , y la fórmula (10.16),

obtenemos:

A(1)
x −B(1)

x = Ff(x)(A
(0)
f(x)) − Ff(x)(B

(0)
f(x)) = df−1

f(x)(A
(0)
f(x) −B

(0)
f(x))Lx.

A(n)
x −B(n)

x = Ff(x)(A
(n−1)
f(x) ) − Ff(x)(B

(n−1)
f(x) ) =

df−1
f(x)(A

(n−1)
f(x) −B

(n−1)
f(x) )Lx.

Luego, por inducción en n ≥ 1 tenemos:

A(n)
x −B(n)

x = (Πn
j=1df

−1
fj(x))(A

(0)
fn(x) −B

(0)
fn(x))(Π

n−1
j=0Lfj(x)) =

df−n
fn(x)(A

(0)
fn(x) −B

(0)
fn(x))L

n
x ,

donde Ln
x = Lfn−1(x) . . . Lf(x) Lx. Luego:

‖A(n)
x −B(n)

x ‖ ≤

‖A(0)
fn(x) −B

(0)
fn(x)‖ · sup

0 6= u ∈ E1⊥
x

{‖Ln
x(u)‖/‖u‖}

ı́nf
0 6= v ∈ E1

x

{dfn
x (v)/‖v‖} . (10.18)

Dado ǫ > 0 arbitrariamente pequeño, aplicando la parte A) del Teorema 4.4.12 al
subfibrado E1⊥, existe N1 = N1(x, ǫ) tal que

sup

0 6= u ∈ E1⊥
x

{‖Ln
x(u)‖/‖u‖} ≤ expn(χ+

E1⊥,L
+ ǫ) ∀ n ≥ N1. (10.19)

Análogamente, aplicando la parte A) del Teorema 4.4.8 al subfibrado invariante E1,
existe N2 = N2(x, ǫ) tal que

ı́nf
0 6= v ∈ E1

x

{‖dfn
x (v)‖/‖v‖} ≥ expn(χ−

E1,df − ǫ) ∀ n ≥ N1. (10.20)



302 Eleonora Catsigeras

Tomando N = N(ǫ, x) = máx{N1(x, ǫ), N2(x, ǫ)} y sustituyendo (10.19) y (10.20) en
la desigualdad (10.18), resulta:

‖A(n)
x −B(n)

x ‖ ≤ expn(2ǫ+ χ+
E1⊥,L

− χ−
E1,df ) · ‖A(0)

x −B(0)
x ‖ ∀ n ≥ N. (10.21)

Usando la Parte (c) ya demostrada del Teorema 4.5.1 tenemos

χ−
E1,df = χ+

E1,df = χ+
E . (10.22)

Afirmamos que

χ+
E1⊥,L

< χ+
E (a probar). (10.23)

Entonces, para terminar la demostración del Lema 10.1.8 basta probar los dos sigu-
ientes enunciados (i) y (ii):
ii) La desigualdad (10.23) es verdadera.

i) La desigualdad (10.23) implica que existe Ax = ĺımn→+∞A
(n)
x ∈ L(E1⊥

x , E1
x).

Por lo tanto, una vez demostrados los enunciados (i) y (ii), la afirmación (10.12)
quedará probada, terminando la demostración del Lema 10.1.8.

i) (10.23) ⇒ ∃ Ax = ĺımn→+∞ A
(n)
x .

Para probar la afirmación (i), construimos

ǫ :=
χ+

E − χ−
E1⊥

3
> 0. (10.24)

Recordamos que χ+
E −χ−

E1⊥ dependen de x, pero es invariante en la órbita por f . Por
lo tanto, fijado x ∈ M , el número ǫ es constante a lo largo de toda la órbita de x.
Sustituyendo (10.22) y (10.23) en la desigualdad (10.21), obtenemos:

‖A(n)
x −B(n)

x ‖ ≤ e−nǫ‖A(0)
x −B(0)

x ‖ ∀ n ≥ N

para cierto N ≥ 1. Entonces existe N0 ≥ 1 (que depende de x pero que para cada x
fijo es constante a lo largo de toda la órbita de x) tal que

‖A(N0)
x −B(N0)

x ‖ ≤ (1/2)‖A(0)

fN0(x)
−B

(0)

fN0(x)
‖ (10.25)

La afirmación anterior vale para fn(x) en lugar de x para todo n ∈ Z, debido a que
N0 es constante a lo largo de la órbita de x. Es decir:

‖A(N0)
fj(x) −B

(N0)
fj(x)‖ ≤ (1/2)‖A(0)

fN0+j(x)
−B

(0)

fN0+j(x)
‖ ∀ j ∈ Z. (10.26)

La fórmula (10.26) vale para todas las aplicaciones A(0), B(0) : E1,⊥ 7→ E1 tales que

A
(0)
z , B

(0)
z ∈ L(E1,⊥

z , E1
x) ∀ z ∈ M . En la fórmula (10.13) tomamos, en particular,

A(0) = 0, es decir A
(0)
z = 0 para todo z ∈M . Fijemos el punto x ∈M y definamos la

constante

C(x) = sup{‖A(j)
z ‖ : : 0 ≤ j ≤ N0 − 1 = N0(x) − 1}.
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Tal supremo existe en R porque para j = 0 la transformación lineal A
(0)
z es 0, y la

aplicación Fz que lleva A
(j)
f(z) en A

(j+1)
f(z) está acotada uniformemente para todo z ∈M .

Tomemos cualquier aplicación B(0) : E1⊥ 7→ E1 tal que

B(0)
z ∈ L(E1⊥

z , E1
z ) ∀ z ∈M y ‖B(0)

fj(x)‖ ≤ C(x) ∀ j ∈ Z.

El espacio ΣC(x) de tales aplicaciones es una bola compacta con la norma ‖B‖ =
supj∈Z ‖Bfj(x)‖. Aplicando la fórmula (10.26) y el teorema del punto fijo de Banach

deducimos que existe Ax ∈ L(E1⊥
x , E1

x) tal que

ĺım
n→+∞

B(nN0)
x = Ax ∀ B(0) ∈ ΣC(x).

En particular para cada r ∈ {0, 1, . . . , N0 − 1} si elegimos B
(0)
z = A

(r)
z para todo

z ∈M , obtenemos
ĺım

n→+∞
AnN0+r

x = ĺım
n→+∞

BnN0
x = Ax.

Como todo m ∈ N es de la forma nN0 + r para algún 0 ≤ r ≤ N0 − 1, concluimos que

ĺım
m→+∞

Am
x = Ax,

terminando la prueba de (i).

ii) Prueba de la desigualdad (10.23): Por la parte (A) del Teorema 4.4.12, usando
la igualdad (10.14), y observando que la proyección ortogonal πx sobre E1⊥

x tiene
norma menor o igual que 1, obtenemos:

χ+
E1⊥,L

(x) = ĺım
n→+∞

sup ‖Ln
x‖

n
= ĺım

n→+∞

sup ‖πfn(x) df
n
x ‖

n
≤

ĺım
n→+∞

sup ‖dfn
x ‖

n
= χ+

E(x).

Entonces, para probar (10.23), argumentamos por absurdo, suponiendo que χE1⊥,L =
χ+

E . Usando el lema 10.1.7 (con E1,⊥ en lugar de F ), si E1⊥
x 6= {0}, existe un vector

u (que dejamos fijo) tal que
0 6= u ∈ E1⊥

x , (10.27)

y

ĺım
n→+∞

log(‖L−n
x u‖/‖u‖)
n

= −χ+
E1⊥,L

(x).

Por hipótesis de absurdo obtenemos:

ĺım
n→+∞

log(‖ L−n
x u‖/‖u‖)
n

= −χ+
E(x). (10.28)

Aplicando recursivamente la igualdad (10.15) obtenemos:

df−1
x u = Pxu+ L−1

x u, (10.29)
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df−2
x u = df−1

f−1(x)Pxu+ Pf−1(x)L
−1
x u+ L−2

x u

df−n
x u = df

−(n−1)
f−1(x) Pxu+ df

−(n−2)
f−2(x) Pf−1(x)L

−1
x u+ . . .+

+ df−1
f−(n−1)(x)

Pf−(n−2)(x)L
−(n−2)
x u+Pf−(n−1)(x)L

−(n−1)
x u+L−n

x u ∀ n ≥ 0. (10.30)

Observando que Pxu ∈ E1
f−1(x) y L−1

x u ∈ E1⊥
f−1(x) obtenemos, de la igualdad (10.29)

y por Pitágoras ‖Pxu‖ ≤ ‖df−1
x u‖. Luego

‖Pxu‖ ≤ k ‖u‖,

donde k = máx{‖df−1
z ‖ : z ∈ M}. Luego, tomando norma en la igualdad (10.30),

deducimos:
‖df−n

x u‖
‖u‖ ≤ ‖L−nu‖

‖u‖ +

n∑

j=1

sup
0 6= v ∈ E1

f−j(x)

{‖df−(n−j)
f−j(x) v‖/‖v‖} k (‖L−j+1

x u‖/‖u‖). (10.31)

De la igualdad (10.28) deducimos que existe una constante c(x) > 0 tal que

‖L−n
x u‖/‖u‖ ≤ c(x) expn(χ+

E + ǫ) ∀ n ≥ 1. (10.32)

Aplicando a f−1 en vez de f la Definición 4.4.2 de la función ψn y la Definición 4.4.5
de la función supremo H(x) y usando las igualdades (4.68) y (4.69), obtenemos:

sup
0 6= v ∈ E1

f−j(x)

{‖df−(n−j)
f−j(x) v‖/‖v‖} ≤ H(f−j(x)) exp

(
(n− j)(χ−

E1 + ǫ
)
. (10.33)

De (10.22) obtenemos:

sup
0 6= v ∈ E1

f−j(x)

{‖df−(n−j)
f−j(x) v‖/‖v‖} ≤ H(f−j(x)) exp

(
(n− j)(χ+

E + ǫ)
)
. (10.34)

Sustituyendo (10.32) y (10.34) en la desigualdad (10.31):

‖df−n
x u‖
‖u‖ ≤ c(x) exp

(
n(χ+

E + ǫ)
)

+

k c(x)

n∑

j=1

exp
(
(j − 1)(χ+

E + ǫ)
)
H(f−j(x) exp

(
(n− j)(χ+

E + ǫ
)

=

c(x) exp
(
n(χ+

E + ǫ)
)

+ k c(x) exp
(
(n− 1)(χ+

E + ǫ)
) n∑

j=1

H(f−j(x))

∀ n ≥ 1. (10.35)
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La función H(x) tiene crecimiento subexponencial (c.f. Definición 4.3.1 y Proposición
4.4.6). Entonces, puede elegirse N ≥ 2 suficientemente grande tal que

H(f−j(x)) ≤ exp(jǫ) ∀ j ≥ N.

Luego

n∑

j=1

H(f−j(x)) ≤
N−1∑

j=1

H(f−j(x)) +
n∑

j=N

ejǫ ≤ C(x) + (n− 1)en ǫ, ∀ n ≥ N

donde C(x) =
∑N−1

j=1 H(f−j(x)). Para n suficientemente grande tenemos, además,
C(x) < en ǫ. Luego, existe N ≥ 1 tal que:

n∑

j=1

H(f−j(x)) ≤ nen ǫ, ∀ n ≥ N.

Sustituyendo en (10.35) obtenemos:

‖df−n
x u‖
‖u‖ ≤ c(x) exp

(
n(χ+

E + ǫ)
)
+

c(x) k n e−χ+
E exp

(
n(χ+

E + 2ǫ)
)
∀ n ≥ N.

Entonces, existe c∗(x) > 0 tal que

‖df−n
x u‖
‖u‖ ≤ c∗(x) exp

(
n(χ+

E + 2ǫ)
)

∀ n ≥ N.

Tomando logaritmo, dividiendo entre n y haciendo n→ +∞, deducimos que

ĺım sup
n→+∞

log(‖df−n
x u‖/‖u‖)
n

≤ χ+
E + 2ǫ.

Como ǫ > 0 es arbitrario, deducimos que

ĺım sup
n→+∞

log(‖df−n
x u‖/‖u‖)
n

≤ χ+
E (10.36)

Usando la caracterización del subespacio E1 dada por la igualdad (10.5), de (10.36)
deducimos que u ∈ E1

x, lo cual contradice (10.27), terminando de probar, por absurdo,
la desigualdad (10.23) y finalizando la prueba del Lema 10.1.8.

Hemos terminado de probar el Teorema 4.5.1 asumiendo verdaderos los Lemas 10.1.2
y 10.1.3. Entonces, para que quede completa la demostración de dicho Teorema solo
resta probar estos dos Lemas en forma independiente, lo que haremos en la próxima
sección.
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10.2. Lema de Pliss y consecuencias

En esta sección demostraremos, sin usar los resultados obtenidos en la sección anterior,
los Lemas 10.1.2 y 10.1.3. Estos dos Lemas son consecuencia del llamado Lema de
Pliss. Primero reduciremos la prueba de los dos Lemas 10.1.2 y 10.1.3 al Lema de
Pliss, y al final de esta sección demostraremos el Lema de Pliss.
Solo expondremos expĺıcitamente la prueba del Lema 10.1.2. Su generalización (el
Lema 10.1.3) se demuestra repitiendo la prueba del Lema 10.1.2, usando la transfor-
mación L : E 7→ E en vez de df |E .

10.2.1. Demostración del Lema 10.1.2

Sea F (2ǫ) el cono definido por la igualdad (10.3):

Fx(2ǫ) := {0} ∪
{

ĺım sup
n→+∞

log(‖df−n
x (v)‖/‖v‖)
n

≤ −χ+
E(x) + 2ǫ

}
(10.37)

Demostración de la parte (A) del Lema 10.1.2:
F (2ǫ) es fibrado vectorial.

Demostración. Para demostrar que Fx(2ǫ) es un subespacio vectorial de Ex, basta
repetir la demostración del paso 4 del Teorema 4.5.1, para el subfibrado F (2ǫ) en el
rol de F 1, usando la igualdad (10.3), usando −χ+

E + 2ǫ (con ǫ > 0 fijo), en lugar de
χ+

E , y usando ǫ′ > 0 cualquiera, en lugar de ǫ = (1/2)mı́n{∆1,∆2}.

Dejaremos la prueba de la parte (B) del Lema 10.1.2 para el final. Primero probaremos
su parte (C):

Demostración de la parte (C) del Lema 10.1.2

Tenemos que demostrar la aproximación uniforme (en los vectores 0 6= v ∈ Fx(2ǫ) al
ĺımite superior acotado por −χ+

E + 2ǫ. Más precisamente:

Para µ-c.t.p. x ∈ M , dado ǫ′ > 0, existe N = N(x) (independiente de 0 6= v ∈
Fx(2ǫ)), tal que:

log(‖df−n
x v‖/‖v‖)
n

≤ −χ+
E(x) + 2ǫ+ ǫ′ ∀ n ≥ N ∀ 0 6= v ∈ Fx (10.38)

Demostración. Por simplicidad, a lo largo de esta prueba, denotaremos Fx al sube-
spacio Fx(2ǫ). Por la parte (A) Fx es un subespacio vectorial de Ex. En los puntos
x tales que la dimensión de Fx es nula, no existen vectores 0 6= v ∈ Fx y no hay
nada que probar. Para cada uno de los demás puntos x, existe una base ortonormal
v1, . . . , vk del subespacio Fx, donde

k = dim(Fx)

depende de x. Elegimos la base ortonormal; es decir

‖vi‖ = 1, < vi, vj >= 0 ∀ 1 ≤ i 6= j ≤ k.
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Dejamos fijo el punto x y tal base v1, . . . , vk. Por definición del subespacio Fx, para
cada vi se cumple:

ĺım sup
n→+∞

log ‖df−n
x vi‖
n

≤ −χ+
E(x) + 2ǫ.

Luego, dado ǫ′ > 0 existe Ni ≥ 1 tal que

log ‖df−n
x vi‖
n

< −χ+
E(x) + 2ǫ+

ǫ′

2
∀ n ≥ Ni. (10.39)

Sea

N = máx
{2 log dim(Fx)

ǫ′
, máx{Ni : 1 ≤ i ≤ k}

}
≥ 1. (10.40)

Para probar la aproximación uniforme, demostraremos que para este natural N , se
satisface la desigualdad (10.38) para todo n ≥ N y para todo 0 6= v ∈ Fx. No es
restrictivo asumir que

‖v‖ = 1,

ya que el ĺımite superior a la izquierda de la desigualdad (10.38) no cambia si se
multiplica el vector no nulo v por un escalar no nulo. Como {v1, . . . , vk} generan Fx,
existen reales {ai} tales que:

v :=

k∑

i=1

aivi

Como ‖v‖ = 1 y la base {vi}1≤i≤k es ortonormal, tenemos:

< v, vj >= ai, |ai| ≤ ‖v‖ · ‖vi‖ = 1,

k∑

i=1

|ai| ≤
k∑

i=1

1 = k = dim(Fx). (10.41)

Por la linealidad de df−n
x y la propiedad triangular de la norma tenemos

‖df−n
x v‖ = ‖

k∑

i=1

aidf
−n
x vi‖ ≤

k∑

i=1

|ai|‖df−n
x vi‖ ∀ n ≥ 0 (10.42)

Multiplicando por n y aplicando la función exponencial a ambos miembros de la
desigualdad (10.39), se obtiene:

‖df−n
x vi‖ < en(−χ+

E(x) + 2ǫ+ (ǫ′/2)) ∀ n ≥ N ≥ Ni, ∀ 1 ≤ i ≤ k. (10.43)

Reuniendo las desigualdades (10.42) y (10.43), y luego aplicando la desigualdad (10.41)
resulta, para todo n ≥ N :

‖df−n
x v‖ ≤

k∑

i=1

|ai|‖df−n
x vi‖ ≤ en(−χ+

E(x) + 2ǫ+ (ǫ′/2))
( k∑

i=1

|ai|)
)
≤

≤ en(−χ+
E(x) + 2ǫ+ (ǫ′/2)) dim(Ex) =
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= en(−χ+
E(x) + 2ǫ+ (ǫ′/2)) elog dim(Ex)

∀ n ≥ N ∀ v ∈ Fx, ‖v‖ = 1. (10.44)

Tomando logaritmo en el primero y último miembro de la cadena de desigualdades
(10.44), se deduce:

log ‖df−n
x v‖ ≤ n(−χ+

E(x) + 2ǫ+ (ǫ′/2)) + log dim(Fx)

∀ n ≥ N ∀ v ∈ Fx, ‖v‖ = 1.

Dividiendo entre n y usando la desigualdad (10.40),
(1/n) ≤ (1/N) ≤ ǫ′/(2 log dim(Fx)), resulta:

log ‖df−n
x v‖
n

≤ −χ+
E(x) + 2ǫ +

ǫ′

2
+

log dim(Fx)

n
≤

≤ −χ+
E(x) + 2ǫ +

ǫ′

2
+

ǫ′

2
= −χ+

E(x) + 2ǫ + ǫ′

∀ n ≥ N ∀ v ∈ Fx, ‖v‖ = 1.

Entonces, para cualquier vector 0 6= w ∈ Fx, observando que ‖df−nw/‖w‖‖ =
‖df−nw‖/‖w‖ y que w/‖w‖ = v cumple ‖v‖ = 1, de la desigualdad anterior se
deduce:

log(‖df−n
x w‖/‖w‖)
n

≤ −χ+
E(x) + 2ǫ + ǫ′

∀ n ≥ N ∀ 0 6= w ∈ Fx,

probando la desigualdad (10.38) como queŕıamos, y terminando la demostración de
la parte (C) del Lema 10.1.2.

Demostración de la parte (B) del Lema 10.1.2:
No nulidad de F (2ǫ) para µ-c.t.p. donde E 6= {0}
En la Observación 10.1.1, vimos que no es restrictivo asumir que

Ex 6= {0} µ− c.t.p.

Entonces, en esta parte (A) probaremos que Fx(2ǫ) 6= {0} µ-c.t.p.

Paso 1: Conjuntos An(ǫ) de ǫ-aproximación.
Por la parte (a) del Teorema 4.4.8, tenemos:

ĺım
n→+∞

log ı́nf ‖df−n
x |Ex

‖
n

= −χ+
E(x) µ− c.t.p. (10.45)

Fijamos ǫ > 0. Usando la igualdad (10.45), para µ-c.t.p. x ∈ M existen números
naturales j, arbitrariamente grandes tales que

log ı́nf ‖df−j
x |Ex

‖
j

≤ −χ+
E(x) + ǫ.
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Como Ex es un subespacio vectorial, existe un vector 0 6= v ∈ Ex tal que

ı́nf ‖df−j
x |Ex

‖ =
‖df−j

x v‖
‖v‖ .

Deducimos que el siguiente subfibrado Vx(j, ǫ) ⊂ Ex no es nulo para µ-c.t.p. x ∈ M
si j ≥ N0(x):

Vx(j, ǫ) :=

{0} ∪ {0 6= v ∈ Ex :
log(‖df−j

x v‖/‖v‖)
j

≤ −χ+
E(x) + ǫ} 6= {0} (10.46)

Para todo n ≥ 1 definimos el siguiente conjunto:

An(ǫ) := {x ∈M : Vx(j, ǫ) 6= {0} ∀ j ≥ n}. (10.47)

{An}n≥1 es una sucesión creciente de conjuntos. Por lo probado al principio, para µ-
c.t.p. x ∈M existe n = N0(x) ≥ 1 tal que Vx(j, ǫ) 6= {0} para todo j ≥ n. Deducimos
que µ-c.t.p. x ∈ An para algún n ≥ 1, es decir:

µ
( +∞⋃

n=1

An(ǫ)
)

= 1 ∀ µ ∈ Mf (10.48)

Paso 2: Conjuntos Xm de 2ǫ-aproximación por tramos.
Dados fijos ǫ > 0 y un natural m ≥ 1, construimos el siguiente conjunto Xm(2ǫ) ⊂M :

Xm(2ǫ) :=
{
y ∈M :

m⋂

j=1

Vy(j, 2ǫ) 6= {0}
}
, (10.49)

donde Vy(j, 2ǫ) es el subfibrado definido en (10.46). Dicho de otra forma, y ∈ Xm(2ǫ)
si y solo si existe un vector no nulo u ∈ Ey tal que:

log(‖df−j
y u‖/‖u‖)
j

≤ −χ+
E(y) + 2ǫ ∀ j ∈ {1, . . . ,m}. (10.50)

Es decir, un mismo vector no nulo v ∈ Ey está en todos los subfibrados Vy(j, 2ǫ)
de 2ǫ-aproximación, para todos los valores de j en el tramo que va desde 1 hasta
m. Entonces, Xm(2ǫ) es el conjunto de puntos donde existen vectores no nulos para
los cuales la 2ǫ-aproximación al ĺımite superior −χ+

E se produce en todo el tramo
(para cada uno de los mismos vectores) de valores naturales de j entre 1 y m. Se
observa que, aunque en la cola para valores de j > m no se afirma nada sobre la
aproximación, la longitud finita del tramo donde se satisface la 2ǫ-aproximación es
tanto mayor cuanto mayor es m.
Pero que no se afirme nada sobre la aproximación para valores de j > m, es un
problema resoluble del siguiente modo:
Si existiera algún punto y:

y ∈
⋂

m≥N0

Xm(2ǫ), (10.51)
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entonces existiŕıa, para cada m ≥ N0, un vector no nulo um ∈ Ey que cumple (10.50)
para cada m fijo que se elija.
Con y y m fijos, el conjunto Um,y de vectores u ∈ Ey tales que ‖u‖ = 1 y que
cumplen (10.50) para todo j ∈ {1, . . . ,m}, es compacto en Ey (porque Ey es un
subespacio y df−j

y es una transformación lineal invertible para cada j). Además la
sucesión {Um,y}m≥N0 (con y fijo) de conjuntos de vectores en Ey, es decreciente al
crecer m ≥ N0. Entonces deducimos (usando la propiedad de intersecciones finitas
de compactos) que

⋂
m≥N0

Um,y 6= ∅. Luego, si existe algún punto y en el conjunto
intersección definido en (10.51), entonces, para este punto y, existe un vector de
u ∈ ⋂m≥N0

Um,y, con norma 1. Es decir, existe 0 6= u ∈ Ey tal que

log(‖df−j
y u‖/‖u‖)
j

≤ −χ+
E(y) + 2ǫ ∀ j ∈ {1, . . . ,m} ∀ m ≥ N0.

Esto significa que:

log(‖df−j
y u‖/‖u‖)
j

≤ −χ+
E(y) + 2ǫ ∀ j ∈ N+. (10.52)

Luego

ĺım sup
j→+∞

log(‖df−j
y u‖/‖u‖)
j

≤ −χ+
E(y) + 2ǫ,

probando la no nulidad del subespacio Fy(2ǫ), c.f. igualdad (10.37), como queŕıamos
demostrar.
En resumen, hemos probado que:

⋂

m≥1

Xm(2ǫ) ⊂ B := {y ∈M : Fy(2ǫ) 6= {0}}. (10.53)

El argumento desarrollado para probar la no nulidad del subfibrado Fy(2ǫ) vale so-
lamente para los puntos y (si existe alguno) que están en el conjunto intersección⋂

m≥1Xm(2ǫ). Pero nosotros queremos demostrar que el subespacio Fy(2ǫ) 6= {0}
para µ-c.t.p. y ∈M .
Entonces, para demostrar la parte (B) del Lema 10.1.2, bastaŕıa probar que el conjunto
intersección

⋂
m≥1Xm(2ǫ), tiene medida µ igual a 1. No probaremos tal afirmación

tan fuerte, sino una aparentemente más débil, que es la siguiente:

A demostrar: ∃ δ > 0 tal que µ
( ⋂

m≥N0

Xm(2ǫ)
)
≥ δ ∀ µ ∈ Mf . (10.54)

donde Xm(2ǫ) ⊂M es el conjunto de aproximación definido en la igualdad (10.49), y
δ > 0 es independiente de la medida de probabilidad µ invariante por f .
Afirmamos que basta probar (10.54) para poder deducir que F (2ǫ) 6= {0} µ-c.t.p.
para toda µ ∈ Mf , lo cual terminaŕıa de demostrar la parte (B) del Lema 10.1.2.
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En efecto, si es cierta la afirmación (10.54), entonces en particular para toda medida
de probabilidad ν ergódica para f , tenemos

ν
( ⋂

m≥N0

Xm(2ǫ)
)
≥ δ > 0.

Por la inclusión (10.53), deducimos que

ν(B) = ν
({
x ∈M : Fx(2ǫ) 6= {0}

})
≥ δ > 0.

Pero el subespacio Fx(2ǫ) es df -invariante, porque el ĺımite superior en la fórmula
(10.1) es invariante con f y la función χ+

E también lo es (c.f. parte d) del Teorema
4.4.8).
Entonces, el conjunto B es invariante con f . Como tiene medida positiva ν(B) ≥
δ > 0, para cualquier medida de probabilidad ergódica ν, entonces B tiene medida 1
para cualquier probabilidad ergódica ν. Luego, por el Teorema 4.1.2 de Desintegración
Ergódica, el conjunto B donde el subfibrado F (2ǫ) no es nulo tiene probabilidad total
(medida 1 para cualquier µ ∈ Mf ), terminando de demostrar el Lema 10.1.2 (módulo
la prueba de la afirmación (10.54)).

Paso 3: Reducción del problema al Lema de Pliss
Ahora el objetivo es probar (10.54). Para ello reduciremos la demostración a la prueba
de un lema (Lema de Pliss) que enunciaremos y demostraremos al final.

Demostración. Denotamos

X(2ǫ) :=

+∞⋂

m=1

Xm(2ǫ)

A(ǫ) :=
+∞⋃

n=1

An(ǫ),

donde Xm(2ǫ) es el conjunto de 2ǫ-aproximación en el tramo [1,m], definido por la
igualdad (10.49), y An(ǫ) es el conjunto de ǫ-aproximación en la cola [n,+∞), definido
por la igualdad (10.47). En el paso 1 probamos la afirmación (10.48):

µ(A(ǫ)) = 1 ∀ µ ∈ Mf .

Queremos probar (10.54), o sea estimar por abajo la medida µ(X(2ǫ)) para toda
µ ∈ Mf . Como por ahora ǫ > 0 esta fijo, por simplicidad omitiremos provisoriamente
la escritura de 2ǫ y ǫ en los conjuntos X(2ǫ) y A(ǫ) respectivamente.
De la Fórmula (10.49) que define los conjuntos Xm, observamos que la sucesión
{Xm}m≥1 es decreciente con m; es decir, Xm+1 ⊂ Xm ∀ m ≥ 1. Denotemos ξXm

a la función caracteŕıstica del conjunto Xm. Tenemos

ξXm+1 ≤ ξXm
∀ m ≥ 1.
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Entonces, para cualquier medida de probabilidad µ se cumple

µ(X) = ĺım
m→+∞

µ(Xm).

Denotemos ξXm
a la función caracteŕıstica del conjunto Xm. Por el teorema de

Birkhoff, y por convergencia dominada, para toda medida de probabilidad µ invariante
con f , tenemos:

µ(X) = ĺım
m→+∞

µ(Xm) = ĺım
m→+∞

∫
ξXm

dµ =

= ĺım
m→+∞

∫
ξ̃Xm

dµ

donde ξ̃Xm
denota el ĺımite de los promedios de Birkhoff de la función ξXm

con
m ≥ 1 fijo, para el difeomorfismo f−1 (si µ es f -invariante, entonces es también
f−1-invariante: luego podemos aplicar el teorema de Birkhoff para f−1 en lugar de
f).
Como µ(A) = 1 para toda µ ∈ Mf , entonces:

µ(X) = ĺım
m→+∞

∫

x∈A

ξ̃Xm
(x) dµ.

Ahora tenemos en cuenta que el promedio de Birkhoff de la función caracteŕıstica
ξXm

(x) hasta tiempo n por f−1, en cada punto x ∈M , es la frecuencia con la que los
puntos del tramo de órbita {f−k(x)}0≤k≤n−1 cayeron en Xm. Entonces:

ξ̃Xm
(x) = ĺım

n→+∞

1

n

m−1∑

k=1

χXm
(f−k(x)) =

= ĺım
n→+∞

#{1 ≤ k ≤ n : f−k(x) ∈ Xm}
n

.

Juntando esto con lo anterior, obtenemos:

µ(X) =

= ĺım
m→+∞

∫

x∈A

ĺım
n→+∞

#{1 ≤ k ≤ n : f−k(x) ∈ Xm}
n

dµ

∀ µ ∈ Mf (10.55)

Supongamos demostrada la siguiente propiedad:

Afirmación X:

Existe constante 0 < δ ≤ 1, independiente del punto x, de la medida de probabilidad
µ, de m y de n, tal que:
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Para todo m ≥ 1, para todo x ∈ A, existe n1 = n1(x,m) tal que, para todo n ≥ n1 se
cumple:

#{1 ≤ k ≤ n : f−k(x) ∈ Xm} ≥ δ n (10.56)

Si demostramos la afirmación X, entonces, sustituyendo en la igualdad (10.55), ob-
tendŕıamos inmediatamente que

µ(X) ≥ δ ∀ µ ∈ Mf ,

demostrando (10.54) como queŕıamos, y terminando de probar el Lema 10.1.2.

Entonces ahora el objetivo es demostrar la Afirmación X. La reformularemos como
sigue, incorporando ahora de vuelta el parámetro ǫ > 0 en la notación y los enunciados:

Afirmación Y:
Para todo ǫ > 0 existen constantes N0 = N0(ǫ) ≥ 1 y 0 < δ = δ(ǫ) ≤ 1 (independientes
del punto x, de la medida de probabilidad µ, de n y de m) tales que:

Para todo x ∈ A(ǫ), existe n0 = n0(x) ≥ N0 tal que para todo n ≥ n0 y para todo
m ≤ δn se cumple:

#{1 ≤ k ≤ n : f−k(x) ∈ Xm(2ǫ)} ≥ δ n

Si demostramos la Afirmación Y, entonces deducimos inmediatamente la Afirmación
X, eligiendo para cada x ∈ A(ǫ) y cada m ≥ 1 dados:

n1 = n1(x,m) := máx{n0(x), m/δ}.

Entonces, ahora el objetivo final es probar la Afirmación Y, que es justamente el Lema
de Pliss, que demostraremos en el próximo parágrafo.
Hemos terminado de probar la afirmación (10.54) como queŕıamos (módulo el Lema
de Pliss), y con ella termina la demostración del Lema 10.1.2

El siguiente resultado reformula, en un contexto adaptado a nuestra notación, el Lema
de Pliss [Pl 1972]. Este lema es un resultado aritmético que se refiere a promedios de
sucesiones cualesquiera de números reales.

Sea (fijo) ǫ > 0. Sea, para cada n ≥ 1, el conjunto An(ǫ) definido por la igualdad
(10.47).
Denotemos

A(ǫ) :=

+∞⋃

n=1

An(ǫ) (10.57)

Sea, para cada m ≥ 1, el conjunto Xm(2ǫ) definido por la igualdad (10.49).
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Lema 10.2.2. Una reformulación del Lema de Pliss
Hipótesis: Dado ǫ > 0 sea

x ∈ A(ǫ).

En extenso, la hipótesis asume que existe n(x) tal que para cada n ≥ n(x), existe un
vector no nulo 0 6= v ∈ Ex que cumple:

log(‖df−n
x v‖/‖v‖)
n

≤ −χ+
E(x) + ǫ (10.58)

Tesis: Para todo ǫ > 0, existen N = N(ǫ) ≥ 1 y 0 < δ = δ(ǫ) ≤ 1 tales que:

Para todo punto x ∈ A(ǫ), y para todo n ≥ máx{n(x), N(ǫ)}, se cumple lo siguiente:
Existen

r ≥ δn

puntos diferentes en el tramo de órbita

{
f−k(x)

}
0 ≤ k ≤ n− 1

que pertenecen al conjunto Xm(2ǫ), definido en la igualdad (10.49), para cualquier
natural

1 ≤ m ≤ δn.

En otras palabras, existen r ı́ndices {k1, k2, . . . , kr} ⊂ {k ∈ N : 0 ≤ k ≤ n − 1}, con
r ≥ δn y ki 6= kj si i 6= j, tales que para todo i = 1, . . . , r el punto f−ki(x) posee un
vector no nulo ui ∈ Ef−ki (x) que satisface la siguiente condición de 2ǫ-aproximación
en tramos largos:

log(‖df−j

f−ki (x)
ui‖/‖ui‖)

j
≤ −χ+

E(x) + 2ǫ ∀ j ∈ {1, . . . ,m}. (10.59)

Se resalta que δ = δ(ǫ) y N = N(ǫ) no dependen del punto x ∈ A(ǫ), ni de ninguna
medida de probabilidad µ, ni de los naturales n y m, y que la tesis vale para cualquier
punto x ∈ A(ǫ) (no solo para un subconjunto con probabilidad total de A(ǫ)).
Interpretación: Se asume por hipótesis, que en un instante al final de por lo menos n
iterados (para cualquier n suficientemente grande), la aproximación al ĺımite superior
χ+

E de los posibles exponentes de Lyapunov, es por lo menos ǫ. La tesis afirma que
entonces, en el camino recorrido entre el iterado 1 y el n, existieron por lo menos
r ≥ δn instantes (una proporción no menor que δ > 0), en que la aproximación fue
de por lo menos 2ǫ y no solo en vectores diferentes para cada instante ni en instantes
aislados, sino para un mismo vector, y en tramos de longitud m, que crece y tiende
infinito con n.

Ahora demostraremos el Lema 10.2.2. La formulación original de Pliss de este lema y
su demostración se encuentra en [Pl 1972]. Otras formulaciones del Lema de Pliss y
sus demostraciones pueden encontrarse, por ejemplo, en [Mañ 1983a, Lema on page
356], [Mañ 1987], [Bon-Dia-Via 2005, Lemma 11.5], [Via 2012a] y [Po 2007].
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Demostración. del Lema 10.2.2: Recordamos del Teorema 4.4.8, que

|χ+
E | ≤ log k (10.60)

donde k = máxz∈M{‖dfz‖, ‖df−1
z ‖} ≥ 1. Además, por la fórmula de derivada de

función compuesta y de función inversa: 4.4.3:

∣∣∣ log(‖df−n
x v‖/‖v‖)
n

∣∣∣ ≤ log k ∀ x ∈ X, ∀ v ∈ TxM. (10.61)

Sean

N = N(ǫ) ≥ 2 log k + 2ǫ

ǫ
(10.62)

0 < δ = δ(ǫ) :=
ǫ

4 log k + 4ǫ
(10.63)

Dado x ∈ A(ǫ), debido a las definiciones (10.47 y (10.57), existe

n0 = n0(x) ≥ N

tal que para todo n ≥ n0 existe algún vector 0 6= v0 ∈ Ex que satisface la desigualdad
(10.58). Fijemos cualquier n ≥ n0 y el vector 0 6= v0 ∈ Ex que satisface la desigualdad
(10.58).
Aplicando la regla de la cadena tenemos:

dfn
x v0 = df−1

f−(n−1)(x) . . . df
−1
f−j(x) . . . df

−1
f−2(x) df

−1
f−1(x) df

−1
x v0.

Denotamos:
vj = df−j

x v0 ∀ j ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.
Tomando norma en la igualdad obtenida de la regla de la cadena, y dividiendo entre
‖v0‖, resulta:

‖df−n
x v0‖
‖v0‖

=

n−1∏

j=0

‖df−1
f−j(x)vj‖
‖vj‖

.

Tomando logaritmo:

log(‖df−n
x v0‖/‖v0‖) =

n−1∑

j=0

log(‖df−1
f−j(x)vj‖/‖vj‖.

Por la hipótesis (10.58):

n−1∑

j=0

log(‖df−1
f−j(x)vj‖/‖vj‖ ≤ n(−χ+

E + ǫ)

Por simplicidad en la notación, escribimos:

aj := log(‖df−1
f−j(x)vj‖/‖vj‖) (10.64)
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Entonces tenemos:
n−1∑

j=0

aj ≤ n(−χ+
E + ǫ). (10.65)

Definimos para todo
k ∈ {1, . . . , n}

la siguiente suma auxiliar:

Sk := (

k−1∑

j=0

aj) + kχ+
E − 2kǫ. (10.66)

Entonces, si 1 ≤ k ≤ n− 2, tenemos:

Sk+1 − Sk =

k∑

j=0

aj + (k + 1)χ+
E − 2(k + 1)ǫ−

k−1∑

j=0

aj + kχ+
E − 2kǫ =

= ak + χ+
E − ǫ ≥ −|ak| − |χ+

E | − 2ǫ.

Usando las cotas (10.60) y (10.61), resulta:

Sk+1 − Sk ≥ −2 log k − 2ǫ ∀ k ∈ {1, . . . , n− 2} (10.67)

Además, reuniendo (10.65) y (10.66):

Sn =
n−1∑

j=0

aj + nχ+
E − 2nǫ ≤ −nǫ (10.68)

Usando que n ≥ N por hipótesis, y la fórmula (10.62), deducimos:

Sn ≤ −nǫ ≤ −Nǫ ≤ −2(log k + 2ǫ) < − log k (10.69)

De la definición de la suma auxiliar Sk en (10.66), aplicada al caso k = 0, tenemos:

S1 =

0∑

j=0

aj = a0 ≥ −|a0| ≥ − log k > SN (10.70)

Luego,
S1 > SN .

Ahora recorremos los naturales k ∈ {1, 2, . . . , n} en forma regresiva, comenzando por

k1 := n

del siguiente modo: Tenemos k1 = n, luego Sk1 = Sn. Si n − 1 cumple que Sn−1 ≥
Sn, entonces nombramos k2 := n − 1, Sk2 = Sn−1 y pasamos al natural siguiente
en orden descendente. En caso contrario, no nombramos todav́ıa a k2 ni a Sk2 y
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pasamos al natural siguiente en orden descendente n − 2. Digamos que en este paso
tenemos nombrados hasta el ı́ndice ki. Si Sn−2 ≥ Sn−1, Sn, entonces nombramos
ki+1 = n−2, Ski+1 = Sn−2 y pasamos a n−3. En caso contrario (o sea si Sn−2 < Sn−1

o si Sn−2 < Sn), no nombramos todav́ıa a ki+1 y pasamos al natural siguiente en orden
descendente. Dicho con precisión:
Construimos todos los naturales

1 ≤ ks < ks−1 < . . . < ki < . . . < k2 < k1 = n (10.71)

que cumplen
Ski

≥ Sk ∀k ∈ {ki, . . . , n}. (10.72)

Se observa que ks no tiene porqué ser 1, ya que si bien S1 > Sn, puede haber otro
valor del ı́ndice ki > 1, tal que Sk1 ≥ S1. El último ks en ser definido (es decir, el
menor ı́ndice ks) siempre cumple:

Sks
≥ S1. (10.73)

También observamos que la cantidad s de ı́ndices aśı construidos, es por lo menos
2. En efecto, por construcción, el primero (el mayor ı́ndice) es k1 = n, por con-
vención. Por otro lado, ya probamos que S1 > Sn. Luego, existe un primer nat-
ural (primero en orden descendente) después del mayor, un k2 < n que cumple
Sk2 ≥ Sk ∀ k ∈ {k2, . . . , n}. En caso contrario seŕıan todos las sumas auxiliares
Sk menores estrictamente que Sn, para 1 ≤ k < n, contradiciendo que S1 > Sn.
Como hay por lo menos 2 ı́ndices diferentes en la colección (10.71), para todo i ∈
{1, . . . , s − 1} existe Ski+1 . Por el procedimiento de construcción con la condición
(10.72), deducimos que:

Ski
≥ Ski+1+1, (10.74)

pues si fuera Ski+1+1 > Ski
, entonces habŕıamos asignado el siguiente ı́ndice ki+1

antes (es decir mayor o igual) de llegar ı́ndice ki+1 + 1 (y ki+1 no es mayor o igual
que ki+1 + 1).
Usando la desigualdad (10.67):

Ski+1+1 − Ski+1 ≥ −2 log k − 2ǫ ∀ i ∈ {1, . . . , s− 1}

Luego, reuniendo esta última desigualdad con (10.74), obtenemos:

Ski
− Ski+1 ≥ Ski+1+1 − Ski+1 ≥ −2 log k − 2ǫ ∀ i ∈ {1, . . . , s− 1}.

Entonces:
s−1∑

i=1

(Ski
− Ski+1) ≥ (s− 1)(−2 log k − 2ǫ),

S1 − Ss ≥ (s− 1)(−2 log k − 2ǫ).

Reuniendo esta última desigualdad con (10.68) y (10.73):

−nǫ− S0 ≥ S1 − Ss ≥ (s− 1)(−2 log k − 2ǫ).
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Finalmente empleando la cota (10.70), resulta:

−nǫ+ log k ≥ −nǫ− S0 ≥ (s− 1)(−2 log k − 2ǫ),

de donde

s− 1 ≥ nǫ− log k

2 log k + 2ǫ
≥ nǫ

2 log k + 2ǫ
− 1.

Entonces,
s

n
≥ ǫ

2 log+2ǫ
= 2δ. (10.75)

Con esta construcción hemos encontrado una proporción s/n no menor que 2δ del
conjunto inicial de n ı́ndices. Vamos a interpretar ahora el resultado en términos de
las aproximaciones de (1/h) log(‖df−h

fki
vki

‖/‖vki
‖) al ĺımite superior χ+

E :

Para todo ki con

i ∈ {2, . . . , s}
y para todo natural

h ∈ {ki + 1, . . . , n}
se cumple:

h−1∑

j=ki

aj =

h−1∑

j=0

aj −
ki−1∑

j=0

aj = Sh + h(−χ+
E + 2ǫ) − Ski

− ki(−χ+
E + 2ǫ) =

= Sh − Ski
+ (h− ki)(−χ+

E + 2ǫ).

Como Sh ≤ Ski
:

h−1∑

j=ki

aj ≤ (h− ki)(−χ+
E + 2ǫ).

Reemplazando aj por la igualdad (10.64):

h−1∑

j=ki

log(‖df−1
f−j(x)vj‖/‖vj‖) ≤ (h− ki)(−χ+

E + 2ǫ).

log

h−1∏

j=ki

(‖df−1
f−j(x)vj‖/‖vj‖) ≤ (h− ki)(−χ+

E + 2ǫ),

y por la regla de la cadena:

log(‖df−(h−ki)

f−ki (x)
vki

‖/‖vki
‖) ≤ (h− ki)(−χ+

E + 2ǫ).

log(‖df−(h−ki)

f−ki (x)
vki

‖/‖vki
‖)

h− ki
≤ −χ+

E + 2ǫ ∀ h ∈ {ki + 1, . . . , n}. (10.76)
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(Hemos descartado a k1 = n para que el cálculo anterior sea válido pudiendo computar
ki + 1). Luego, hemos encontrado s− 1 ≥ (2δn) − 1 puntos

f−ki(x) : 2 ≤ i ≤ s

a lo largo del tramo finito de órbita {f−j(x)}1≤j≤n−1 del punto x, tales que tienen
vectores no nulos vki

∈ Efki (x) que 2ǫ aproximan, por la desigualdad (10.76), al ĺımite

χ+
E , durante todo un tramo (de los df−(h−ki) con ki fijo):

h− ki ∈ {1, . . . , n− ki}.

Para terminar de probar el Lema 10.2.2, contemos cuántos, de estos s − 1 puntos
{f−ki(x)}, están en el conjunto Xm(2ǫ) dado por la igualdad (10.49); es decir, cuántos
2ǫ-aproximan durante un tramo que incluya por lo menos a todos los df−(h−ki) en el
siguiente intervalo de naturales

h− ki ∈ {1, . . . ,m},

donde m es un natural que puede tomar cualquier valor, siempre que no supere a nδ.
Para asegurarse que esto suceda, basta imponer la condición

n− ki ≥ m.

Esto es, ki ≤ n − m ≤ n(1 − δ). Entonces contemos (o mejor dicho, estimemos en
cota inferior) cuántos ki diferentes, de los s ≥ δn ı́ndices diferentes que construimos
al principio, cumplen ki ≤ n(1 − δ). Contemos cuántos a lo sumo no lo cumplen, y
restémoslos de s:
Si ki > n(1−δ), como por construcción (después de descartar el último) 1 ≤ ki ≤ n−1,
entonces ki ∈ (n− nδ, n) ∩ N. En el intervalo de reales (n− nδ, n− 1) hay a lo sumo
(δn) − 1 naturales. Entonces los ı́ndices ki que debemos descartar son a lo sumo δn
(incluyendo k1 = n, que ya lo descartamos una vez). Como tenemos s ≥ 2δn ı́ndices
diferentes en el intervalo [1, n], restando δn quedan:

r = s− δn ≥ 2δn− δn = δn

ı́ndices diferentes ki ∈ [0, n− 1] tales que los puntos f−ki(x) satisfacen la desigualdad
(10.76), para todo 1 ≤ h − ki ≤ m. Luego f−ki(x) ∈ Xm(2ǫ), como queŕıamos
demostrar.
Finalmente, notamos que, en el enunciado del Lema 10.2.2, los ı́ndices ki están re-
numerados con i = 1, . . . , r. Para ser precisos, los ı́ndices del enunciado son en realidad
la subcolección {kil

}1≤l≤r, obtenida de la colección {ki}1≤i≤s construida a lo largo
de esa prueba, después de descartar los del conjunto {1 ≤ i ≤ s : ki ∈ (n− nδ, n]}.
Hemos terminado de probar el Lema 10.2.2 de Pliss.



320 Eleonora Catsigeras



321

Bibliograf́ıa

[Ab-An 2012] Abdenur F., Andersson M.: Ergodic theory of generic continuous
maps Preprint ArXiv:1201.0632[math.DS], 2012
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[Mañ 1987] ——: Ergodic theory and differentiable dynamics Ergebnisse der
Mathematik und ihrer Grenzgebiete Vol. 3, ISBN 978- 0387152783,
Springer–Verlag, Berlin–Heidelberg–New York–Tokyo, 1987

[Mar 1966] Margulis G.A.: Unpublished proof, 1966, cited in Hasselblatt B,
Pesin Ya.B: Pesin entropy formula Scholarpedia 3 (3) (2008): 3733

[Mi 1985] Milnor J.: On the concept of attractor Comm. Math. Phys. 99
(1985) pp. 177–195, On the concept of attractor: Correction and
remarks Comm. Math. Phys. 103 (1985) pp. 517-519

[Mis 2005] Misiurewicz, M.: Ergodic natural measures in Contemporary
Mathematics 385 Algebraic and topological dynamics. Edts:
Kolyada S., Manin Y., Ward T., 978-0-8218-3751-1, pp. 1–6, Amer.
Math. Soc., Providence, R.I., 2005.

[Ni-Pe 2011] Nicol M., Petersen K.: Ergodic Theory: Basic Examples and Con-
structions In the book: Mathematics of Complexity and Dynam-
ical Systems, R. A. Meyers (Ed.), ISBN: 978-1-4614-1806-1, pp.
264–287 Springer, New York, 2011

[Os 1966] Oseledets V.I.: On spectra of ergodic automorphisms Dokl. Acad.
Sci. ISSR 168 (5) (1966) pp. 1009–1011



326

[Os 1968] ——: A multiplicative ergodic theorem. Lyapunov characteristic
numbers for dynamical systems Trans. Moscow Math. Soc. 19
(1968) pp. 197–231

[Pa 1999] Palis J.: A global view of Dynamics and a conjecture on the dense-
ness of finitude of attractors. Astérisque 261 (1999) pp. 339–351
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densidad de, 175, 185, 186
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invariante, 2, 27

ejemplo de no existencia, 3
teorema de existencia, 2

mixing, 51, 230, 236, 237, 241
mutuamente singulares, 21
positiva sobre abiertos, 17
pseudo-f́ısica, 217, 218
soportada en atractor, 147, 156, 157
soporte compacto de, 221
SRB, 156, 157, 162, 171, 172, 174,

175, 178, 206, 220, 225
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fórmula de, 177, 178, 225
región de, 85
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unilateral, 242

silla, 11, 70
singularidad mutua, 21, 22
sistema dinámico, 1
sistemas dinámicos conjugados, 73
solenoide, 149
soporte compacto, 221, 222
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de Oseledets, 80
dominado, 173
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atractor estad́ıstico, 222
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de compacidad de Of , 218
de continuidad de
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atractor de Ilyashenko, 210
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atractor estad́ıstico, 210
foliaciones invariantes, 77
medidas condicionales, 166
medidas de Gibbs, 174
medidas ergódicas, 21, 23, 90
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medidas SRB, 174
medidas SRB-like, 218
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de hiperbolicidad no uniforme, 85
de invariancia de la entroṕıa, 269, 277
de medida de Gibbs, 171
de medida SRB ergódica, 172, 174
de medidas ergódicas

existencia, 21, 90
extremalidad, 23
singularidad mutua, 22

de metrizabilidad de M, 6
de producto local, 185
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del shift de Bernoulli, 241
de representación de Riesz, 5
de unicidad de medida SRB, 174, 225
de unicidad de medida SRB-like, 220
ergódico, 28, 32, 34, 36–38, 103, 135
ergódico maximal, 32, 34, 36, 37
ergódico multiplicativo, 135
ergódico subaditivo, 103
Franks, 73
Hopf, 16
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Jensen - desigualdad de, 253
Katznelson, 235, 237
Kingmann, 103
Kolmogorov-Sinai, 270
Lebesgue-Radon-Nikodym, 22
Ledrappier-Young, 178
lema de Poincaré, 15
Lewowicz, 75
Margulis-Ruelle, 178
optimalidad estad́ıstica, 219
Orstein, 245
Oseledets, 69, 78, 81, 135, 293
Parseval, 232
Pesin-Sinai, 172, 174
Pliss - Lema de, 314
Riesz, 5
Rohlin, 166, 169
Ruelle, 225
Tichonov, 5
variacional de la entroṕıa, 276, 283

tiempo medio de estad́ıa, 31, 43, 207, 208
topoloǵıa débil estrella, 4, 258, 259
transformación

únicamente ergódica, 44, 47
caótica, 74
conjugada, 277
de Bernoulli, 245
entroṕıa de, 266, 269
ergódica, 16, 18, 22, 23, 43, 44, 63,

69, 230, 233, 241, 246
expansiva, 74, 75
hiperbólica

no uniforme, 82
uniforme, 57, 63, 67, 70, 72

mixing, 51, 230, 236, 237, 241, 246
semiconjugada, 276
transitiva, 227, 234, 237, 242

transitividad, 14, 17, 69, 227, 234, 247
traslación en el toro, 281

variedad invariante
estable, 59, 72, 73
inestable, 59, 72, 73, 87, 152, 153
local, 60, 87

vector de probabilidad, 240


