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Prologo

Este libro estd destinado a un curso semestral de postgrado en Matematica, intro-
ductorio a la Teoria Ergddica de los Sistemas Dinamicos Discretos. Esta organizado
para que partes del libro (por ejemplo los capitulos 1 a 3, 6 y 7) puedan ser utilizadas
también en cursos de las carreras de grado en Matemaética y de postgrado en Fisica e
Ingenieria Matematica.

Aunque la exposicién del libro esta enfocada desde el punto de vista de los sistemas
dindmicos discretos y deterministas, su lectura no requiere conocimientos previos en
esta materia. Las definiciones y resultados bésicos en este tema estan contenidos
en la exposicién. Requiere en cambio algunos conocimientos previos (bésicos) sobre
topologia de espacios métricos, sobre la teoria de la medida e integracién abstrac-
tas, y sobre geometria diferencial. Estos prerrequisitos estan incluidos en los cursos
curriculares de la carrera de grado en Matematica.

Los capitulos 1 y 2 introducen los conceptos y primeros resultados bésicos de la teoria
ergodica de los sistemas dinamicos discretos y de dinamica topoldgica: definicién y
existencia de medidas invariantes y ergddicas, recurrencia y transitividad, el teore-
ma ergddico de Birkhoff-Khinchin, y las propiedades medibles que caracterizan la
ergodicidad.

El capitulo 3, introduce la dindmica diferenciable. Expone, esencialmente mediante
ejemplos, algunos resultados sobre sistemas dindmicos hiperbdélicos.

En el capitulo 4 se enuncian y demuestran otros teoremas ergddicos, cuyas pruebas
son de mayor complejidad que las de los capitulos anteriores: el teorema subaditivo
de Kingmann, el teorema multiplicativo de Oseledets, y el teorema de desintegracién
ergodica.

Los capitulos 5, 6 y 7 tratan la teoria abstracta de atractores topoldgicos y estadisticos
de sistemas dinamicos en variedades riemannianas. Se introduce las medidas Sinai-
Ruelle-Bowen (SRB) o fisicas, se demuestra su existencia para sistemas diferenciables
hiperbdlicos con suficiente regularidad, se define las medidas de Gibbs, y se incluye
una resena breve de la Teoria de Pesin. El capitulo 7 estudia los atractores en sistemas
continuos, no necesariamente diferenciables, demostrando para ellos la existencia de
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VI

atractores topologicos de Milnor y estadisticos de Ilyashenko, y la relacion entre estos
y las medidas “SRB-like” o pseudo-fisicas.

El capitulo 8 expone los conceptos y resultados basicos de la teoria espectral desde el
punto de vista de la teoria ergédica, la jerarquia ergddica, la dindamica del shift y las
medidas de Bernoulli.

El capitulo 9 trata las definiciones y propiedades bésicas de la entropia métrica y
topoldgica, incluyendo las pruebas del Teorema de Kolmogorov-Sinai y del Principio
Variacional de la Entropia.

Finalmente, en el apéndice se incluye el enunciado y la prueba del Lema de Pliss, y
su uso para demostrar el Teorema Ergodico Multiplicativo de Oseledets.

Eleonora Catsigeras'

Mnstituto de Matemética y Estadistica ”Prof. Ing. Rafael Laguardia”, Facultad de Ingenierfa,
Universidad de la Reptblica, Montevideo, Uruguay.
La autora agradece la financiacién parcial de la Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica (CSIC)
de la Universidad de la Republica, y de la Agencia Nacional de Investigacién e Innovacién (ANII)
de Uruguay
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Capitulo 1

Dinamica medible y
topologica

Usaremos definiciones, notacién y algunos resultados bésicos de teoria de la medida
abstracta y de la topologia en espacios métricos compactos, cuyos enunciados y de-
mostraciones se pueden encontrar por ejemplo en [Fo 1984], [Rud 1979a] o [Ste 2005].

1.1. Dinamica de los automorfismos de medida.

Sea (X, .A) un espacio medible y sea T': X — X una transformacién medible, es decir

T-1(A) e A VA€ A.

Definicién 1.1.1. Sistema dinamico discreto

Se llama sistema dinamico discreto por iterados de T hacia el futuro a la aplicacion
que a cada n € N le hace corresponder la transformacién 7" : X +— X donde T" :=
ToT...oT nveces,sin>1yT°:=id. Esinmediato chequear que T™ es medible
para todo n € N.

Si ademéds T es bi-medible (i.e. T : X +— X es medible, invertible y su inversa
T-!: X — X es medible), entonces el sistema dindmico discreto, por iterados de T'
hacia el futuro y el pasado, se define como la aplicaciéon que a cada n € Z le hace
corresponder T™, donde T~ es la inversade Ty T" := (T~ ')I"l .= T 1oT 1o, . . T~
[n| veces sin < —1.

Se observa que si 7"t = T" o T™ VY n,m € N, y ademds si T es bi-medible se
cumple esa propiedad para todos n,m € Z. Esta propiedad algebraica (cuando T
es bi-medible) se llama propiedad de grupo. Significa que el sistema dindmico es una
accién del grupo de los enteros en el espacio X.

Definicién 1.1.2. Se llama drbita positiva o futura ot (z) por el punto x € X,y =
se llama estado inicial de la érbita, a la sucesién

0" (z) = {T"(x)}nen-

1
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Si T es bi-medible se llama érbita negativa o pasada a la sucesién
o~ () = A{T""(2) nen

y se llama drbita o(x) bilateral (o simplemente érbita cuando T es bi-medible) a la
sucesién bi-infinita

o(z) = {T"(2)}nez.

Cuando T es medible pero no bi-medible, llamamos simplemente 6rbita a la orbita
positiva o futura.

Se observa que T"t™(z) = T"(T™(z)) y por lo tanto el iterado T™(z) es el estado
inicial de la érbita por x que se obtiene corriendo el instante 0 al que antes era instante
m.

Definicién 1.1.3. Punto fijo (o periédico de perfodo 1) es zg tal que T'(zg) = zo.
Punto periddico es xq tal que existe p > 1 tal que T?(xg) = xo. El periodo es el minimo
p > 1 que cumple lo anterior. Se observa, a partir de la propiedad de grupo, que si
un punto es periédico de periodo p entonces su érbita esta formada por exactamente
p puntos.

Definicién 1.1.4. Sea T medible en un espacio (X, .4). Una medida p se dice que es
invariante por T, o que T preserva u, o se dice también que T es un automorfismo
del espacio de medida (X, A, 1)), si

T~ (A)) = p(A) YA€ A.

Se observa que pueden no existir medidas de probabilidad invariantes para cierta
T : X — X transformacién medible dada, como se muestra en el Ejemplo 1.1.7. Sin
embargo:

Teorema 1.1.5. Existencia de medidas invariantes.

Sea X un espacio métrico compacto, y sea T : X — X continua. Entonces existen
(usualmente infinitas) medidas de probabilidad en la sigma-dlgebra de Borel, que son
imvariantes para T'.

Demostraremos este teorema en la siguiente seccién 1.2.

Ejercicio 1.1.6. Sean (X, A, u) e (Y,B,v) u espacios de medida y sea T : X — Y
medible. Se define T como la medida en (Y, B) tal que (T*p)(B) := p(T~Y(B)) =
v(B) para todo B € B.

(a) Encontrar un ejemplo en que T*u = v pero u(A) # v(T(A)) para algin A € A
tal que T'(A) € B.

(b) Encontrar un ejemplo en que 7' sea medible, cumpla 7%y = v pero T~! no sea
medible.

(c) Demostrar que si T es medible, invertible y su inversa 7! es medible, entonces
T*u=vsiysolosi (T~!)*v = u. Cuando se cumplen todas esas condiciones, se dice
que T (y por lo tanto también T—1) es un isomorfismo de espacios de medida.
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Ejemplo 1.1.7. Sea T : [0,1] — [0,1] tal que T'(z) = z/2six # 0y T(0) =1 # 0.
Afirmamos que:
No existe medida de probabilidad invariante por T'.

Demostracion: Si existiera, llamémosla u. Consideremos la particion de intervalo
(0,1] dada por los subintervalos disjuntos dos a dos A, = (1/2"*1,1/2"] para n € N.
Se cumple T-1(A,) = A,_1 para todo n > 1. Como u es T invariante se deduce
1(An) = p(Ag) Vn > 0. Se tiene pu((0,1] = > o u(An) = 32,50 #(Ao) < 1. Luego
w(Ag) = 0, de donde u((0,1]) = 0y u({0}) = 1. Luego u(T~({0})) = 1 lo cual es
absurdo porque T~({0}) = 0. O

Ejercicio 1.1.8. Probar que si T': X +— X es medible entonces T preserva la medida
p siy solo si para toda f € L'(u) se cumple

[teran= [ rau

Proposicion 1.1.9. Sea T : X — X wuna transformacion medible en un espacio
medible (X, A). Si p es una medida finita o sigma-finita y Aoy es un dlgebra que
genera a A tal que p(T~1(A)) = p(A) VA € Ay entonces pu es invariante por T.

Demostracion: Sea v(A) = u(T~1(A)) definida para todo A € A. En la subélgebra
Ap la premedida v coincide con la premedida p (ambas restringidas a la subalgebra
son premedidas). Como existe una tnica extensién de una premedida dada en un
algebra a la sigma dlgebra generada, entonces y = v en A. O

Corolario 1.1.10. Si T : R* s R* es una transformacion Borel medible y . es una
medida o-finita tal para todo conjunto A que sea union finita de rectdngulos de R* se
cumple p(T~1(A)) = u(A) entonces u es invariante por T en toda la sigma-dlgebra
de Borel.

1.2. Prueba de existencia de medidas invariantes

En esta seccién X denota un espacio métrico compacto y T : X +— X una transfor-
macién continua, a menos que se indique lo contrario.

Introduciomos algunas definiciones y resultados del Andlisis Funcional:

Notacién: El espacio de las funciones continuas y su dual.

Denotamos C%(X, R) el espacio de las funciones continuas ¢ : X — R con la topologfa
de la convergencia uniforme en X (inducida por la norma del supremo). Es decir

dist(¢1,12) == [|11 — ¥2]|o,

donde se denota
4l = max|ib(a)| ¥ € CO(X,R).

Denotamos C°(X, [0,1]) al subespacio de funciones continuas ¢ : X ~ [0,1] que
toman valores no negativos ni mayores que 1, con la norma del supremo definida
antes (o del méximo, en nuestro caso, pues X es un espacio métrico compacto).
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El espacio CY(X, [0, 1]) es métrico acotado y cerrado. En efecto, el limite de una suce-
sién uniformemente convergente de funciones continuas en C°(X, [0, 1]) es continua, y
pertenece a C°(X, [0,1])). Ademds CY(X, [0, 1]) tiene una base numerable de abiertos,
y por lo tanto existe un subconjunto numerable {t;};en denso en C°(X, [0,1]) (ver
por ejemplo [Fo 1984, Proposition 4.40])

Denotamos como C%(X,R)* al dual de C°(X,R); es decir al conjunto (al que luego
dotaremos de una topologia adecuada) de todos los operadores lineales

A:CY%X,R) — R.

Definicién 1.2.1. El espacio M de las probabilidades y la topologia débil*
Sea X un espacio métrico compacto. Sea M el espacio de todas las medidas de

probabilidad.

En M introducimos la siguiente topologia, llamada topologia débil*:

Si pin, u € M decimos que la sucesion {p,, } es convergente a p en la topologia débil*,

es decir

lim p, =p en M,

n—-+4oo
cuando:
lim [ v du, = /’Q/Jd,u en R V¢ € C'(X,R).

Observacion 1.2.2. Por definicién de convergencia en la topologia débil* de una
sucesion de medidas de probabilidad, la sucesién converge a la medida p si y solo si
para cada funcién continua, la sucesién de integrales converge a la integral respecto a
u. Es falso que para todo A boreliano la sucesién de medidas de A converja a p(A).
En efecto, véase el ejercicio siguiente:

Ejercicio 1.2.3. Sea X = [0, 1]. Para cada n > 0 sea p, la medida delta de Dirac
concentrada en el punto 1/2".

a) Probar que existe p = lim,_, oo ptr, en la topologia débil* y encontrar la medida
limite p.

b) Encontrar A C [0, 1] boreliano tal que no existe lim,, oo fin (A4).

Sugerencia: A = {1/2% : j > 0}.

¢) Encontrar B C [0, 1] boreliano tal que existe limy,, 1 oo (1in(B)) # p(B).

Observacién 1.2.4. Observemos que, para cada p € M, el operador A, : C°(X,R) —
R definido por:

M) = [wdn

es lineal, positivo (es decir A, () > 0 si ¢ > 0) y acotado (es decir existe k£ > 0 tal
que |A,(¢)| < k para toda ¢ € CO(X,R) tal que [|[¢]|o < 1). Ademds A, (¢) = 1 si
1+ X — R es la funcién constante igual a 1.

El siguiente teorema establece el reciproco de la propiedad observada arriba, y es un
resultado clasico de la Teoria Abstracta de la Medida y del Analisis Funcional:
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Teorema de Representacion de Riesz

Sea X un espacio métrico compacto.

Para todo operador lineal A : CO(X,R) — R que sea positivo y acotado, existe y es
inica una medida finita p (de Borel y positiva) tal que

AW) = /wu V¢ € CO(X,R)

Ademas st A(1) = 1 entonces p es una probabilidad. Es decir, u(X) =1, 6, usando
nuestra notacion, p € M.

Una demostracion del Teorema de Representacién de Riesz puede encontrarse, por
ejemplo, en [Rud 1979a, Teorema 2.3.1]

Debido al Teorema de Representacion de Riesz, el espacio M se puede identificar
con el espacio de los operadores lineales de C°(X,R) que son positivos, acotados
y que valen 1 para la funcién constante igual a 1. (Recordemos que el espacio de
los operadores lineales de C°(X,R) se llama dual de C°(X,R) y se denota como
CY(X,R)*). En el An4lisis Funcional se definen diversas topologias en el dual de un
espacio de funciones. Una de ellas es la llamada topologia débil*, que es la topologia
de la convergencia punto a punto, definida como sigue:

lfIJIrl A, = A en C°(X,R)*
si y solo si
h'xf Aph =AY en R V¢ € COCX,R).

De las definiciones anteriores, deducimos que la topologia débil estrella en M es la
topologia inducida por la topologfa débil estrella (o de la convergencia punto a punto)
en el dual C°(X,R)* del espacio funcional de las funciones continuas. La topologia
débil* puede definirse como la topologia producto de las definidas por la convergencia
de los valores numéricos A, (1)) que toman los operadores A,, para cada ¢ € C°(X,R)
fija.

El siguiente teorema es cldsico del Analisis Funcional, y es una consecuencia del
teorema de Tichonov (ver por ejemplo [Fo 1984, Teorema 4.43])que establece, bajo
ciertas hipédtesis, la compacidad de la topologia producto:

Teorema 1.2.5. (Corolario del Teorema de Tichonov) Si X es un espacio
métrico compacto, entonces para toda constante k > 0 el subconjunto de los operadores
lineales acotados por k es compacto en el espacio dual C°(X,R)* con la topologia débil
estrella.

Como caso particular, observemos que el espacio M de las probabilidades de Borel
en X (via el teorema de Representacion de Riesz) es un subconjunto cerrado del
espacio de los operadores lineales acotados con la topologia débil estrella (es decir, si
An(1) =1y A, — A, entonces A(1) =1).

Maés detalladamente:
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Teorema 1.2.6. Compacidad y metrizabilidad del espacio de probabilidades

Sea X un espacio métrico compacto. Sea M* el espacio de todas las medidas p (de
Borel, positivas y finitas)tales que u(X) < 1. Sea en M la topologia débil*, definida
en 1.2.1. Entonces:

(a) M* es compacto.

(b) M! es metrizable. (Es decir, existe una métrica dist que induce la topologia
débil*; esto es una distancia en M* x M! tal que

lim dist(p,, 1) = 0 si y solo si lim p,, = p
n n

con la topologia débil*).
(c) Si{wi}tien C C°(X,[0,1]) es un conjunto numerable denso de funciones, entonces
la siguiente métrica induce la topologia débil* en M*:

/wdu - /widu

(d) M es secuencialmente compacto. (Es decir, toda sucesién de medidas en M*
tiene alguna subsucesion convergente).

Vo, v e M (1.1)

+0oo 1
dist(p,v) := Z o5
i=1

Consecuencia: Siendo M = {u € M* : u(X) = 1} cerrado en M*, se deduce que
(e) El espacio de probabilidades M con la topologia débil* es compacto, metrizable y
secuencialmente compacto.

Ejercicio 1.2.7. Demostrar el Teorema 1.2.6 como consecuencia del Corolario 1.2.5,
identificando el espacio M! con el dual de C°(X,R) via el Teorema de Representacién
de Riesz.

Proposicién 1.2.8. Sea {t; : i > 1} un conjunto numerable denso en C°(X, [0,1]).
Dos medidas p1 y pe en MY(X) coinciden si para todo i > 1 se cumple

/ﬂh‘dul :/1/Jid#2

Demostracion: Por la unicidad de la medida del teorema de Riesz alcanza probar que
para toda ¥ € C°(X,R) se cumple:

Jvdin = [vau (1.2)

La igualdad (1.2) vale obviamente para v idénticamente nula. Si ¢) no es idénticamente
nula, basta demostrar (1.2) para ¢/||¢|o, donde ||¥]jo = méx,ex [¥(x)]. Entonces
supongamos que ||?||p = 1. Cualquier funcién real 1) puede escribirse como ) = ¢+ —
¥~ donde T = max{¢,0}, ¥~ = —min{s,0}. Observemos que ¥+, 1~ € C°([0, 1]).
Si demostramos la igualdad (1.2) para 1™ y 1™, entonces vale también para 1. Basta
entonces probar la igualdad (1.2) para toda 1 € C°(X,[0,1]). Por la densidad de las
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funciones {¢;} en C°(X, [0, 1]), existe una sucesién 1;, convergente uniformemente (es
decir con la norma del supremo en CY(X,R)), a la funcién 1. Por lo tanto, converge
también puntualmente y estd uniformemente acotada por 1. Cada 1;, verifica la
igualdad (1.2). Luego, por el teorema de convergencia dominada, ¢ también cumple
(1.2). O

Observacion 1.2.9. Sea X un espacio métrico compacto no vacio, sea B la sigma-
algebra de Borel, y sea M el espacio de todas las medidas de probabilidad de Borel
en X con la topologia débil*.

El espacio M es no vacio. Por ejemplo, si elegimos un punto z € X entonces d, € M,
donde 6, es la probabilidad Delta de Dirac soportada en el punto z € X. Esto es
0. es la probabilidad que a cada boreliano B C X le asigna 6,(B) = 1six € B, y
0-(B)=0sixz ¢ B.

Ahora agreguemos una dindmica en X:

Definicién 1.2.10. El pull back 7% : M — M

Sea (X, A) un espacio medible, sea T : X — X medible y sea M el conjunto de las

medidas de probabilidad en (X,A). Definimos el siguiente operador en M, llamado
pull back del mapa T :

T : M— M (T*)(B) = w(T~(B)) YueM Y BeB.

Es inmediato verificar que p es invariante por T si y solo si T*u = pu, es decir, las
medidas invariantes por 7" son los puntos fijos por T* en el espacio M.

Ejercicio 1.2.11. Probar que para toda ¢ € L'(u) se cumple:

/wdT*u:/ondu.

Sugerencia: Chequear primero para las funciones caracteristicas x g de los borelianos,
luego para las combinaciones lineales de las funciones caracteristicas (funciones sim-
ples), y luego para las funciones medibles no negativas, usando el Teorema de conver-
gencia monétona. Finalmente probar la igualdad para toda ¢ € L'(u) separando )
en parte real e imaginaria, y cada 1 real en su parte positiva y negativa.

Proposicion 1.2.12. Sea X espacio métrico compacto, y M el espacio de las proba-
bilidades de Borel en X con la topologia débil*. SiT : X — X es continuo, entonces
T : M — M es continuo en M.

Demostracion. Basta chequear que si lim,, j1,, = pt en M entonces lim,, T p,, = T .
En efecto, como lim,, y1,, = p, entonces, para toda ¢ € C°(X,R):

lim /wdun=/wdu

En particular, siendo T : X +— X continuo, la igualdad anterior se cumple para ¢ oT.
Luego deducimos que

lim /wOTdun:/z/JOTdu.

n—-+o0o



8 Eleonora Catsigeras

Usando el resultado del Ejercicio 1.2.11, deducimos que

h'rf /wdT*un = /wdT*u V1 € C°(X,R).
Por lo tanto la sucesién de medidas 1™ pu,, converge en la topologia débil* de M, a la
medida 7" como queriamos demostrar. O

Ahora probaremos el Teorema 1.1.5, utilizando el llamado procedimiento de Bogliubov-
Krylov [Bog-Kry 1937]. Este procedimiento parte de cualquier medida de probabilidad
en el espacio X, toma promedios aritméticos de los iterados del operador pull back
T* de esta medida hasta tiempo n, y finalmente una subsucesion convergente en la
topologia débil estrella de esos promedios. Se obtienen medidas invariantes por T
(bajo la hipétesis de que T : X — X es continuo). El procedimiento de Bogliubov-
Krylov permite “fabricar” medidas de probabilidad invariantes, usando como “semil-
la” cualquier medida de probabilidad.

Demostracion del Teorema 1.1.5 de existencia de medidas invariantes:

Demostracion. Elijamos una medida de probabilidad de Borel cualquiera p € M.
Construyamos para cada 1 < n € N, la siguiente probabilidad:

n—1

Hn = l Z(T*)jp

n 4
Jj=0

Es inmediato probar, a partir de la definicién del operador T* (que cumple T*u(B) =
w(T~1(B)) para todo boreliano B), que

Como el espacio M de las probabilidades de Borel es secuencialmente compacto con
la topologia débil*, existe una subsucesion {jn, bien ( con lim;n; = +00), que es
convergente en M. Llamemos pu € M a su limite; es decir:

1 77,»;—1
= lim — T*)’
7=0
Basta demostrar ahora que T*u = u, es decir p es una probabilidad T-invariante.
Usando la continuidad del operador T* (Proposicién 1.2.12), deducimos que

n;—1 n;—1
1 % . 1 < .
Tw= lim T*| — Z(T*)Jp = lim — Z(T*)JJrlp

i—+00 ng 2 i—+00 N; 4
J=0 J=0
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Integrando cada ¢ € C%(X,R) respecto de la medida T*u, y luego respecto de la
medida pu, aplicando la definicién de limite de la sucesiéon de medidas p,, con la
topologia débil*, y la continuidad del operador T en M, obtenemos:

/¢dT*u—/¢du:i§+moo </¢dT*um—/¢dum) =
/. 1 K\
Al?;,;(/wm 0 /wdp)

[wati= [vdn < im0 + o 060) =

Entonces

2
lim =[]l = 0.
Jm =iy

En la dltima igualdad tuvimos en cuenta que p es una probabilidad. Obtuvimos que
VMT*N - /wdu’ =0 Ve C'X,R).

Por lo tanto los operadores lineales ¢ — [ dT*p y 1 — [ dp son el mismo. Por
la unicidad de la medida en el teorema de Riesz deducimos que T*u = p, como
queriamos demostrar. O

Ejercicio 1.2.13. Sea (X,.A) un espacio medible y sea M el conjunto de todas las
medidas de probabilidad en (X, .A). Suponga que existe p € M(X) tal que T*u(A) <
2u(A) para todo boreliano A C X.

a) Probar que 2 — T*p € M(X).

b) Si X es un espacio métrico compacto, A es la sigma-dlgebra de Borel y si T
es continua, probar que dado pp € M(X) existe p € M(X) tal que 2u — T =
po. Sugerencia: Para todo u € M(X) definir G(u) = 1/2 - (T*u + po),  fn =
1/n- 27;01 G (o) y tomar una subsucesién convergente en M (X). Probar que G es
continuo en M(X). Observar que G conmuta con las combinaciones lineales finitas
convezas de probabilidades. Es decir si p = Ele Aivi,donde v; € M(X), 0<)\; <1
y Zle A; = 1, entonces G(v) = Zle NG (v;).

1.3. Ejemplos y puntos periédicos hiperbdlicos

Ejemplo 1.3.1. Sea en S* (el circulo) la rotacién T'(e2™%) = e™)(=+4) donde a es
una constante real. Si a es racional, T se llama rotacion racional en el circulo, y si a
es irracional, T se llama rotacidn irracional. A través de la proyeccién IT : R — S*
dada por II(x) = 2™ la medida de Lebesgue m en R induce una medida m.. en S!
dada por m~.(A) = m(ITI"1(A)NJ[0, 1]). Esta medida m.. se llama medida de Lebesgue
en el circulo. Como m en R es invariante por traslaciones, es facil probar que m. en
el circulo S! es invariante por las rotaciones.
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Ejercicio 1.3.2. Probar que para la rotacién racional en el circulo todos los puntos
son periddicos con el mismo periodo. Probar que la rotacién irracional en el circulo no
tiene puntos peridédicos. Probar que la medida de Lebesgue en el circulo es invariante
por las rotaciones.

Observacién 1.3.3. Aunque no es inmediato, se puede probar que todas las drbitas
de la rotacidn irracional del circulo son densas. (Lo probaremos en §2.6.2).

Ejercicio 1.3.4. Tent map Sea el intervalo [0,1] dotado de la sigma dlgebra de
Borel. Sea T : [0,1] — [0,1] dada por T'(z) = 2z si z € [0,1/2] y T(x) = 2 — 2z si
x € [1/2,1]. Probar que T preserva la medida de Lebesgue en el intervalo. (Sugerencia:
graficar Ty probar que la preimagen de un intervalo I tiene la misma medida que I.
Usar el corolario 1.1.10.

Definicién 1.3.5. Sea T : X +— X Borel medible en un espacio métrico X. Decimos
que un punto periddico xg de periodo p es un atractor si existe un entorno V de zq
invariante hacia delante por T? (es decir TP(V) C V) y tal que

dist (T™(x0), T"(Y))n—ot0o — 0 Yy eV

Cuando T es invertible con inversa medible decimos que un punto periédico xy de
periodo p es un repulsor si existe un entorno V' de xg invariante hacia atras por TP
(es decir T7P(V) C V) y tal que

dist (T"(20), T"(Y))n—o-0o — 0 Yy eV

Proposicién 1.3.6. Sea f : St — S un difeomorfismo; es decir f es de clase C! (i.e.
derivable con derivada continua), invertible (i.e. biyectiva; existe la transformacién
inversa f~1: S+ S1), y su inversa f~! es también de clase C*)

Supongamos que el difeomorfismo f : S' +— St preserva la orientacion (i.e. f' >0).
Sea xo un punto periddico de periodo p tal que la derivada (fP) (xo) es menor que 1.
Entonces xg es un atractor. Andlogamente, si (fP)'(xo) es mayor que 1 entonces xg
es un repulsor.

Demostracion: La segunda afirmacion se obtiene de la primera usando f~? en lugar
de fP. Demostremos la primera afirmacion renombrando como [ a la transformacién
fP. Entonces g es fijo. Grafiquese f(x) para z € S' ~ [0,1] del intervalo [0,1] en
s{ mismo, en el que se ha identificado el 0 con el 1 en el punto xy. La gréfica de f
corta a la diagonal por lo menos en el punto 0 ~ 1 = zy Gréaficamente, los iterados
futuros de y en un entorno de x( suficientemente pequeno, se obtienen trazando la
vertical de abscisa y, cortandola con la grafica de f, trazando luego la horizontal por
ese punto, cortdandola con la diagonal, trazando la vertical por ese punto, cortandola
con la grafica de f, y asi sucesivamente (ver por ejemplo [Jo 2005, Figure on page
19]). Si la funcién es continua con derivada continua, y la derivada f/(z9) = a > 0
en el punto fijo xyp es menor que uno, entonces los sucesivos puntos en la gréfica
de f obtenidos por la construcciéon anterior, tienden mondétonamente al punto fijo
xo. En efecto, por la definicién de diferenciabilidad y de derivada: || f(y) — f(zo)]| <
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(a+(1—a)/2) |ly—=zol|| para todo y suficientemente cercano a xg, digamos ||y —zo|| < 0.
Es decir ||f(y) — xo|| < b||ly — o] donde 0 < b =a+ (1 —a)/2 =(1+a)/2 < 1.
Luego, f(y) también cumple | f(y) — zol| < J. Se puede aplicar, por induccién, la
desigualdad anterior a todos los iterados futuros f"(y) (es decir para todo n € N).
Obtenemos ||f™(y) — xol| < b™||ly — xo]|. Siendo 0 < b < 1, deducimos que f"(y)
converge monétonamente a xg. [

Definiciéon 1.3.7. Un punto periédico xy con periodo p de un difeormofismo f :
X — X en una variedad diferenciable X se dice hiperbdlico si los valores propios
(complejos) de la derivada dff de fP en wg, tienen todos médulo diferente de 1. Se
recuerda que la derivada dff es una transformacion lineal de R™ en R™, donde m es
la dimension de la variedad X.

Consecuencia: Si zy es un punto periédico hiperbélico de un difeomorfismo f de
clase C! del circulo S', entonces es un atractor si |(f?) (zo)] < 1, y es un repulsor
si |(fP) (xz0)| > 1. (Siendo x¢ hiperbdlico, sabemos que |fP)'(x¢)| # 1 por definicién,
asi que los dos casos anteriores son los tinicos posibles). En efecto, si f preserva al
orientacion del circulo, aplicamos la Proposicién 1.3.6, y si f invierte la orientacion,
aplicamos la misma Proposicién a f2? para deducir que xy es un punto fijo atractor
(resp. repulsor) de f2. Es facil probar que si zg es un punto fijo de f que es atractor
(resp. repulsor) para f2, entonces también es atractor (resp. repulsor) para f.

Para un difeomorfismo f en el circulo S', vy mas en general para un mapa de clase
C' en una variedad de dimensién 1, un punto periédico hiperbélico xg se llama pozo
si [(fP) (x0)] < 1, y se llama fuente si |(fP) (x0)| > 1. Generalizando este resultado
cuando la variedad tiene dimensiéon mayor que uno, adoptamos la siguiente definicion:

Definicién 1.3.8. Pozos, fuentes y sillas

Sea f: X — X un difeomorfismo en una variedad diferenciable X. Sea zy un punto
periédico hiperbélico para f de periodo p (i.e. los valores propios de df?  tienen todos
médulo diferente de 1). El punto xg, y también la érbita (finita) de xq, se llama pozo
si los valores propios de dff tienen todos médulo menor que 1. Se llama fuente si
todos tienen modulo mayor que 1. Y se llama silla si alguno tiene médulo mayor que
1 y algtin otro médulo menor que 1. (Obsérvese que las sillas solo pueden existir si la
dimensién de la variedad es 2 o mayor).

Ejercicio 1.3.9. (a) Encontrar ejemplo de un difeomorfismo f : R? — R? con un
punto fijo hiperbdlico tipo silla, otro ejemplo con un pozo y otro con una fuente.
(b) Encontrar un ejemplo de f : R? — R? que tenga exactamente tres puntos fijos,
sean los tres hiperbélicos, uno tipo fuente, otro pozo y otro silla. (¢) Demostrar que
para cualquier difeomorfismo f : M — M, los pozos son atractores, las fuentes son
repulsores, y las sillas no son atractores ni repulsores.

Ejercicio 1.3.10. Encontrar un ejemplo de difeomorfismo f : R? — R? que tenga
un punto fijo atractor que no sea pozo (i.e. que no sea hiperbdlico), otro que tenga
un punto fijo repulsor que no sea fuente (i.e. que no sea hiperbélico) y otro que tenga
un punto fijo no hiperbélico que no sea ni fuente ni pozo pero que todas las 6rbitas
futuras en un entorno cualquiera de x( suficientemente pequeno, o bien tiendan a xq
o bien se salgan del entorno.
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Exponente de Lyapounov negativo significa contraccién exponencial: Si
f: St — St es un difeomorfismo y xo es un punto fijo atractor hiperbdlico (i.e.
[f'(z0)] < 1, es decir x¢ es un pozo), entonces

lfm log dist(f™(z), z0)

n—-+4oo n

= -\ <0 Vx en algin entorno de xg

donde —\ = log|f'(x0)| < 0 se llama exponente de Lyapounov en xg.

Ejercicio 1.3.11. Demostrar la afirmacién anterior. Sugerencia: Probar que

dist (f" 1 (x), z0) A
&t (Fr@)mo) ¢ L

Interpretacién: La distancia de f™(z) al atractor hiperbdlico se contrae exponen-
cialmente con coeficiente asintéticamente igual a e elevado al exponente de Lyapounov
-A<0.

Exponente de Lyapounov positivo significa dilatacién exponencial: Si f :
St S es un difeomorfismo y xo es un punto fijo repulsor hiperbdlico (i.e. |f'(zo)| >
1, es decir z( es una fuente) entonces

Y log dist(f™(x), zo)

n——oo n

=0 >0 Vz en algin entorno de xg

donde o =log|f'(z0)| > 0 se llama exponente de Lyapounov en x.

Ejercicio 1.3.12. Demostrar la afirmacién anterior. Sugerencia: Aplicar lo ya proba-
do a f~! y la férmula de derivada de la funcién inversa para deducir que

dist (fnt+t

lim 1 i (f ($),$0) e’ >1

n——oo dist (f™(z),x0)

Interpretacién: La distancia de f™(x) al repulsor hiperbdlico (al crecer n y mien-
tras f"(z) esté en un entorno pequetio del repulsor) se dilata exponencialmente con
coeficiente asintéticamente igual a e elevado al exponente de Lyapounov o > 0.

Ejercicio 1.3.13. Flujo polo norte-polo sur Llamaremos seccion de flujo polo
norte-polo suren el circulo S', a un difeomorfismo f : S* — S de clase C!, que preser-
va la orientacién, y tal que existen solo 2 puntos fijos IV y S, son ambos hiperbdélicos,
N repulsor y S atractor. Graficar f en [0, 1];,041 tomando 0 ~ 1 = N. Demostrar
que todas las drbitas excepto N y S son monétonas y convergen a S. (Sugerencia:
ver prueba de la afirmacion 1.3.6.) Demostrar que las tnicas medidas de probabilidad
invariantes son las combinaciones lineales convexas de oy y dg. Sugerencia: consid-
erar una particién numerable del intervalo (0,S) formado por A, = [x,,2,+1) para
n € Z donde x( se elige cualquiera en el intervalo abierto (0,S) y @, := f™(z¢) para
todo n € Z. Usando argumento similar a la prueba del ejemplo 1.1.7, probar que
1((0,5)) = 0. Andlogamente probar que u((S,1)) =0, de donde p({N,S}) = 1.
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Definicién 1.3.14. Difeomorfismo Morse-Smale en S!. Un difeomorfismo f :
S1— 51 se dice Morse-Smale si preserva la orientacién y existen exactamente una
cantidad finita de puntos periédicos (todos del mismo periodo) y son todos ellos
hiperbdlicos.

Ejercicio 1.3.15. Probar que en un difeomorfismo f Morse-Smale en el circulo las
unicas medidas invariantes son las combinaciones lineales convexas de las medidas

5950 =+ 5f(10) + ...+ 6fp71($0)
p

donde g es un punto periédico de perfodo p. Sugerencia: Graficar fP en S = [0,1]/ ~
donde 0 ~ 1 es un punto periédico de periodo p. Probar que los atractores y los repul-
sores se alternan. Probar que para toda medida invariante el arco entre un repulsor
y un atractor consecutivos tiene medida cero, usando el procedimiento del ejercicio
1.3.13.

1.4. Dinamica topoloégica

Definicién 1.4.1. Recurrencia topoldégica. Sea T : X — X una transformacién
Borel medible en un espacio topoldgico X. Sea = € X. Se llama omega-limite de x al
conjunto

w(z) ={y € X : 3In; — +oo tal que T" (z) — y}

Cuando T es bi-medible (i.e. T es medible, invertible y con inversa medible) se llama
alfa-limite de x al conjunto

alz) ={y € X : In; — —oo tal que T™ (z) — y}

Un punto x se dice recurrente si
z € w(x)

Dicho de otra forma x es recurrente si existe una subsucesion n; — +oo tal que
T™i(xz) — x. Luego para todo entorno V de x existe una subsucesién n; € N tal que
T (V)NV £0.

Ejercicio 1.4.2. Sea X un espacio métrico compacto y sea T : X +— continua. Probar
que:

(a) w(z) es compacto no vacio para todo x € X.

(b) w(T™(z)) = w(z) para todo n € N, es decir el conjunto w(x) depende de la érbita
por x y no de qué punto en la 6rbita de z se elija.

(c) T(w(x)) = w(z) € T w(z)) para todo z € N. Es decir w(x) es un conjunto
invariante por T hacia el futuro.

(d) Si ademds T es un homeormorfismo (i.e. T es continua, invertible y con inversa
T~ continua) probar que:

(i) a(x) es compacto no vacio para todo z € X, a(T™(z)) = a(x) para todon € Z y
T(a(r)) = a(z) = T~} a(z)).
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(ii) Si # € w(x) entonces a(zr) C w(x). Sugerencia: Si # € w(x) entonces T~ "(x) €
w(z) para todo n € Z, luego a(z) C w(z) = w(x).

(ili) € w(x) siy solo si w(z) = o(x), donde o(x) = {T"(z) : n € Z}.

Definiciéon 1.4.3. Conjunto no errante. Sea 7' : X — X una transformacién
Borel medible en un espacio topolégico X. Un punto z € X es no errante si para todo
entorno V' de z existe una sucesién n; — +oo tal que 77 (V) NV # . El conjunto
de los puntos no errantes de T' (que puede ser vacio) se denota como Q(7T') y se llama
conjunto no errante.

Ejercicio 1.4.4. Sea X un espacio topoldgico de Hausdorff y sea T': X — X Borel
medible.

(a) Probar que el conjunto de los puntos recurrentes estd contenido en el conjunto
no errante Q(7") (la inclusién opuesta no es necesariamente cierta, como se verd mas
adelante).

(b) Sea p una medida de probabilidad invariante por 7. Si X tiene base numerable
de abiertos probar (sin usar el enunciado del teorema de recurrencia de Poincaré que
viene mas adelante) que p(Q(T)) = 1, es decir: casi todo punto es no errante para
cualquier medida de probabilidad invariante por T'.

Sugerencia: Probar que para todo V' de la base de abiertos que tenga medida positiva
la sucesién de conjuntos medibles T~™(V'), n € N no puede ser de conjuntos disjuntos
dos a dos a partir de un cierto ng en adelante. Deducir que existe una subsucesion
nj — +oo tal que 7™ (V) NV # 0 y esto implica V NT"™ (V) # (. Un punto es
errante (no es no errante) si estd contenido en algiin V' abierto tal que no cumple lo
anterior. Deducir que los puntos errantes forman un conjunto de medida nula.

Definiciéon 1.4.5. Transitividad topoldgica Sea X un espacio topolégico y T :
X — X Borel medible. Se dice que T es transitiva si dados dos abiertos U y V no
vacios, existe n > 1 tal que T*(U) NV # 0.

Supéngase que X es de Hausdorff sin puntos aislados. Es facil probar que si existe una
orbita positiva densa entonces T es transitiva. Y si ademas, T es continua y el espacio
topoldgico tiene base numerable de abiertos y es de Baire (esto es: toda interseccién
numerable de abiertos densos es densa) entonces 1" es transitiva si y solo si existe una
orbita positiva densa.

La transitividad significa que para cualquier abierto U, por pequeno que sea, los
iterados positivos de U transitan por todo el espacio desde el punto de vista topolégico
(es decir, por todos los abiertos del espacio).

Observacion 1.4.6. Se observa que para dos conjuntos cualesquiera U y V:
T™(U)NV £Dsiysolosi T~™(V)NU #£0

Es facil ver que si T es continua y transitiva, entonces dados dos abiertos U y V' no
vacios, existe n; — +oo tal que " (V)NU # . En particular, tomando U =V > z,
se deduce que:

SiT: X — X es continua y transitiva entonces Q(T) = X.

Ejercicio 1.4.7. Probar las afirmaciones de la Observacién 1.4.6 y las que estan
inmediatamente después de la definicion de transitividad en 1.4.5.
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1.5. Recurrencia y Lema de Poincaré

Sea T : X — X Borel medible en un espacio métrico compacto X. Recordando la
Definicién 1.4.1 y teniendo en cuenta la compacidad secuencial de X, un punto = es
recurrente si y solo si para todo entorno V de x existen infinitos iterados hacia el
futuro de x en V. Es decir, existe n; — 400 tal que T" (z) € V.

Definicién 1.5.1. Sea T': X — X medible en un espacio medible (X, .A). Sea F € A.
Un punto z € E vuelve infinitas veces a F si existen infinitos iterados hacia el futuro
de x en E. Mejor dicho: existe nj — +oo tal que T (z) € E para todo j € N.

Los siguientes dos teoremas, llamados Lemas de Recurrencia de Poincaré, se encuen-
tran por ejemplo en [Man 1983a, pag. 32-35] (ver también [Man 1987]). En [Wa 2000,
§1.4] se encuentra también la versién medible siguiente:

Teorema 1.5.2. Lema de Recurrencia de Poincaré. Versién medible
SeaT : X — X medible que preserva una medida de probabilidad p. Sea E un conjunto
medible tal que u(E) > 0. Entonces p-c.t.p de E vuelve infinitas veces a E.

Demostracion. Sea Fy :=(,~y T (X \ E) y sea F' := |y~ Fn. Por construcciéon
x € F siy solo si T"(x) € E para todo n suficientemente grande. Esto ocurre si y
solo si la drbita futura {T™(z)},>0 de = no pasa infinitas veces por E. Basta probar
entonces que u(FNE) =0.

Por construccion T_l(FN) = Fni1. Como p es T-invariante, tenemos pu(Fni1) =
w(Fn) para todo N > 0. Luego u(Fy) = pu(Fo) para todo N > 0. Siendo Fy+1 D Fn
para todo N > 0, entonces p(F) = limy_yoo p(Fn) = p(Fy) vy F D Fpy. Luego
w(F\Fy) = 0. Como ENFy = (), deducimos que ENF C F\ Fy, de donde u(ENF) = 0,
como queriamos demostrar. O

Teorema 1.5.3. Lema de Recurrencia de Poincaré. Version topoldgica

Sea T : X — X Borel-medible en un espacio topoldgico X con base numerable. Si
T preserva una medida de probabilidad 1, entonces p-c.t.p. es recurrente (es decir
x €w(x) p-ctp. xzeX).

Demostracion: Sea {V;},en una base de abiertos. Por 1.4.1: x ¢ w(x) siy solosi z €
Ujen 4; para algin j € N, donde A; = {z € V; : z no vuelve infinitas veces a V;}.
Por 1.5.2 p(A;) = 0 Luego, la unién numerable de los conjuntos A;, que coincide con
el conjunto de los puntos no recurrentes, tiene p medida nula. [J

Ejercicio 1.5.4. Sea (X, A) un espacio medible. Sea T : X — X medible que preserva
una probabilidad u. Sea E € A tal que u(E) > 0. Probar que

> xe(T ()

neN

diverge u- ct.pxr € B
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Ejercicio 1.5.5. Sea T': X — X Borel medible en el espacio topoldgico X compacto
, v preservando una medida de probabilidad p. Sea supp (1) el soporte compacto de i
(i.e. el minimo compacto con medida p igual a 1). Probar que () # supp(u) C Rec(T)
siendo Rec(T') el conjunto de los puntos recurrentes de 7.

Teorema 1.5.6. Teorema de Hopf. Sea T : R* s R¥ Borel bimedible (medible,
invertible con inversa medible) que preserva la medida de Lebesque m. Entonces casi
todo punto de R™ o bien es recurrente o bien tiene omega limite vacio.

Ejercicio 1.5.7. Demostrar el teorema de Hopf enunciado antes. Sugerencia: RF =
UieN X, donde X; es una bola abierta de radio r; — +00 creciente con 7. Sea

X; = {z € X, : T?(z) € X, para infinitos valores positivos de j}.

Sea ﬁ : )N(l — QN(Z- la transformagién que a cada z € )N(i hace corresponder el primer
retorno a X;: T'(x) = T7(z) € X; para el minimo j = j(z) natural positivo tal que
Ti(z) € X;. Probar que m(T;X;) = m(X;); luego c.t.p. de X; estd en la imagen de T;.
Probar que TZ preserva m. Aplicar el teorema de recurrencia de Poincaré para deducir
que m-c.t.p de X; es recurrente. Probar que c.t.p. de X; o bien es recurrente o bien
su omega limite no intersecta a X;.

Observacién 1.5.8. En [Fra-McC 2011], y en la bibliografia alli citada, se resefian
varios otros resultados sobre recurrencia, ademas de los lemas basicos de recurrencia
de Poincaré. Algunos de estos resultados miden, en relacién a potencias de n, la
frecuencia con la que érbita futura del punto recurrente x se acerca a x, la vinculan
con las medidas ergddicas y con la entropia métrica del sistema (la entropia métrica es,
gruesamente hablando, una medicién, ponderada segiin una probabilidad invariante
i, del desorden espacial que produce f al ser iterada).

1.6. Ergodicidad

Definicién 1.6.1. Ergodicidad I

Sea (X, A, ) un espacio de medida de probabilidad y T : X +— X medible que
preserva . Se dice que T es ergddica respecto a la medida u, o que p es una medida
ergodica para T, si dados dos conjuntos medibles con medida positiva U y V existe
n > 1 tal que T*(U) NV # (.

Nota: Observar que la ergodicidad es la versién en el contexto medible de la tran-
sitividad topoldgica. Se resalta que por definicién, si una medida es ergédica para T,
entonces es T-invariante. No se define ergodicidad de medidas no invariantes.

Definicion 1.6.2. Ergodicidad I1

Sea (X, A, 1) un espacio de medida de probabilidad y T' : X +— X medible que preserva
i. Se dice que T' es ergddica respecto a la medida p, o que p es una medida ergédica
para T, si todo conjunto medible A que sea invariante por T' (es decir T~ 1(A) = A)
tiene o bien medida nula o bien medida 1.
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Teorema 1.6.3. T es ergodica segun la definicion I para la medida de probabilidad
1 sty solo si es ergddica segun la definicion II.

Demostracion: Supongamos que no se cumple la definicién II. Entonces, existe un con-
junto A invariante por T' que tiene medida positiva distinta de 1. Luego el complemen-
to A¢ de A es también invariante por Ty tiene medida positiva. Como A = T~1(A),
toda érbita positiva con estado inicial en A estd contenida en A. Deducimos que no
existe n € N tal que T™(A) intersecta a A°. Concluimos que T no es ergédica segin
la definicién 1.

Reciprocamente, suponemos por hipdtesis que se cumple la definicién II. Todo con-
junto A invariante por 7" tiene medida o bien nula o bien 1. Supongamos por absurdo
que no se cumple la definicién I. Entonces existen conjuntos medibles U y V' con

medida positiva tales que J,,cy 7~"(V) N U = (). Entonces el conjunto

A= (Y1)

NeN n>N

es medible, invariante por T (verificar que T-(A) = A) y tiene medida positiva
(verificar que p(A) > (V) usando que p es medida de probabilidad T-invariante),
pero A no intersecta a U que también tiene medida positiva. De lo anterior se deduce
que A no puede tener medida 1, con lo que encontramos un conjunto invariante que
tiene medida positiva menor que 1, contradiciendo la hipdtesis. [

Ejercicio 1.6.4. Sea T : X — X que preserva una medida de probabilidad u. (a)
Probar que p es ergddica para T si y solo si todo conjunto A medible invariante para el
futuro (i.e. A C T71(A)) cumple pu(A) = 0 6 u(A) = 1). (b) Probar que i es ergédica
para T si y solo si todo conjunto A medible invariante para el pasado (i.e. T=1(A4) C A)
cumple i(A) =0 6 u(A) = 1. Sugerencias: (a) Considerar B = |J,,~, 7~ "(A), probar
que p(B) = p(A) y que B es T-invariante. (b) Considerar el complemento de A.

Definiciéon: Una medida de Borel x4 en un espacio topolégico se dice positiva sobre
abiertos si u(V) > 0 para todo abierto V' no vacio.

Ejercicio 1.6.5. Sea X un espacio topolégico y T' : X — X Borel medible que
preserva una medida de probabilidad i que es positiva sobre abiertos. Probar que si
T es ergddica respecto de p entonces T es transitiva (topolégicamente).

Ejercicio 1.6.6. Probar que los difeomorfismos Morse-Smale en el circulo tienen
medidas ergddicas pero no son transitivos topolégicamente.

Observacion 1.6.7. Mas adelante demostraremos que la medida de Lebesgue es
ergddica para la rotacidn irracional del circulo (Teoremas 2.6.1 y 8.4.1). Luego, como
la medida de Lebesgue es positiva sobre abiertos, la rotacion irracional es transitiva
topolégicamente. Entonces existe alguna o6rbita densa. Es facil ver, usando que la
rotacion en el circulo conserva las distancias, que al existir una orbita densa, todas
las orbitas son densas.
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También probaremos que el tent map T en el intervalo es ergddico respecto a la
medida de Lebesgue. Luego T es topolégicamente transitivo y existe érbita densa. Sin
embargo no todas las 6rbitas en el futuro por 7" son densas: en efecto, existen orbitas
periddicas (que, como drbitas en el futuro, son conjuntos finitos, y por lo tanto no son
densos).

1.6.8. Promedios temporales asintéticos de Birkhoff

El Teorema Ergoédico de Birkhoff-Khinchin, que enunciaremos completamente mas
adelante (Teorema 2.1.2), establece que si T : X — X es una transformacién medible
que tiene medidas de probabilidad T-invariantes, entonces para toda probabilidad g
que sea T-invariante y para toda funcién ¢ € L*(u), existe u-c.t.p. z € X el siguiente

limite:
n—1

) = lm j
¥(z) = lim jz::ow o T’ ().
Teorema 1.6.9. Ergodicidad III. SeaT : X — X medible en un espacio medible
(X, A) y sea p una probabilidad invariante por T. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) u es ergddica para T

(ii) Toda funcidn i : X — R que sea medible e invariante por T (es decir ¢(z) =
Y(T(z)) Vo € X), es constante pi-c.t.p.

(iii) Para toda funcion medible y acotada v : X — R existe el siguiente limite p-c.t.p

y es igual a [ du:

) 1
lim —
n—+oo N

n—1
Zd)oTj(x) :/Mu p—ctp reX (1.3)
j=0

Probaremos el Teorema 1.6.9 en el paragrafo 1.6.11.

Observacion 1.6.10. Hipdtesis de Bolzmann de la Mecanica Estadistica:
Antes de demostrar el Teorema 1.6.9, interpretaremos el significado de la afirmacién
en la parte (iii) para fundamentar su relevancia. Ella es un caso particular del Teorema
Ergodico de Birkhoff, que veremos mas adelante, que establece que para toda medida
w ergédica se cumple la igualdad (1.3), no solo cuando ¥ es medible y acotada, sino
también para toda ¢ € L(u).

La igualdad (1.3) posee un significado relevante en la teorfa ergddica, pues afirma
que el promedio espacial de cada funcién 1 con respecto a la probabilidad p en el
espacio X (i.e. el valor esperado f ¥ dp de cada variable aleatoria 1) coincide con
el promedio temporal asintotico de los valores observados de v a lo largo de u-casi
toda érbita. Este promedio temporal asintético es el limite cuando n — 400 de los
promedios temporales (1/n) Z;:(Jl (T (z)) de los valores de 9, observados a lo largo
del pedazo finito de drbita desde el instante 0 hasta el instante n — 1. Salvo casos
excepcionales, es falso que el limite de los promedios temporales exista para todos los
puntos x € M. Ademas, aunque para toda medida invariante p ese limite existe p-
c.t.p. (Teorema ergddico de Birkhoff), es falso en general (salvo cuando p es ergédica)
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que coincida con el promedio espacial de i respecto a la probabilidad wp. Por lo
tanto las medidas ergddicas p para T tienen un significado estadistico relevante, pues
permite estimar el promedio temporal a largo plazo (esto es el promedio estadistico de
las series de observaciones ¢ (T7(z)) a largo plazo, llamésmole por ejemplo el “clima”)
en los sistemas deterministicos, para p-casi todo estado inicial € X, calculando el
valor esperado de 1 respecto a la probabilidad u. Sin embargo, aplicar la igualdad
(1.3) para hacer esa estimacién, puede ser muy erréneo cuando p no es ergédica, o
cuando p no es invariante por 7', o cuando el estado inicial x no pertenece al conjunto
de p-probabilidad igual a 1.

La igualdad (1.3) de los promedios temporales asintéticos con el promedio espacial
(o sea el valor esperado) es lo que en la Mecdnica Estadistica se llama Hipdtesis de
Boltzmann. Es una hipdtesis importante para demostrar propiedades de la dinami-
ca de sistemas formado por una cantidad finita pero muy grande de particulas que
evolucionan deterministicamente en el tiempo (por iteraciones de un mapa T medible)
preservando una medida de probabilidad dada p en el espacio X de todos los estados
posibles (llamado “espacio de fases”). Para los sistemas llamados conservativos esta
medida de probabilidad u es la medida de Lebesgue, normalizada para que u(X) = 1.
Aplicando el Teorema 1.6.9, la hip6tesis de Boltzmann se traduce en la hipétesis de
ergodicidad de esa probabilidad pu.

1.6.11. Proof of Theorem 1.6.9:

Demostracion. (i) = (ii):

Seaa € Rysea A, = {z € X : ¢(x) <a} C X. Como 1 es medible, A, es medible
. Siendo ¥(T'(z)) = (z) para todo z € X, tenemos T1(4,) = A,. Como u es
ergddica, entonces p1(A,) vale 0 o 1. Considere la funcién g : R — {0,1} definida
como g(a) := p(A,). Por construccién A, C Ay si a < b. Luego g(a) < g(b) si a < b.
Entonces g es creciente y solo puede tomar valores 0 6 1. Sea

k=inf{a € R:g(a) =1} =sup{a € R: g(a) = 0} € [—o0, +00]. (1.4)

Probemos que k € R. En efecto ¢(2) € R para todo x € M;entonces ) = (), ey A—n, X =
Unen An. Como A, C A,y1 para todo n € N, entonces lim, 1o p(A,) = 1y
lim,, oo (Ay) = 0. Esto implica que existe ng € N tal que g(ng) =1y g(—ng) = 0.
Por lo tanto —ng < k < ng. Ahora probemos que p(Ax) = 1. De (1.4) deducimos que
0= pu(Ax—(1/n)) < 1(Ak) < w(Apyayny) V1 <n €N Ademds Ay, = (2 Apy/n) =
X,y Aryn1) C Agga/n)- Luego pw(Ay) = lim, 4o #( Akt (1/n)) = 1. Hemos
probado que p(Ay) = 1. Por otra parte By := {z € X : ¢(z) > k} = (7, (X \
Ak—(l/n))a donde p(X \ Ak—(l/n)) = 1. Como Ak—(l/n—i—l) D Ak—(l/n)a obtenemos
w(By) = 1. Por lo tanto (A N By) = 1, es decir para p—c.t.p. £ € M se cumple
P(x) = k.

i) = iii):

Como p es invariante por T tenemos [¢oT7 dy = [ dp ¥V j € N. Luego [ L 22:01 o
TI dy = [du ¥V n > 1. Tomando limite cuando n — +oo y aplicando el Teorema
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de Convergencia Dominada, deducimos que

n—1
1 .
| Tidp= i — T dp = d
/nﬁmeo h= nﬁloo/n;om p= [ v

Consideremos la siguiente funcion definida p-c.t.p:

O(x) := lim Zd) o T (x)p —c.t.p. z € X.

n—4oo N

Aqui, en la hipdtesis de existencia p-c.t.p. de esta funcién ®, es decir en la hipdtesis
de existencia p-c.t.p. del limite de los promedios temporales, estamos aplicando el
Teorema Ergddico de Birkhoff (como si ya estuviera demostrado). Entonces tenemos

/@d,uz/z/}d,u.

Para tener definida la funcién ® en todo punto z € X, tomemos
1 _
P(z) =0V X tal lim — T’

() z € X tal que /Hn;rilmngwo ()

Afirmamos que ® es invariantes por T'. Basta chequear que dado € > 0 existe N tal
que para todo n > N se cumple

’—ZdjoTﬂ ——ZonJ ‘f

_‘ (T (z —1/J(x)‘<e Ve X

En efecto la desigualdad anterior se verifica para todo m suficientemente grande
porque, por hipétesis, 0 < |¢(z)| < k para todo x € X, para cierta constante k > 0.
Entonces, para toda sucesién n; — +oo tal que exista el limite del promedio temporal
hasta n; de 1, con estado inicial =, también existe ese limite con estado inicial T'(x),
y ambos limites coinciden. Deducimos que

B(z) = (T(z)) VzeX.

Es decir, ® es funcién real invariante por T'. Aplicando la hipétesis (ii) tenemos que
® es p-c.t.p. constante, igual a cierto niimero real K. Entonces

/wdu:/@du:/l{duzlf.

Deducimos que K = f Y du, es decir ®(z f 1 dp para p-c.t.p. x € X. Esto implica
la igualdad (1.3), probando (iii).
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(iii) = (1)
Sea A C X medible e invariante por T', y consideremos la funcién caracteristica x 4.
Es una funcién medible y acotada, y como A es invariante por T, para todo z € X

tenemos x4 0 T7(x) = x7-i(a)(x) = xa(z) € {0,1}. Entonces

n—1

Xa = nEIfOOZOXA(Tj(x)) =xa(z) €{0,1} Vz e X.
=

En particular vale la igualdad anterior para p-c.t.p. x € X. Como

(xa)(z) = /XA dp=pu(A) p—ctp.zeX

deducimos que p(A) € {0, 1}. Por lo tanto p es ergédica, terminando de probar (i). O

1.7. Existencia de medidas ergoddicas

Teorema 1.7.1. Existencia de medidas ergddicas Sea X un espacio métri-
co compacto y sea T : X +— X continua. Entonces existen medidas de probabilidad
ergodicas para T'. Ademds, toda medida T-invariante es el limite en la topologia débil*
de una sucesion de medidas que son combinaciones lineales finitas de medidas ergodi-
cas.

Demostraremos el teorema 1.7.1 de existencia de medidas ergédicas al final de esta
seccién, en el paragrafo 1.7.4.

Una generalizacion del Teorema 1.7.1 que establece la existencia de medidas ergddicas
para toda T : X — X medible (no necesariamente continua) tal que preserva alguna
medida de probabilidad de Borel, serd demostrada més adelante, en el Corolario 4.1.3.

1.7.2. Singularidad mutua y continuidad absoluta

Recordamos que dos medidas de probabilidad i y v se dicen mutuamente singulares
i L v cuando existe algiin conjunto medible A C X tal que u(4) =1y v(A) = 0.
Entonces u(X\A) =0y v(X\ A) = 1y larelacién mutuamente singular es simétrica.
Dadas dos medidas de probabilidad p y v se dice que p es absolutamente continua
respecto de v, y se denota p < v, cuando para todo conjunto medible A tal que
v(A) = 0 se cumple pu(A) = 0.

Se dice que dos medidas p y v son equivalentes, y se denota p ~ v, cuando y < vy
v [

Se observa que si u < v entonces p £ v (el reciproco es falso).

El siguiente teorema es cldsico en la Teoria abstracta de la Medida (en particular en
la Teoria de Probabilidades):
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Teorema de Descomposicién de Lebesgue-Radon-Nikodym.
Dadas dos medidas de probabilidad p y v existen dos probabilidades py y pa, y un
dnico real t € [0, 1], tales que

p=tun+ (1=, w1 <v, p L

Si ademds t # 0,1 entonces 1 y p2 Son unicas.

El enunciado clésico de este Teorema, establece que existen unicas las medidas finitas
tpy y (1—t)pe (posiblemente alguna de ellas es cero) tales que sumadas dan p, siendo
tpy < vy (1=t L.

La demostracion del Teorema de Descomposicién de Lebesgue-Radon-Nikodym se
encuentra por ejemplo en [Fo 1984, Theorem 3.8] ¢ en [Rud 1979a, Teorema 6.2.3].
Del teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym se deduce que en el caso particular p < v,
se cumple t = 1, uy = p, y uo es cualquiera. Anadlogamente, si u 1 v, entonces t = 0,
f2 = 'y w1 es cualquiera. En el caso que pp & v, p [ v, es Gnica la pareja (u1, p2)
de probabilidades en la descomposicién de Radon-Nikodym.

Volvamos ahora a las propiedades de las medidas de probabilidad ergédicas para una
transformacién T

Teorema 1.7.3. Singularidad mutua de medidas ergddicas

Sea T : X — X medible en el espacio medible (X, A).

(a) Si existen dos medidas de probabilidad diferentes p y v, ambas ergddicas para la
transformacion T, entonces i L v.

(b) Sip y v son medidas de probabilidad ergddicas para T y si p < v, entonces
Uw=r.

Demostracion. Afirmamos que, si @y v son ambas ergodicas para T, y si para todo
conjunto A invariante por T se cumple p(A) = v(A), entonces p = v. En efecto,
sea B cualquier conjunto medible, y denotemos xp a la funcién caracteristica de
B. Aplicando la propiedad (iii) del Teorema 1.6.9 a la funcién ¢ = y g, sabemos que
existe un conjunto A;, que es T-invariante, tal que p(A4;) = 1, y se cumple la igualdad
(1.3) para la medida p y para todo 2z € A;. Andlogamente, existe un conjunto As,
que es T-invariante, tal que v(As) = 1, y se cumple la igualdad (1.3) para la medida
vy para todo © € Ag. Por hipétesis v(A1) = (A1) =1 = v(A2) = u(Asz). Entonces
v(A; N As) = u(A; N Az) = 1 y para todos los puntos z € Ay N Ay se cumple la
igualdad

n—1
1 )
= = { — J — —
w(B) /XB o lim ”JE:O xp o T7(x) /XB dv =v(B)

n—-+4oo

Deducimos entonces que pu(B) = v(B) para todo conjunto medible B, de donde p = v.
Hemos terminado de probar la afirmacién del principio.

Demostremos ahora la parte (a) del teorema 1.7.3. Debido a la afirmacién recién
demostrada, como v # p y son ambas ergddicas, existe un conjunto A que es T-
invariante, tal que p(A) # v(A). Por definicién de ergodicidad u(A),v(A) € {0,1}.
Luego (eventualmente sustituyendo A por su complemente en caso necesario), tenemos
w(A) =1y v(A) =0, de donde u L v, demostrando (a).
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La parte (b) es una consecuencia inmediata de (a), pues si y < v entonces pu [t v.
Por lo tanto, como p y v son ergédicas y pu [ v, aplicando la parte (a) deducimos que
1 = v, como queriamos probar. [l

1.7.4. .
Demostracién del Teorema 1.7.1 (existencia de medidas ergédicas)

El teorema 1.7.1 es un corolario inmediato del teorema 1.7.5 que demostraremos
a continuacién. Las definiciones de puntos extremales de un conjunto compacto y
convexo en un espacio vectorial topoldgico, y de envolvente compacta convexa, se
emplean en el enunciado siguiente, y se incluyen abajo del mismo.

Teorema 1.7.5. Sea T : X — X continua en el espacio mélrico compacto X. Sea
M el conjunto de medidas de probabilidad borelianas en X, con la topologia débil*.
Sea Mp C M el conjunto de probabilidades invariantes por T y sea Ep C M el
congunto de las probabilidades (invariantes) ergddicas para T .

Entonces

(a) M es compacto y convezo.

(b) &7 coincide con el conjunto de puntos extremales de Mr.

(c) My coincide con la envolvente convexa compacta de Er.

Demostraremos el Teorema 1.7.1 mas adelante en esta seccion. Para poder demostrar-
lo, necesitamos definir convexidad, envolvente convexa, puntos extremales y ver las
propiedades de estos conceptos:

Combinaciones convexas y puntos extremales

Recordemos las siguientes definiciones y el teorema de Krein-Milman del Anélisis
Funcional:

e Sea A s un conjunto no vacio de un espacio vectorial topoldgico. Se llama combi-
nacion convera de puntos de A a cualquier punto del espacio que pueda escribirse
como una combinacién lineal finita

tia1 +toas + ... trag,

talquea; € A, 0 <t; <lparatodol <i<k,y Ele t; = 1. Denotamos como ec(.A)
al conjunto de todas las combinaciones convexas de puntos de A, llamado envolvente
convexa de A. Observar que A C ec(A).

e El conjunto A se dice convexo si contiene a todas las combinaciones convexas de
sus puntos, es decir A = ec(A). Es inmediato deducir, por induccién en k > 2, que
un conjunto A es convexo, si y solo si

ta+(l—-t)hbe A Vtel01], Va,be A

e Se llama envolvente convexa cerrada de A a ec(A), donde — indica la clausura (o
adherencia).

e Si A es tal que ec(.A) es compacto, llamaremos a este tltimo conjunto la envolvente
convexa compacta de A.
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e Si [C es un subconjunto no vacio de un espacio vectorial topoldgico, se llama punto
extremal de K (cuando existe) a un punto a € K tal que las Unicas combinaciones
convexas th+ (1 —t)c=a, con 0 <t <1 b, ¢ € K, son aquellas para las cuales b = a
6 c=a.

e Teorema de Krein-Milman

Todo compacto no vacio y convexo en un espacio vectorial topologico contiene puntos
extremales y coincide con la envolvente convexa compacta del conjunto de sus puntos
extremales.

La demostracién del Teorema de Krein-Milman puede encontrarse por ejemplo en
[Rud 1979b, Teorema 3.21].

Ejercicio 1.7.6. Sean zi,75 € R2. Chequear que toda combinacién convexa de
{x1, 22} estd en el segmento con extremos z1,xy y reciprocamente. Para ilustrar el
teorema de Krein-Milman, considerar un poligono regular K en R2. (K es la unién
del interior del poligono con su borde). Entonces K es compacto. Chequear con argu-
mentos geométricos que: (a) el poligono K es convexo; (b) los puntos extremales de
K son los vértices del poligono; (¢) todo punto de K es una combinacién convexa de
sus vértices. En el ejemplo del poligono, la cantidad de puntos extremales es finita.
Para ilustrar el teorema de Krein-Milman cuando la cantidad de puntos extremales
es infinita, considerar una circunferencia S' C R? y el compacto K que es la unién de
la circunferencia S* (borde de K) con la regién acotada encerrada por S* (interior de
K). Entonces K es compacto. Chequear con argumentos geométricos que: (d) K es
convexo; (e) el conjunto de puntos extremales de K es la circunferencia S*; (f) todo
punto de K es combinacion convexa de dos puntos extremales.

Demostracion del Teorema 1.7.5

Demostracion. (a) Es inmediato chequear que M es convexo: en efecto, si pi1, 12 €
M entonces para todo conjunto boreliano B se cumple

pi(T~'(B)) = pi(B) i=1,2.
Luego, cualquiera sea 0 <t <1 se tiene
[tur + (1= Opa)(T~H(B)) = [t + (1 = t)p2)(B),

de donde tuq1 + (1 — t)ue € My, probando que My es convexo.

Ahora probemos que Myp es compacto. Recordemos que M es compacto con la
topologia débil* (esto fue demostrado en la seccién 1.2). Luego, para demostrar que
M es compacto, basta probar que My es cerrado en M. Sea p,, — p en M tales
que p, € Mp. Para deducir que g € M basta recordar que es continuo el operador
T* : M +— M, definido como [T*u|(B) = u(T~1(B)) para todo boreliano B. (La
continuidad de 7™ fue demostrada en la seccién 1.2). Entonces

T 1= h’};nT*un = lm pu,, = p,

de donde u € M. Esto termina la prueba de que M es cerrado en el espacio métrico
compacto M, y por lo tanto My es compacto.
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(b) Probemos que p es ergdédica para T si y solo si es punto extremal de M. Primero
asumamos que 4 no es ergoédica. Entonces existe un boreliano T-invariante A C X tal
que 0 < u(A) < 1. Sea A° = X \ A y considérense las probabilidades definidas para
todo boreliano B por:

_ wBNA _ n(BNAY)
mB) ==y B

Por construccion, tenemos
p=tur+ (1 —t)uz,  dondet:= u(A).
Nétese que pq # po, porque u1(A) =1y pa(A) =0. Ademds 0 < t < 1, de donde

W s pF e

Por lo tanto p no es punto extremal de Mp. Hemos probado que si p no es ergédica,
entonces i no es punto extremal de M.

Ahora probemos el reciproco. Asumamos que u es ergédica y probemos que u es punto
extremal de M. Sea p = tug + (1 — t)ps, donde 0 <t < 1y py,us € Myp. Por un
lado, sit =06 ¢ =1 entonces = 1 6 = po. Por otro lado, si 0 < ¢ < 1 entonces
L py pe < (pues si u(B) = 0 siendo la suma de dos sumandos no negativos,
cada sumando debe ser cero, de dénde 0 = u1(B) = u2(B)). Sea A un conjunto T-
invariante. Por hipdtesis u es ergddica, entonces pu(A) =0 6 p(A°) = 0. Como p; <
para i = 1,2, deducimos que p;(A) = 0 6 p;(A) = 1. Luego p; es ergédica. Por lo
demostrado en el Teorema 1.7.3, pu; < p siendo p; y p ergédicas, implica que p; = .
En este caso tenemos entonces p = 1 = pe. Hemos probado, en todos los casos, que
las tinicas combinaciones convexas de p son aquellas para las cuales = p1 6 p = po.
Entonces por definicién, p es extremal como queriamos demostrar.

(c) Es consecuencia directa de a) y b), y del Teorema de Krein Milman. O

Fin de la prueba del Teorema 1.7.1:
Existencia de medidas ergddicas

Demostracion. Por la parte ¢) del Teorema 1.7.5,
My =e.c.Er,

donde &7 denota el conjunto de medidas ergddicas para Ty My el de todas las
medidas T-invariantes. Por el Teorema 1.1.5, M1 # ). Luego Er # ). Para probar la
dltima afirmacién del Teorema 1.1.5 aplicamos la Definicion de la clausura e.c.Ep de
la envolvente convexa del conjunto £ de probabilidades ergddicas. Recordamos que
la envolvente convexa e.c.Er es el conjunto de todas las medidas que se obtienen como
combinaciones lineales convexas de medidas ergdédicas. Como toda medida invariante
w estd en e.c.&p, entonces p se puede aproximar, tanto como uno desee en la topologia
débil* del espacio de probabilidades, por medidas que son por combinaciones lineales
finitas y convexas de medidas ergddicas. [l
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Ejercicio 1.7.7. Sea T : X — X una transformacion continua en un espacio métrico
compacto.

(I) Asuma que existe una medida p invariante por T' y positiva sobre abiertos (no
necesariamente ergédica).

(a) Probar que para cada abierto V' no vacio, existe una medida ergédica vy tal que
vy (V) > 0.

Sugerencia: Por absurdo, si v(V') = 0 para toda medida ergddica v, entonces p(V) = 0
para toda medida de probabilidad p que sea combinacién convexa finita de ergddicas.
Probar que p(V) = 0 para toda medida p en la envolvente convexa compacta de las
ergddicas (con la topologia débil* del espacio M de probabilidades). Usar el Teorema
1.7.5 para concluir que p(V') = 0, contradiciendo la hipétesis.

(b) Usando el Lema de Recurrencia de Poincaré demostrar que el conjunto de los
puntos recurrentes es denso en X.

(c) Concluir que Q(T) = X.

(IT) Asuma que para todo abierto V' existe una medida de probabilidad invariante py
(no necesariamente ergddica), tal que py (V') > 0.

(d) Demostrar que existe una medida de probabilidad invariante vy ergédica tal que
vy (V) > 0.

(e) Demostrar que existe una medida de probabilidad invariante p positiva sobre abier-
tos. Sugerencia: Tomar una base numerable de abiertos {V;};>1, demostrar que las
medidas p, := >, (1/2")uy, (que no son probabilidades, pero son finitas) satisfacen
0 < pn(X) < 1, son T-invariantes y existe p = lim;, | _ p, en la topologfa débil* del
espacio M! de medidas de probabilidad finitas uniformemente acotadas por 1.



Capitulo 2

Teoremas Ergddicos.

Las hipotesis generales para este capitulo son las siguientes:

(X, A) es un espacio medible, T': X — X es una transformacién medible que preserva
una medida de probabilidad u, y f : X — R es una funcién medible.

Consideremos el siguiente resultado:

Sea T : X — X medible en el espacio métrico compacto X. Sea p una medida de
probabilidad en la sigma-dlgebra de Borel. Entonces p es T-invariante si y solo si
para toda f : X — R continua se cumple

/fdu:/fonu (2.1)

Ademds, vale la igualdad (2.1) para toda [ continua si y solo si vale para toda f €
LP(u), cualquiera sea el natural p > 1.

Ejercicio 2.0.8. Probar la afirmacion anterior.

2.1. Teorema Ergddico de Birkhoff-Khinchin
Enunciado y Corolarios

Definicién 2.1.1. Promedios temporales Sea (X,.4) un espacio medible. Sea
T : X — X medible que preserva una medida de probabilidad p (no necesariamente
ergddica). Sea f € LP(u) para 1 <p € N.

Se denota con f+ o simplemente con f al limite de los llamados promedios orbitales
(o promedios temporales o promedios de Birkhoff) hacia el futuro de f, en los puntos
x € X donde exista, esto es:

er(:zr) = lim l(f(:z:) +foT(x)+...foT" ™)

n—-4oo M
Si ademads T es invertible, se denota con f_ al limite de los promedios orbitales (o

27
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temporales o de Birkhoff) hacia el pasado, en los puntos = donde exista. Esto es:

~ 1

fr(@) = dm —(f@)+ foT ' (2)+...foT " (w))
Teorema 2.1.2. Teorema ergdédico de Birkhoff-Khinchin
Sea (X, A) un espacio medible. Si T : X — X es medible que preserva una medida de
probabilidad 1 entonces:

a) Para toda f € L () existe f(z) = lim,_ o %Z;:ol foTV(x) p-c.t.p. enz € X.

b) f es T-invariante, es decir : fo T = f u-c.t.p. Mas precisamente, para todo

x € X existe f(x) siy solo si existe f(T(x)) y en ese caso f(x) = f(T(z)).

¢) Para todo natural p > 1, si f € LP(u) C L'(n), entonces f € LP(u) y la
convergencia es también en LP(u).

d) [fdu=[[du

Daremos la demostracién del Teorema Ergddico de Birkhoff-Khinchin en la Seccién
2.3 de este capitulo. La demostracién de Birkhoff del Teorema 2.1.2 se encuentra
en [Bi 1931]. Otra demostracién, diferente de la de Birkhoff, puede encontrarse por
ejemplo, en [Wa 2000, proof of Theorem 1.14, pag. 38-39], en [Ke 1998, Theorem 2.1.5]
o en [Man 1983a, pag. 114-122] Mane (ver también [Man 1987]).

El Teorema Ergddico de Birkhoff-Khinchin es un caso particular del llamado Teore-
ma Ergdédico Subaditivo de Kingmann [Kin 1973]. Este teorema més general,
establece la convergencia de la sucesién { f,,/n}, donde f,, en vez de ser necesaria-
mente una suma de Birkhoff, es una sucesion subaditiva de funciones en L'(p). Méas
precisamente, se asume por hipdtesis, que

Jotm < ot fmo T V¥ nam€N+a

donde f; € L'(p). En particular, f, = Z;:ol f10T7 es un ejemplo de sucesién
subaditiva.

El Teorema Ergddico Subaditivo de Kingmann enuncia que, para toda medida pu que
sea invariante por T', para toda sucesién {f,},>1 subaditiva de funciones reales en
LY(u), la sucesion { f,/n}n converge u-c.t.p. Luego, este Teorema generaliza el Teore-
ma Ergédico de Birkhoff-Khinchin. Demostraremos el Teorema Ergddico Subaditivo
de Kingmann (Teorema 4.2.2) més adelante de este libro.

Corolario 2.1.3. del Teorema 2.1.2

Igualdad de los promedios temporales hacia el futuro y hacia el pasado.
SiT es medible, invertible, con inversa medible, y preserva una medida de probabilidad
u, entonces para toda f € L'(u) se cumple f* (promedio temporal hacia el futuro)
Y ff (promedio temporal hacia el pasado) ezisten p-c.t.p. y son iguales f* = fN’ -
c.t.p.

(Ver la definicién de f*y f~ en 2.1.1.)

En el siguiente Ejercicio 2.1.4, se da una guia para la demostracién del Corolario 2.1.3.
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Ejercicio 2.1.4. Probar el corolario 2.1.3 como consecuencia del Teorema de Birkhoff-
Khinchin. Sugerencias: Para demostrar que existen f¥(z) y f~(x) para y-c.t.p. x € X,
aplicar el teorema de Birkhoff a T, probar que toda medida 1 es invariante por T si
y solo sf lo es por T, y usar que la interseccién de dos co njuntos con p-medida igual
a 1 tiene medida p-medida 1. Para probar que f+(z) = f~(z) para p-c.t.p. z € X,

para cada natural n > 1 denote f," := (1/n) E;-lzol foTl, f7:=(1/n) 27;01 fOT’j.
Por el Teorema de Birkhoff, f, — f;I converge en L'(u) a f_ — f*‘. Entonces para
todo € > 0 existe n suficientemente grande tal que || f~ — |l < f; — f7 o +e.

Basta probar entonces que [ |f,, — f,;F| dp tiende a cero cuando n — +oc. Chequear
que para todo x € X se cumple la siguiente igualdad:

fv:—i—l(x) _frer-i-l(x) Zf,;_l(fﬂ)'i‘f:.;_l( ) —2 n-‘,—l( )_

_2n+1 f(z) 4

f;;l+1(T_"(x)) +n——|—1 - 277,-‘,—1()

Como f5 . converge a f+ en L'(n), y ademés la medida g y la funcién f* son
invariantes por 7', tenemos, para todo n suficientemente grande:

/|f2tz+1—:fv+|d#<€

/ Foer = F i = / Fohir 0T ™" = F o T dpu =

:/|f2t1+1°T_n—J7+|dM<€

Juntando todo lo anterior, deducir, para todo n suficientemente grande, que:

I frr = Frealligy <

T |f ()] =
[fomsr 0T = f g + w1 T 20 f =

< 3e+ € 4 2e¢ = Ge.

2n+1
n+1

Corolario 2.1.5. del Teorema 2.1.2
Promedios de medida de transitividad. Para toda medida p invariante por T y
para todos los conjuntos A y B medibles, existe el limite siguiente:

7(A,B) = lim ZHTJ B)

n—4+oo N

Demostracion: Denotemos xc a la funcién caracteristica de cualquier conjunto C.

Sea -
_ IS Z B) =
=0

3
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n—1 n—1

1 1 .

- ZO /XT—J'(A)XB dp = /(5 ZOXA o T7)xp dp,
J= J=

El integrando a la derecha de la igualdad anterior ests dominado por 1 € L(u). Por
el teorema de convergencia dominada lim I,, = [ Yaxpdp O

Ejercicio 2.1.6. Probar que el limite 7(A, B) del Corolario 2.1.5 verifica las siguientes
desigualdades

1(A) = V(A1 — w(B)] < 7(A, B) </ u(A)u(B).

Concluir que:

T(A,B) =0si u(A) =06 u(B) =0.

Si 7(A, B) = 0 entonces p(A) + u(B) <1

T(A,B) =1 siy solo si u(A) = u(B) = 1.

Sugerencia para la primera parte: En la demostracién del Corolario 2.1.5 se probé que
7(A,B) = [ Xaxs,dp. En L?(p) se cumple

/mwsmmmm

Para probar la desigualdad de la derecha, aplicar lo anterior a ¥4 y xp, y recordar
que 0 < Xa < 1, por lo cual Y4 < Ya. Deducir que ||Xallz: < /1(A) aplicando el
teorema de Birkhoff. Para probar la desigualdad de la izquierda, aplicar la desigualdad
de la derecha a A y By probar que 7(A, B) + 7(4, B¢) = u(A).

Corolario 2.1.7. del Teorema 2.1.2

Promedios de sucesion de funciones.

Sea T : X — X medible que preserva una medida de probabilidad u. Sea f, € L*(p)
una sucesion de funciones, dominada por fo € L*(p), que converge p-c.t.p. y en L*(p)
a f € L' (u). Entonces

n—-+4oo N

n—1
1 S
lim — E fioT? =f p-ct.p.yen L' (p).
j=0

Ejercicio 2.1.8. Demostrar el corolario 2.1.7. Sugerencia: Basta probarlo para f, >
0; fn — 0 ct.p. Sea Gy(x) = sup,>{fn(z)}. Entonces Gy — 0 c.t.p., y por con-

vergencia dominada |Gyl — 0. Sea G = limy_oo(1/n) Z;:Ol G o T7 que existe

pu-c.t.p. por el teorema de Birkhoff. La sucesién (N?k es decreciente con k, por lo que
tiene limite, y por el lema de Fatou

Og/h’mékdugh’m/ékdu:h’m/deu:O.

Luego Gr— 0 c.t.p.. Finalmente, usar que

n—1 n—1
1 : 1 ; ~
lim sup — g fjoT?(x) =lim sup — g fioT'(z) < Gi(z).
n
Jj=0 Jj=k

n—oo 1 £ n—00
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Definicién 2.1.9. Dado A conjunto medible, se denomina tiempo medio de estadia
Ta(x) de un punto x € X en A, al siguiente limite, cuando existe:

Ta(z) = lim l#{jEN:OSjgn—l, TI(z) € A}
n—-+4+oo N

Ejercicio 2.1.10. Probar el siguiente teorema, para todo conjunto medible A C X
y para toda medida p que sea invariante por T : X +— X:

El tiempo medio de estadia T4 existe p-c.t.p. y ademds la convergencia es en LP(u)
para todo p > 1 natural. Ademds fTA du = pu(A). Sugerencia: Observar que el tiempo
medio de estadia en A es la funcién 74 = x4, donde x4 es la funcién caracteristica
de A. Aplicar el teorema ergédico de Birkhoff-Khinchin.

Definicién 2.1.11. Conjuntos de probabilidad total para T" Sea T : X — X
una transformacion medible tal que el conjunto Mp de las medidas de probabilidad
T-invariantes es no vacio. Un conjunto medible A C X se dice que tiene probabilidad
total para T si para toda p € My se cumple p(A) = 1.

Entonces, la primera parte del ejercicio anterior se puede enunciar de la siguiente
forma:

Para todo conjunto medible A C X, el tiempo medio de estadia T(x) existe para un
congunto de puntos con probabilidad total. Si ademds p(A) > 0, entonces T4(x) no

nula p-c.t.p. (pues [ 74 dp = pu(A)).

En el Corolario 4.1.4 veremos un criterio para que un conjunto tenga probabilidad
total, que requiere solo el conocimiento de las medidas ergddicas.

Ejercicio 2.1.12. Conjuntos estables e inestables.

Sea T : X — X Borel medible e invertible con inversa medible, en un espacio métrico
compacto X, tal que el conjunto de medidas invariantes por T es no vacio. Sea f :
X + C una funcién compleja continua. Sea A C X el conjunto de probabilidad total
tal que existen, y son iguales entre si, los limites f*(z) y f~(z) de los promedios de
Birkhoff hacia el futuro y hacia el pasado, respectivamente. Sea xo € A. Se definen
los conjuntos estable e inestable respectivamente por el punto o (quizds se reducen
solo a {xo}):

Wé(zg) :={y € X : nll)r_‘r_loo dist (T"y, T"xzo) = 0}

W (xo) :=={y € X: lim dist(T"y,T"zo) = 0}

Probar que para todo y € W*(zg) existe fT(y) v fT(y) = fT (o). Probar que para
todo y € W (zo) existe F~(4) y F~(y) = F~(zo).

Ejercicio 2.1.13. .

Promedios de Birkhoff para funciones reales fuera de L'(u).

Probar la siguiente generalizacién del teorema de Birkhoff-Khinchin: Sea (X,.4) un
espacio medible y sea Sea T : X +— X medible que preserva la probabilidad u. Sea
f X — R medible.

Entonces, p-c.t.p. o bien m (x) = 400 0 bien fv existe y es finito.
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Sugerencia: Basta probarlo para f > 0. Dado ¢ > 0 sea

n—1

1 .

X, = Siminf — > i

e={r€X:lminf = ) foT'(x)<c}
Jj=0

X, es T- invariante. Sea f,(z) = min(f(x),m). Usar el teorema de Birkhoff para

probar que existe f,, p-c.t.p. z € X.. Sea f|x, = xx.f donde xx, denota la funcién
caracterfstica de X.. Probar que f|x, € L'(u) usando el teorema de convergencia

monétona y la igualdad del teorema de Birkhoff [ f,,|x, du = [ fim|x, dp < c. Deducir

que existe el limite f(z) para p-c.t.p.  en X.. Tomar la unién de los X, para todo

¢ > 1 natural y concluir que en el complemento de esa unién se cumple f = +oc.

Ejercicio 2.1.14. Sea T : X — X una transformacién medible en un espacio métri-
co compacto X, tal que es no vacio el conjunto My de probabilidades invariantes
por T. Probar que el conjunto siguiente tiene probabilidad total para T (i.e. tiene
probabilidad 1 para toda u € Mrp):

n—1
1 _
X : existe i ,HOO—-E TP O(X,R), >1
{z e existe 1ty o0 j:Ofo () ¥V fel ), Vp>1}
Sugerencia: Mr»(X) D Mrp(X).

2.2. Teorema Ergdédico Maximal

En esta seccién asumiremos que 7' : X +— X es medible y que preserva una medida
de probabilidad .

El siguiente Teorema Ergddico Maximal es un lema para demostrar el Teorema Ergddi-
co de Birkhoff-Khinchin, pero puede tener interés en si mismo pues (en apariencia)
es mas general. En la demostracion del Teorema Ergédico Maximal, no asumiremos
vélido el Teorema de Birkhoff-Khinchin, como tampoco los Teoremas 1.7.1 y 1.6.9 de
existencia y propiedades de las medidas ergddicas (que fueron probadas en el primer
capitulo, asumiendo verdadero el Teorema Ergddico de Birkhoff-Khinchin.) De esa for-
ma, en las préximas secciones podremos demostrar el Teorema de Bikhoff-Khinchin
como consecuencia del Teorema Ergédico Maximal.

A diferencia del teorema de Birkhoff-Khinchin, este otro resultado, el Teorema Ergddi-
co Maximal, no se refiere a los promedios temporales de una funcién f a lo largo de
la érbita por un punto x € X, sino al maximo o supremo de las sumas acumuladas
de los valores de f a lo largo de la drbita con estado inicial x.

Teorema 2.2.1. Teorema Ergédico Maximal
(Versién Particular).
Sea f € L'(u) real. Sea, para n > 1, la sucesion creciente de funciones:

F, =méx{f, f4+foT , f+foT+foT? , ..., f+foT+...+foT" '}
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Sea .
E(f)y={ze X :supF,(z) >0} ={re X: supioTj(:zr) > 0}
n>1 nleZO
FEntonces

/ fdp >0
E(f)

Interpretacion: Sila funcién f : X — R es real e integrable, aunque no sea siempre
positiva, siempre sucede que es no negativo su valor esperado (con respecto a cualquier
medida T-invariante) en el conjunto de puntos iniciales cuyas dérbitas futuras tienen
sumas acumuladas de f que a veces, aunque sea en un instante solo y muy lejano en
el futuro, toman valores positivos.

Para demostrar el Teorema Ergdédico Maximal 2.2.1, enunciaremos y demostraremos
una version més general, de la cual la anterior se deduce inmediatamente como apli-
cacion. Para eso introducimos la siguiente definicion:

Definicién 2.2.2. Sucesién subaditiva de funciones Una sucesion {f,},>1 de
funciones reales medibles f,, : X — R se llama subaditiva si

fn+m§fn+fmoTn V?’L,le

La sucesién se llama aditiva si se cumple la igualdad en la afirmacion anterior para
todos n,m > 1.

Ejercicio 2.2.3. Probar que una sucesién de funciones reales medibles {f,,},>1 es

aditiva si y solo si
n—1

fn:ZfloTj Vn>1.

=0

Debido a lo probado en el ejercicio anterior, la sucesiéon de las sumas de Birkhoff
de una funcién medible real f es una sucesién aditiva, y reciprocamente. Ademads
como toda sucesion aditiva es subaditiva, entonces toda afirmacién sobre f,,/n que
se demuestre en general para las sucesiones subaditivas { fy, }»>1, regird en particular
para los promedios de Birkhoff.

Ejercicio 2.2.4. Sea {f,},>1 una sucesién subaditiva tal que f;” € L*(u). Probar
que f,f = méax{0, f,} € L'(u) para todo n > 1 para toda medida de probabilidad
invariante por 7. Luego [(f,/n)du € [—oo, +00). Probar que:

s f’n, z f’n,
1 —dp=if | —d — .
nﬂu}rloo/n =5 0 H €[00, F00)

Sugerencia para la tltima parte: Llame I,, = f fndp eI =inf,>q(I,/n). Verificar que
Inym < I, + I, ¥V n,m > 1,. Primero asuma que I = 0. Fije m tal que (I,,/m) < e.
Escriba n = mgq + r. Pruebe que para todo ¢ suficientemente grande 0 < (I,/n) <
(I;m/m) + € < 2e. Concluir que lim I,,/n = 0 Después, si —co < I # 0 aplique el
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resultado anterior a I, — nl. Finalmente, si I = —oo pruebe, como en el primer
caso, que para todo ¢ suficientemente grande (I,,/n) < —K, donde K > 0 es dado
arbitrario.

Teorema 2.2.5. Teorema Ergédico Maximal
(Versién General 1)
Sea { fn}n>1 una sucesion subaditiva de funciones reales medibles tales que fi € L(p).
Sea

Fy = gjagxn{fj}
Sea

E:={zeX:supF,(z) >0} ={z e X :sup fn(z) > 0}.
n>1

n>1

FEntonces,

/fldMZO.
E

Interpretacién: Si la sucesiéon de funciones es subaditiva, entonces es no negativo
el valor esperado de la primera de ellas en el conjunto de puntos x € X donde alguna
de las funciones f,, es positiva (no importa si tal f,, es una sola en toda la sucesién,
ni si m estd muy alejado de 1).

Demostracion:
Sea E, = {xr € X : F,(x) > 0}. Se cuample E,, C E,41,y £ = |, En. Luego,
denotando f;" = max{f1,0}, fi = —min{f;,0}, tenemos:

/EfldMZ/Effrdu—/Effdu:

= lim i du — h’m/ fi dp=1lim fidu
E, E, E,
Entonces, para probar que [}, fi du > 0 basta demostrar que [, fdu > 0 para todo
n>1.
En lo que sigue denotaremos f = f;. Sea

" / Fe= /{Fn>O,FnoT§O} F it /{Fn>0,FnoT>0} fdp (2.2)
Tenemos
Fa@) = wix (@) FaT) = e (5T @))

Estudiemos primero el caso cuando F,,(z) > 0y F,,(T'(x)) < 0. Esto implica f;(T'(x)) <
0 para todo 1 < j < n. Siendo fji(z) < f(x) + f;(T(z)), por la subaditividad de
la sucesién {f,,}, deducimos que fj+1(z) < f(z) para todo 1 < j < n. Luego, de la
construccién de Fy,(z) en la igualdad de arriba, deducimos que F,,(z) = f(x). Hemos
probado que:
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Fo.(x) = f(z) st F,(T(x)) <0y Fy(x) > 0.

Ahora estudiemos el caso F,,(T'z) > 0. Tenemos

£(@) + Fu(T(a)) = miéx {£(a) + (T @) =

> mix ({f1(T@)} = mix (@)}, (23)

T 1<i<n

En la pendltima desigualdad usamos la subaditividad de la sucesién {f;};>1. En
la dltima desigualdad se tomé el maximo en un conjunto mas chico de valores del
subindice. Como estamos suponiendo que F,(T'(x)) > 0, entonces

f(@) + Fu(T(2)) > f(2). (2.4)
Juntando las dos desigualdades (2.3) y (2.4) obtenidas cuando F,,(T'z) > 0, se deduce:
f(@) + Fo(T(2)) > mdx {fn(z)} = Fo(2).

~ 1<h<n

En resumen:
F.(x)=f(z) si Fu,(x)>0y F,(Tx) <0,

f(x) > F,(x) — F,,(Tx) si F,,(Txz) > 0.
Sustituyendo en (2.2) resulta

12/ Fndu+/ (Fp—FpoT)du >
{Fn>0,F,0T<0} {Fn>0,F,0oT>0}

/ F, d,u—/ F,oT du. (2.5)
{F,>0} {F,>0,F,oT>0}

Por otro lado como 1 es T-invariante resulta

/gdu=/gonu Vg € L' (1)

De donde

/ Fydp = /X{Fn>0} Fydp = /(X{Fn>0} oT)- (FnoT)du=
{Fn>0}

/(X{FnoT>0}) (FnoT)dp = / F, o Tdp
{F710T>0}

Sustituyendo en (2.5) resulta:

IZ/ FHOTd,u—/ FooT du=
{FpoT>0} {Fpn>0,F,0T>0}

/ F,oT du > 0.
{F,<0,F,0T>0}

Concluimos que I = | g J1dp > 0, como queriamos demostrar. O
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Teorema 2.2.6. Teorema Ergédico Maximal

(Versién General 2)

Sea { fn}tn>1 una sucesion subaditiva de funciones reales medibles tales que fi € L (p).
Sea o € R dado. Se define el siguiente conjunto

fn(x)

E,:={z € X :sup——= > a}.
n>1 n

Sea A C E, medible e invariante (i.e. T~1(A) = A).Entonces:

[ frauzauta) vz
A

Demostracion. Primero probemos el teorema cuando « = 0. Denotaremos F(f) := Ey
para la sucesién f := {f,},>1. Sea la sucesién g := {g, }n>1 construida por:

gn(2) =xafo(x) V2 EX, Vn>1.

Es inmediato verificar que g es subaditiva.
Por el Teorema 2.2.5, y teniendo en cuenta que g1(x) = xaf1(x), deducimos

OS/ gldMZ/ XA fidp.
E(9) E(g)

Afirmamos que A C E(g). En efecto, si x € A C E(f), entonces g,(z) = fn(z)
para todo n > 1. Ademds como = € E(f), tenemos sup,~;{fn(z)} > 0. Luego
sup,,>1{gn(z)} > 0}, es decir x € E(g). N

Concluimos que:

0S/XE(Q)XAfldMZ/XAfldMZ/AfldM-

Ahora consideremos el caso « # 0. Denotamos E,(f) := E, para la sucesién f :=
{fn}n>1. Sea la sucesién ¢ := {g, }n>1 construida por:

Es inmediato chequear que g, es subaditiva. Ademdas E,(f) = Ey(g). Por la parte b)
probada en el caso a = 0 deducimos que

OS/ gldu=/ (fi —a)dpu,
Eo(g) Ea(f)

de donde
[z ana),
Eo(f)

terminando la prueba del Teorema 2.2.6. [l
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Ahora veamos que el teorema ergddico maximal permite obtener resultados sobre el
supremo p-c.t.p. de la sucesién f,/n construida a partir de la sucesién subaditiva
{fn} dada. En particular, permite obtener resultados sobre los promedios temporales
de Birkhoff.

Corolario 2.2.7. del Teorema Ergdédico Maximal. Sea {f,}n>1 una sucesion
subaditiva de funciones reales medibles tales que fi € L'(u). Sea o un miimero real
cualquiera. Se define el siguiente conjunto:

aaz{xeX:Hmsup& > a}.
n

n—-+4oo

Sea A C G, medible, tal que T~1(A) = A. Entonces

[ = an(a)
A

Corolario 2.2.8. del Teorema Ergédico Maximal.

Sea {fn}n>1, con fi € L*(n), una sucesion aditiva de funciones reales medibles (es
decir se cumple la igualdad en la Definicién 2.2.2). Sea 8 un nimero real cualquiera.
Se define el siguiente conjunto:

P )
QB:{‘TGX’EH{E;<5}-
Sea A C G5 medible, tal que T~'(A) = A. Entonces

/ Frdu < Bu(A)
A

Demostracion de los Corolarios 2.2.7 y 2.2.8:
Demostracion del Corolario 2.2.7: Sea el conjunto

Ey, ={zxeX: sgpl)(fn(a:)/n) > af.

Es inmediato que G, C E,. Aplicando el Teorema Ergédico Maximal 2.2.6, como
T'(A)=AC Gy C Eq, tenemos [, f1du > ap(A), como querfamos demostrar. [

Demostracion del Corolario 2.2.8: Como {f,} es aditiva, entonces {—f,} también lo
es. Observemos que G5({fn}) = G—s({—fn}). Por el Corolario 2.2.7 se tiene entonces

[ ydu= (-Bua), de donde [ frau< pua). O
A A

El siguiente resultado, referido a los conjuntos construidos en los Corolarios del Teo-
rema Ergdédico Maximal, sera tutil para probar el Teorema Ergddico de Birkhof-
Khinchin:
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Lema 2.2.9. Si la sucesion de funciones es aditiva, entonces los conjuntos A = G,
y B = Gg, definidos en los Corolarios 2.2.7 y 2.2.8 respectivamente, son invariantes
con T, es decir T~1(A) = A y T~Y(B) = B.

Demostracion: A = {x € X : limsup,_,  fu(z)/n > a}, B = {z € X :
liminf,, 4o fu(z)/n < B}.

T A ={zeX:Tx)cA={zecX: h’msupM > al,

n—+o00 n

Tﬁl(B):{IEX:T(:r)6A}:{x€X:Egi§@<ﬂ},

Basta demostrar que para todo x € X se cumple

n T n . . n T z . n
lim sup M = lim sup f_(x), lim inf M = lim inf f_(a:) (2.6)
n—-+4o0o0 n n—+o00 n n—-+400 n n—+oo N

En efecto

freae) _Ale) (0 fulTa)

n+1 n+1 n+1 n

de donde, tomando limite superior e inferior respectivamente, cuando n — 400 y
x € X estd fijo, se deducen las igualdades (2.6), como querfamos demostrar. 0

2.3. Prueba del Teorema Ergoédico de
Bikhoff-Khinchin

El Teorema 2.1.2 de Birkhoff-Khinchin es una consecuencia del Teorema Ergddico
Maximal demostrado en la secciéon anterior. En efecto, llamemos f, = Z;:ol fo
T7. Cuando las funciones son reales, entonces la sucesién {fn}n>1 es aditiva. Luego,
podemos aplicar todos los resultados de la seccién anterior.

Demostracién de la Parte a) del Teorema 2.1.2 Para toda f € L'(p) existe p
-c.t.p.

n

—1
Fo)= tim =3 foTi(z)= lm It
7=0

n—-+oo N 4

Demostracion:
Basta demostrarlo cuando f es real en L' ().
Sea G = {z € X : liminf(f,(z))/n < limsup(f,(x))/n}. Basta probar que u(G) = 0.
Se cumple
G= U Ga(f)NG4(f)

a>3 racionales

donde los conjuntos G (f) vy Qﬁ(f) son los definidos en los Corolarios 2.2.7 y 2.2.8
respectivamente.
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Basta demostrar que A = Go(f) N Gy4(f) tiene p medida cero, para todos a > j
racionales fijos.

El conjunto A es invariante con T, es decir T'(A) = A, ya que Go(f) y G4(f) lo
son (ver lema 2.2.9).

Aplicando los Corolarios 2.2.7 y 2.2.8, se obtiene:

/fszwm /fMSWM)
A A

Luego au(A) < Bu(B). Siendo a > 3 esto implica u(A) = 0, como querfamos de-
mostrar. [J

Demostracién de la Parte b) del Teorema 2.1.2 f(z) existe si y solo si existe

f(Tx) y en ese caso f(Tx) = f(x). Luego f = foT p-c.t.p.

Demostracion: Basta considerar f real. Repitiendo la prueba del Lema 2.2.9 en el caso
de la sucesion { f,,} aditiva, se tiene, para todo = € X:

limsup,, ;o fu(x)/n =limsup,_,, . fn o T(x)/n, y andlogamente

Hminf,, oo fu(x)/n =lminf, o frn o T(z)/n.

Luego, para todo = € X, existe f(x) si y solo si existe f(T:c) y en ese caso son iguales.
Por la parte a) el conjunto donde existe ftiene 1 medida igual a uno. Luego, p-c.t.p.
f=foT. O

Demostracién de la Parte ¢) del Teorema 2.1.2 Para toda f € L' (i) la funcion
f también pertenece a L'(u) y ademds la convergencia de f,, a f es también en L' (u).

Demostracion: Basta demostrar la siguiente afirmacién mas general:

Afirmacion c) Si f € LP(u) para algin p > 1 natural entonces la funcion f también
pertenece a LP(p) y ademds la convergencia de fn/n a [ es también en LP(u).

Lema 2.3.1. Si f € LP(u) para algin p > 1 natural entonces las funciones f Y
fn/n=(1/n) E;:ol foT7 también pertenecen a LP(u) y cumplen

[ fn/nllp < (1 £lp, £l < 11 £

Demostracion: Sea I, = || fn/n||b = [|fn/n[P du. Probemos primero que I, < ||f|[%
con lo cual quedard demostrado que f,/n € L? y que ||fn/nlp < || fllp-

n—1 n—1
1 . 1 .
I, = — TP dp < — TP dy =
/|njz_ofo | u_/<nj§_oj|f|o ) d

n—1 n—1
1 . 1 .
1= S Ul T < (- S I1F o T,
Jj=0 j=0
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En la dltima desigualdad usamos la propiedad triangular de la norma || - ||,. Obser-
vamos que || f oT7||, = || f||, para todo n > 1, pues la medida p es T-invariante y por
definicién de la norma en LP(u) se tiene || f||5 = [ |f[Pdu= [[fo TP du=||foT|?.
Hemos probado entonces que I, < ||f ||§ como afirmamos al principio.

Ahora solo resta probar que I = [ |fIP dp < [ f]|b. Por el lema de Fatou tenemos:
1= [ Vi ol = [ V] gl e <

h’minf/|fn/n|p dp = liminf I, < [|f[|). O

Demostracién de la Afirmacién c) del Teorema 2.1.2:

Por el lema 2.3.1 se tiene fe LP(u). Solo resta probar que f,, — fen LP ().

Primer caso: f € LP(u) es acotada, es decir |f(x)] < K Vz € X. Tenemos entonces
que |fn(z)/n| < K Va € X y pasando al limite p—c.t.p. resulta |f| <K pu-—ctp.,
de donde |fn/n — f| < 2K — c.t.p.. Por el teorema de convergencia dominada se
tiene:

tim (/) = Fllp =t [ 105 /m) = FIP =

n—-+4oo n—-+o0o

:/ lim |(fu/n) = fIP dpp=0

n—-+0oo

Segundo caso: f € LP(u) cualquiera. Las funciones simples son acotadas y densas en
LP(u). Luego, dado € > 0, existe g simple tal que

1f —gllp <e
Por la propiedad triangular de la norma || - ||, se tiene:
1(fn/n) = fllp < 1(fn = gn)/nllp + 1(gn/n) = Gllp + 19 = fll» (2.7)

Segun lo probado en el primer caso, como g es acotada se tiene:
[I(gn/n) —gllp < € Vn suficientemente grande

Por otra parte, el lema 2.3.1 implica:
[(fn = gn)/nlly = [I(f = @nllp < I —gllp <,
1f = gllp = 1Mm(fn — gn)/nllp = | Um(f = g)n/nll, =

1T =Dl < IIf = gllp < e.

Sustituyendo en (2.7), se deduce que

I(fn/n) — ﬂ‘p < 3¢ Vn suficientemente grande,
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de donde ||(fn/n) — f||p — 0 como querfamos probar. O

Demostracién de la Parte d) del Teorema 2.1.2. Para toda f € L'(u) se

cumple
/ fdu= / fdu

Demostracién: Por la parte ¢) se tiene que ||(f,/n) — f|l1 — 0. Luego:

| [amydn = [ Fau| < [1(ha/m) = Fldu=115ufm) = Flu =0

[tumydu— [ Fa
Por otro lado:

/(fn/n)du—%g/foTjdu—%g/fdu—/fdu vn > 1

Reuniendo ambos resultados se obtiene [ fdu = [ fdp. O

Concluimos por un lado que

2.4. Otras caracterizaciones de la ergodicidad

En esta seccién, salvo indicacién en contrario, (X,.4) denota un espacio medible y
T : X — X una transformacién medible que preserva alguna medida de probabilidad
1.

Se recuerda las Definiciones 1.6.1 y 1.6.2 de ergodicidad, y los Teoremas 1.6.3, 1.6.9 y
1.7.5, en los que dimos diferentes caracterizaciones de ergodicidad. Agregamos ahora
las siguientes:

Teorema 2.4.1. Ergodicidad IV

Sea T : X — X medible que preserva una medida de probabilidad . Las siguientes
propiedades son equivalentes:

a) T es ergddica respecto de .

b) Para toda f € L'(u) se cumple

f(év)=/fdu p— c.t.p.

¢) Para toda pareja de conjuntos medibles A y B se cumple:

lim LS (40 B) = w(Au(B).
7=0

n—-+oo N 4
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El enunciado y la prueba del Teorema 2.4.1 fueron extraidos, con leves modificaciones,
de [Man 1983a, pags. 130-131] (ver también [Man 1987]).

Demostracién de que a) = b) en el Teorema 2.4.1: Por el Teorema de Birkhoff-
Khinchin [ fdu | f du. Entonces basta demostrar que fes constante p—c.t.p.

Por el teorema de Birkhoff-Khinchin f( ) existe p-c.t.p., f(x) existe si y solo si existe
f(T:c) y en ese caso f(Tx) = f(z). Dicho de otra forma, el conjunto A = {z € X :
f(z) existe } cumple pu(A) =1, T~1(A) = A y para todo z € A: f(x) = f(Tx).

Sea g : X ~— C definida como g(z) = f(z) si z € A, g(z) = 0 si ¢ A. Entonces
para todo z € X se cumple g o T'(z) = g(x). Por la afirmacién demostrada antes
g = cte  p—c.t.p. Pero por construccion g = f p—c.t.p., de donde se deduce que
f =cte p—c.t.p. como queriamos. O

Demostracién de que b) = c) en el Teorema 2.4.1:
Obsérvese que u(T7ANB) = [ xr-iayxB dp = [(xa o T7)xp dp, de donde:

n—1

1« 1 ,
I —j z j
- E:O ANB) /(ng xaoT”)xpdu

Jj=0

Por convergencia dominada (el integrando estd acotado por la funcién constante 1 €
LY(u)), resulta:

n—1

E N
h’mIn:/ lim ZXAoT’) pdp= /(XA)XBdu (2.8)

n~>+oo n

Por el teorema de Bikhoff-Khinchin, observando que x4 € LP(u) y X4 es invariante
con T, luego contante y — c.t.p, se tiene que

Xal(z) =/>?A du=/XAdu=u(A) p—ctpreX

Sustituyendo en (2.8) resulta lim,, I,, = [(1(A))xs dp = p(A)u(B). O

Demostraciéon de que c¢) = a) en el Teorema 2.4.1: Basta demostrar que
si A,B C X son medibles con p medida positiva, entonces existe j > 1 tal que
w(T~7(A)N B) > 0 (cf. Definicién 1.6.1). Por hipdtesis:

n—1

h’m% S WT(4) N B) = h’m% S T (4) N B) = p(A)u(B) > 0
2 2

Entonces Z;:ll w(T=3(A)NB) > 0 V n suficientemente grande, de donde pu(T~7(A)N
B) > 0 para algiin j > 1 como querfamos probar. O
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Ejercicio 2.4.2. Ergodicidad V.

Sea T : X +— X que preserva una probabilidad u. Probar que:

(a) T ergddica respecto de p si y solo si para todo conjunto A medible tal que
T=YA)C A 6T YA) D A, se cumple u(A) es o bien cero o bien uno.

(b) T es ergédica respecto de p si y solo si para toda f € L*(p) tal que foT < f u-
c.t.p., se cumple f = cte pu— c.t.p.

() T es ergddica respecto de p si y solo si para todos los conjuntos A medibles que
cumplen T~1(A) C A 6 A C T71(A) se verifica u(A) =0 6 u(A) = 1.

(d) T es ergddica respecto de i si y solo si para todas las funciones f € L*(u) tales
que foT < f u-ct.p.,, 6 foT > f u-ct.p.se cumple f =cte pu— c.t.p.
Sugerencia para (a): Basta probarlo cuando T~'(A) D A, pues en caso contrario,
sustituimos A por su complemento. Denote y 4 a la funcién caracteristica de A. Como
T~—1(A) D A, pruebe que X7r-n(ay(®) = 1 para todo z € A. Luego xa(x) = 1 para
todo x € A, y usando que x 4 es constante p-c.t.p. si p es ergédica, se deduce u(A) =1
6 n(A) =0.

Ejercicio 2.4.3. Sea X un espacio métrico compacto y sea T : X — X Borel-medible
tal que preserva una probabilidad p. Sea {g; : ¢ > 1} un conjunto numerable denso
en CY(X,[0,1]). Probar que son equivalentes las afirmaciones siguientes:

i) u es ergddica.

ii) fy) = [ fdp p-ctp.y; ¥V fe Co(X,R)

iii) gi(y) = [gidp pctop.y; Vi>1 N
Sugerencia: Recordar que y es ergédica si y solo si para toda h € L' (u) : h(y) = f hdp
, p-c.t.p. y; y que las funciones continuas son densas en L' (u).

Ejercicio 2.4.4. Sea X un espacio métrico compacto y sea T : X — X Borel-medible
tal que preserva una probabilidad u. Probar que 1" es ergddica respecto de p si y solo
si para toda funcién compleja f : X — C continua, el limite f de los promedios de
Birkhoff de f es constante p-c.t.p. Sugerencia: Usar lo probado en el ejercicio 2.4.3 y
chequear, usando el Teorema de Birkhoff-Khinchin, que si f es una constante p-c.t.p.,
entonces esta constante es [ f dpu.

Volvamos al caso general de un espacio medible (X, A) con una transformacion medi-
ble T': X — X que preserva una medida de probabilidad u. Por el Lema de recurrencia
de Poincaré (Teorema 1.5.2) si un conjunto medible A cumple p(A4) > 0, entonces la
6rbita futura de p-c.t.p. x € A vuelve infinitas veces a A. Sin embargo, ese Lema no
dice nada sobre la frecuencia de visita y la duracién de las estadias de la 6rbita de
x en el conjunto A. Las medidas ergddicas dan exactamente el valor de la frecuencia
asintdtica en que la érbita de x pasa dentro de A.

Definicién 2.4.5. Tiempo medio de estadia.
Llamamos tiempo medio de estadia To(x) de la érbita por x € X en un conjunto
medible A a:

ra(r) = 1im #{jeN:0<j<n 1,T(:E)EA}:

n—-+4oo n
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n

—1
1 - _
= lim —E xaoT?(x) =xa(x)
J=0

n—-+oo N 4

Teorema 2.4.6. Ergodicidad VI.

Sea T : X — X medible que preserva una medida de probabilidad p. Entonces p es
ergddica para T si y solo si para todo conjunto medible A el tiempo medio de estadia
TA(x) es constante p-c.t.p. Ademds, en ese caso Ta(x) = u(A) p—ct.p.

El enunciado y la prueba de este teorema, con leves modificaciones, fue extraido de
[Man 1983a, pag. 133] (ver también [Man 1987]).

Demostracion: Por el teorema de Birkhoff-Khinchin Y4 € L'(u) y cumple Y4 =
XaoT p—ctp Sixa=cte pu— ct.p. entonces, aplicando nuevamente el teorema
de Bikhoff-Khinchin:

Xa(z) = /)?A dp = /XA dp=p(A) p—ctp. (2.9)

Si T4 =Xa=cte p— ct.p. para todo A medible, tomemos en particular A tal que
T~1(A) = A. Para demostrar la ergodicidad de p hay que probar que u(A) es cero o

uno.
n—1

1 .
Xa=1lim=Y T
XA HIlnj:OXAO

Pero x4 0 T7 = x7-i(a) = xa. Luego resulta:
Xa(x) =xa(z) €{0,1} p—ctp.zeX (2.10)

Por (2.9) y (2.10) se tiene u(A) € {0,1} y p es ergédica como queriamos probar.
Reciprocamente, si p es ergédica, entonces por la parte b) del teorema 2.4.1. 74 =
XA = cte pu— c.t.p. O

Ejercicio 2.4.7. SeaT : X — X es Borel medible en un espacio topoldgico X conexo,
que preserva una medida de probabilidad p positiva sobre abiertos. Probar que:

(a) Una funcién g € L'(p) invariante con T' (i.e. go T = g p-c.t.p.) es constante
p-c.t.p. si y solo si es localmente constante c.t.p. (es decir: existe un cubrimiento de
X por abiertos, tales que en cada abierto V' del cubrimiento se cumple gy = Ky
constante p-c.t.p. de V.)

(b) T es ergédica si y solo si toda funcién g € L'(u) que sea invariante con T es
localmente constante.

2.5. Ergodicidad Unica

Definicion 2.5.1. La transformacién T es udnicamente ergddica si existe una tnica
medida de probabilidad que es T invariante.
Por lo visto en la seccién 1.7 esta tnica medida es extremal en el conjunto de las
probabilidades invariantes; luego es ergddica.
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Teorema 2.5.2. Sea T continua en un espacio métrico compacto. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i) T es dnicamente ergddica

ii) Para toda f € C°(X,R), para todo x € X existe el siguiente limite y es un nimero
independiente de x:
~ 1

n—1
= If T ().
f n—1>r-|I-1<>o n ]:ZO f ° (x)

iii) Para toda f € C°(X,R), la sucesién de funciones continuas {f,} definidas por

n—1
1 .
n — — T’
LML

converge uniformemente a una constante cuando n — oco.

Demostracion: i) implica iii):

Sea 1 la tinica medida de M7 (X). Probaremos f,, converge uniformemente a [ fdu
en X. Por absurdo, supongamos que existe ¢ > 0, y una sucesién n; — oo tal que
Sup,ex |fn, () — [ fdu| > € para todo j > 1. Como el supremo es un maximo, existe
z; € X, donde se alcanza.

Por el teorema de Riesz, existe una medida p; (no necesariamente 7- invariante) tal
que:

n;—1

13 ;
VgeC'X,R): /gduj:;ZQOT(xj)

7 =0

Por la compacidad del espacio M(X), existe una subsucesién convergente de esta
medidas p;. Por simplicidad seguiremos usando la misma notacién para la subsucesion
que para la sucesion original.

fj — v

Afirmamos que v es T- invariante. En efecto:

n;—1
13 -
/ng*uz/QOTduzlim/QOTd,uj = lim — Z go T (z;)
i o
1 njfl
:Hmn_j Z goT"(z) zh'm/gdunj :/gdu
i=0

Como por hipétesis T' es unicamente ergddica, se tiene p = v. Entonces

/fduz/fdv=limfnj(:vj)
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Pero por construccién

|fn].(a:j)—/fd,u| >¢€ paratodoj >1

contradiciendo la igualdad anterior.

ili) implica ii) porque la convergencia uniforme de funciones continuas en X implica
la convergencia en todo punto de X.

ii) implica i): Sea A el funcional lineal positivo definido por

Af) =7

para toda f € C°(X,R).
Para toda medida pu que sea T invariante, por el teorema de Birkhoff

/fw=/fw=f=Mﬁ
Por el teorema de Riesz, existe una tinica p que cumple

[ au=10s)

Luego existe una unica p que es T- invariante. O
Como ejemplo, veremos en la proxima seccion que la rotacién irracional en el circulo
es Unicamente ergddica.

Definicién 2.5.3. Conjuntos minimales

Sea T una transformacién continua en un espacio métrico compacto X.

Un subconjunto A C X es minimal (desde el punto de vista topoldgico) si es com-
pacto, no vacio, invariante hacia el futuro (es decir: A € T~(A)), y no existe ningtin
subconjunto propio de A que sea compacto, no vacio e invariante hacia el futuro.

Tenemos la siguiente caracterizacion (ver parta (a) del Ejercicio 2.5.4):

A es minimal si y solo si A es compacto, no vacio y T-invariante (es decir: T—1(A) = A)
y no contiene subconjuntos propios que sean compactos, no vacios e invariantes por
T hacia el futuro.

Si ademas el mapa continuo 1" es invertible con inversa continua, entonces A es min-
1mal si y solo si A es compacto, no vacio y T-invariante, y no contiene subconjuntos
propios que sean también compactos, no vacfos y T-invariantes (ver parte (b) del
Ejercicio 2.5.4).

Finalmente, es ficil ver que cualquiera sea T' continua (no necesariamente invertible),
un conjunto A compacto, no vacio e invariante, es minimal si y solo si todas sus 6rbitas
hacia el futuro son densas en A. Esto es porque la clausura de cada una de ellas es
un compacto no vacfo, invariante hacia adelante, y contenido en A (ver también parte
(a) del Ejercicio 2.5.4).
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Ejercicio 2.5.4. (a) Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes (y por
lo tanto cualquiera de ellas puede utilizarse como definicién de A minimal):

(i) A C X es compacto no vacio e invariante por T hacia el futuro, y no contiene
subconjuntos propios compactos no vacios e invariantes hacia el futuro.

(ii) A C X es compacto no vacio y T-invariante, y no contiene subconjuntos propios
compactos no vacios e invariantes por 7" hacia el futuro. (Sugerencia para demostrar
(i) = (ii): probar que si A cumple (i), entonces T~*(A) \ A también.)

(iii) A C X es compacto no vacio, y para todo z € A la clausura de {f7(x)};>0 es
igual a A.

(b) Asumir ahora que T es un homeormorfismo (es decir, T es continua, invertible y
su T~! es continua). Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes (y por
lo tanto cualquiera de ellas puede utilizarse como definicién de A minimal):

(i) A C X es compacto no vacio e invariante por T hacia el futuro, y no contiene
subconjuntos propios compactos no vacios e invariantes hacia el futuro.

(ii) A C X es compacto no vacio y T-invariante, y no contiene subconjuntos propios
compactos no vacios y T-invariantes.

(iii) A C X es compacto no vacio, y para todo z € A la clausura de {f7(x)};>0 es
igual a A.

(iv) A C X es compacto no vacio e invariante por T' hacia el pasado (es decir T-1(A) C
A), y no contiene subconjuntos propios compactos no vacios e invariantes hacia el
pasado.

(v) A C X es compacto no vacio, y para todo = € A la clausura de {f~7(z)};>0 es
igual a A.

Veamos como se vincula la ergodicidad tnica con los conjuntos minimales:

Teorema 2.5.5. Si T es continua en un espacio métrico compacto X, y unicamente
ergodica, entonces existe un unico minimal A, y ademds A es el soporte de la medida
imvariante por T.

Ejemplo de Furstenberg: El reciproco del Teorema 2.5.5 es falso: Furnstenberg en
[Fu 1961] (ver también [Man 1983a, Capitulo 2, §7, pag. 172] o [Man 1987]), dio un
ejemplo de transformacion continua en el toro que preserva la medida de Lebesgue,
para la cual todo el toro es el tinico minimal pero la medida de Lebesgue no es
ergodica. Luego, en el Ejemplo de Furstenberg, la transformacion no es tinicamente
ergddica, pero existe un unico minimal (y ademds este minimal es el soporte de una
medida T-invariante).

Otros ejemplos en los que se prueba la existencia de mas de una medida ergédica para
mapas con un unico conjunto minimal, se encuentran en [Bac 1999].

Demostracion del Teorema 2.5.5: Sea p la tinica medida invariante de T'. Sea A el
soporte compacto de u, definido como

A:={z € X :VV entorno de z u(V) > 0}.

A es cerrado en X compacto, luego es compacto.
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Veamos que A C T71(A). Sea z € A y sea y = T'(z). Hay que probar que y € A. Para
todo entorno U de y, T~!(U) es entorno de x, luego 0 < u(T~H(U)) = u(U). Esto
prueba que y € A; luego A es invariante hacia adelante. R

Sea Ay compacto, no vacio, invariante hacia adelante. Sea T = T|5, : Ag — Ao.
Por el teorema de existencia de medidas invariantes, existe 7 probabilidad que es T
invariante.

Sea v probabilidad en X, definida asi:

V(A) = (AN Ag)

El soporte de v estd contenido en Ag. En efecto, si z € Ag, entonces existe V', entorno
de z disjunto con Ag. Luego v(V) = 0 y « no pertenece al soporte de v.
Probemos que v es T-invariante:

v(T7HA) =D(T M A)NAy) =v{x € Ay : T(z) € A} =

DT AN A)) =D(ANAg) = v(A).

Como T es tnicamente ergédica, v = p. Luego A = sop v C Ag. Hemos probado
que todo Ay compacto, no vacio e invariante hacia adelante contiene a A. De ello se
deducen dos resultados: Primero, si Ay ademas estd contenido en A, entonces coincide
con A. Luego A es minimal. Segundo: si Ag es minimal, entonces coincide con A. Luego
A es el inico minimal. O

Ejercicio 2.5.6. Sea X un espacio métrico compacto y sea T : X +— X medible, tal
que existe alguna medida invariante p.

n—1
1 .
P={reX: existe lim —- E hoT(z)V h: X — R medible acotada}
n—oo N
Jj=0

a) Probar que P es el conjunto de los puntos periédicos de T'. Sugerencia: 1) Inventar
una sucesion {a;};>o de ceros y unos tal que no exista el limite cuando n — oo de
1/n- 27;01 a;. (Por ejemplo: 1 uno, 1 cero, 10 unos, 10 ceros, 100 unos, 100 ceros,
1000 unos, 1000 ceros, etc). 2) Si 2 no es periddico mostrar que Y 4(z) no existe para
A={Tz):a; =1}.

b) Sea A C X cualquier boreliano dado. Probar que tiene probabilidad total el con-
junto {z € X : existe limy, o (1/n) Y070 xa(T¥(2))}.

c¢) Probar que si T' es continua, tnicamente ergddica y existe un conjunto minimal
con infinitos puntos, entonces P = ). (Un ejemplo de tal T es la rotacién irracional
del circulo, como veremos a continuacién).

2.6. Ergodicidad de la rotacién irracional

Ahora daremos una prueba de la ergodicidad de la rotacién irracional en el circulo.
Esta es una prueba “pedestre”, que usa argumentos topoldgicos, y se basa en la den-
sidad de las érbitas y en la caracterizacién de la ergodicidad tinica. En la secciéon 8.4



Teoria Ergédica de los Sistemas Dinamicos Discretos 49

daremos otra demostracion, mas breve y optimizada, usando nociones basicas de la
Teoria Espectral que también caracterizan a la ergodicidad unica de una transforma-
cion. La prueba breve basada en la Teoria Espectral puede encontrarse también, por
ejemplo en [Wa 2000, Theorem 1.8].

Teorema 2.6.1. La rotacion irracional en el circulo es unicamente ergodica. Luego,
es ergodica respecto a la medida de Lebesgue.

Demostracion. Sea T(x) = x+x¢ (mdd. 1), para todo z € S' = R/ ~ (mdd.1), donde
xo € (0,1) es irracional dado. Aplicando el Teorema 2.5.2 parte ii), para probar que
T es tinicamente ergédica, probaremos que para cada f € C°(S*, R) la sucesién

n—1
1 .
n — — T/
LML

converge en todo punto a una constante cuando n — 4o0.

Por el Teorema Ergédico de Birkhoff-Khinchin para Lebesgue-casi todo punto z; € S !
existe limy, oo fn(x1) = f(z1). Dado € > 0, como [ es uniformemente continua en
S1 (porque es continua en el compacto St), existe § > 0 tal que

|t —yl<d = [f(z) - fly)| <e

Por la definicion de la rotaciéon T tenemos la siguiente igualdad mod. 1, para todo
punto y € S* y para todo j > 0:

Ti(y) =y +jxo = (y — x1) + 21 + jao = (y — x1) + T (21).
Luego, [y — z1| <6 = |f(T7(y)) — f(T7(z1))] <e VjeN =

|fnly) = fa(z1)] <e VneN.

Sea N > 1 tal que |f,(x1) — f(z1)| < € para todo n > N. Obtenemos:

|[fnly) = f(z1)] <26 VneNsily—x1| <o (2.11)

Hemos probado que para todo € > 0 existe § > 0 (médulo de continuidad uniforme de
f, v por lo tanto independiente de z1) tal que se cumple la desigualdad (2.11) para
todo punto y a distancia menor que § de z1. Luego limsup f,,(y) — liminf f,(y) < 2¢
si |y — 1] < 8. Como esta desigualdad vale para Lebesgue-c.t.p. 21 € S*, dado € > 0
y dado y € S, podemos siempre elegir algtin x1 € St tal que |y — 21| < J y tal
que existe f(z1). Entonces podemos aplicar la desigualdad (2.11) para todo y € S*
eligiendo, para cada ¥, algiin 1 adecuado. Deducimos que para todo y € S! se cumple
lim sup f,,(y) — liminf £, (y) < 2e. Como € > 0 es arbitrario, existe

Fly) =lim f,(y) Yye S

Aplicando nuevamente la desigualdad (2.11), deducimos que la funcion ]7 es conti-
nua. Lo anterior vale para cualquier rotacién del circulo. Todavia no usamos que
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la rotacién es irracional, que aplicaremos _ahora para probar que f es constante. La
funcién f es invariante por T, es decir f = f o T, pues el limite de los promedios
temporales de Birkhoff. Luego, f toma un valor constante para cada drbita. Entonces,
para probar que f es constante (sabiendo ya que es continua) alcanza con probar que
existe una orbita densa. Para probar que alguna érbita es densa alcanza con probar
que existe x1 € S! tal que para todo § > 0 la drbita o™ (z1) = {T™(x1) : n > 0}
es d-densa (i.e. todo intervalo de longitud & contiene algin punto de o' (z;)). La
transformacion T preserva la medida de Lebesgue. Aplicando el Lema de Recurrencia
de Poincaré, Lebesgue-c.t.p. es recurrente. Elijamos un punto recurrente x;. Entonces
existe n; — 400 tal que
lim [T (z1) — 21| = 0.
J

Fijemos my > 1 tal que |T™!(z1) — 21| < 6. Observemos que T (1) — x1 = miZo
(todas las igualdades son médulo 1). Como z¢ € (0,1) \ Q, tenemos que mizg # 0
(méd. 1). Ademas T?™ (z1) = T™ (x1) + m1xo, de donde

|T‘27n1 (Il) — Tml(I1)| = |Tm1 (Il) — $1| =Mmi1xTg = a € (075) }é 0
Por induccién en k > 0 obtenemos
| THRFD™ () — TF™ ()| =a#0 ¥V keN. (2.12)

Afirmamos que el conjunto A := {T*™1(x1): k € N} C ot (x1) es d-denso en S*. Por
un lado, para valores diferentes de k& € N, los puntos respectivos 7" (x;) € A son
diferentes. En efecto, si TK™1(x1) = T"™1(zy), entonces kmyzg = hmizg, de donde
|k — hlmizo = 0 (mdd. 1), donde k, h,my € N. Como zg ¢ Q deducimos que h = k.
Por otro lado, dos puntos consecutivos de A cumplen la igualdad (2.12). Entonces
Upen(TF™ (z1) — a, T (21)] = S, lo que demuestra que A es §-denso en S (pues
d > a). Siendo A C o™ (x1), la 6rbita por x; es d-densa, para todo § > 0, luego es
densa, terminando la demostracién del Teorema 2.6.1. O

Observacion 2.6.2. En la demostracién del Teorema 2.6.1 probamos que existe una
6rbita { (o) }n>0 densa en la rotacién irracional del circulo S* = [0,1] |(mdd. 1)
dada por f(z) =2 + a (mdd. 1) donde a es irracional. Esto implica que

Toda orbita por la rotacion irracional del circulo es densa.

Demostracion. Tenemos: f"(yo) = yo + na = xo + na + (yo — z0) = f™(x0) + (yo —
xo) (méd. 1). Entonces, la 6rbita {f"™(yo)}n>0 se obtiene de la érbita {f™(x0)}n>0
rotdndola yp — 2o (méd. 1). Como cualquier rotacién en el circulo es un homeomor-
fismo, lleva un conjunto denso a un conjunto también denso. Por lo tanto, existe una
6rbita densa si y solo si todas las érbitas son densas. Ya probamos (al final de la
demostracién del Teorema 2.6.1), que existe una dérbita densa cuando a es irracional.
Concluimos que todas las 6rbitas son densas. [l

De la prueba del Teorema 2.6.1 deducimos que las rotaciones en el circulo son ergddicas
(respecto de la medida de Lebesgue) si y solo si son iinicamente ergédicas, y esto ocurre
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si y solo si la rotacién es topologicamente transitiva. Mas en general, la transitividad
topoldgica es equivalente a la ergodicidad tinica para la rotacién rigida en cualquier
grupo topoldgico compacto abeliano (ver por ejemplo [Ni-Pe 2011, page 266]).

Ejercicio 2.6.3. Considérese el toro k-dimensional
T" = (S")* = [0,1]%/(moéd{1}"),

y la operacién de grupo + (m6d{1}*). Sea zo € T*. Sea T la traslacién T(z) =
r+z0 (Mm6d{1}*) para todo z € TF.Si 7y € R™ es un representante de o € T* y si <, >
denota el producto interno usual en R", asuma que < xg,m >¢ Z ¥Ym € Z* — {0}.
a) Demostrar que T es inicamente ergddica.

b) Demostrar que Va € X, la medida de Lebesgue es el limite cuando n — oo de las
medidas l/n : Z;L;Ol (STj(z).

c¢) Probar que la medida de Lebesgue es la tinica medida de probabilidad en el toro in-
variante por todas las traslaciones, pero que no toda traslacién es tinicamente ergédica.
Sugerencia: las traslaciones que tienen puntos periddicos no son unicamente ergédicas.
d) Deducir que para toda traslacién ergédica del toro, éste es minimal y todas las
orbitas son densas.

2.7. Transformaciones Mixing.

Definicién 2.7.1. Sea T : X +— X medible que preserva una medida de probabilidad
. Se dice que T es mizing respecto de i, o que p es mizing respecto de T, si para
toda pareja A, B de conjuntos medibles se cumple:

llr_irrl w(T~"AN B) = pu(A)u(B). (2.13)
Teorema 2.7.2. Toda transformacion mizing es ergodica.
(El reciproco es falso como veremos en el Ejemplo 2.7.5.)

Demostracion: En el teorema 2.4.1 se prueba que T es ergddica si y solo si

lim Z w(T7ANB) = u(A)u(B) (2.14)

n—-+4+oo N

Si se cumple la igualdad (2.13) de la definicién de transformacién mixing, entonces
se cumple la igualdad (2.14) de ergodicidad. En efecto si una sucesién {a,}nen de
numeros reales es convergente a a € R, entonces (aplicando la definicién de limite se
puede chequear facilmente): lim,_, ;o (1/n) Z;lz_ol a; = a. O
Para probar que el reciproco del Teorema 2.7.2 es falso, basta ver que la medida de
Lebesgue para la rotacién irracional en el circulo (que ya probamos que es ergédica
en al Teorema 2.6.1) no es mixing. Probaremos que no es mixing en el Ejemplo 2.7.5
de esta seccién.



52 Eleonora Catsigeras

Definicién 2.7.3. Sea T : X — X Borel-medible en un espacio topoldgico X. Se
dice que T es topoldgicamente mizing si y solo si para toda pareja de abiertos U y V
no vacios existe ng € N tal que

T (U)NV #0 Vn >ng

Ejercicio 2.7.4. Probar que si T es Borel medible en un espacio topolégico X y es
mixing respecto a una medida de probabilidad p positiva sobre abiertos, entonces es
topologicamente mixing.

No toda medida ergédica es mixing. En efecto:

Ejemplo 2.7.5. La medida de Lebesgue en el circulo no es mixing para la rotacion
wrracional.

Demostracion: Sea la rotacién irracional T : S' +— S! en el circulo S!, definida
por T(z) = z 4+ a (mdd.1), donde « es un ndmero irracional (que puede tomarse en
(0,1)). Para demostrar que su unica medida de probabilidad invariante (la medida m
de Lebesgue) no es mixing, basta demostrar que 7' no es topoldgicamente mixing. Sea
U C S' un intervalo abierto de longitud € : 0 < € < (1/4) min{«, 1 — a}. Probaremos
que, si para cierto ng € N se cumple T (U) N U # (), entonces T H(U)NU = ().
De lo contrario la longitud del intervalo unién T+ (U) U U U T™(U) serfa menor
que 3e < min{a, 1 — a}, pero contendria dos puntos zg y T'(z¢) = xo + « que distan
min{co, 1 — a}. O

Ejercicio 2.7.6. Sea T medible, invertible con inversa medible, que preserva una
medida de probabilidad p. Probar que T' es mizing si y solo si T~ lo es. (Sugerencia:
para dos conjuntos A y B cualesquiera pu(T"(A)NB) = u(T™(B)N A).)

Ejemplo 2.7.7. Sea en S =[0,1]/ ~ méd. 1 el tent map T definido por T'(x) = 2x
si0<ax<1/2,yT(x)=2-—2xsi1/2 <z <1. Probaremos el siguiente resultado:
La medida de Lebesque m en S es mizing para el tent map T; luego es ergédica.

Demostracion. Por definicién de mixing, debemos probar que

lim m(T~"AN B)B =m(A)m(B) (2.15)
n—-+o0o

para toda pareja de conjuntos medibles Ay B. Si A = () 6 B = (), entonces la igualdad
anterior es trivialmente igual a cero. Consideremos entonces el caso en que A y B son
no vacfos. Fijemos el boreliano A no vacio. Primero probaremos (2.15) cuando B
es un intervalo abierto; luego cuando B es un abierto, después para B compacto, y
finalmente para B boreliano cualquiera.
Sea B es un intervalo abierto, con longitud a. Para cada n > 1, la grafica de T
estd compuesta por 2" segmentos, con pendiente 2" (en valor absoluto) cada uno.
La imagen por T™ de cualquier intervalo de longitud 2"~! cubre todo el intervalo
[0,1] (croquizar la gréfica). La preimagen por T™ de cualquier boreliano A no vacio
estd formada por 2" copias de A, todas homotéticas a A con razén 1/2™ y equidistantes
en el segmento [0, 1]. Luego, la interseccién T~"(A) N B, cuando B es un intervalo de
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longitud a, contiene k = [parte entera(a - 2")] — 1 de esas copias homotéticas a A, y

menos de k + 2 de esas copias. Luego:

m(A)
271

(parte entera(a - 2") — 1) <m(T~"(A)N B)
m(A)

2n
De las desigualdades anteriores se deduce que lim, m(T""(A) N B) = a-m(A) =
m(B)m(A). Hemos probado (2.15) cuando B es un intervalo.
Ahora consideremos el caso en que B es un abierto no vacio en el circulo. B = (J I,
donde {I;} es una coleccién finita o infinita numerable de intervalos abiertos disjuntos
dos a dos. Dividimos en dos subcasos: Si B es unién finita de intervalos disjuntos dos
a dos, o si es unién infinita numerable. Si B = Ujvzl I;, tenemos

< (parte entera(a - 2") + 1)

N
lim m((T " (A)NB)= lim m(T"(A)NI) =

n—-+oo n—-—+00 4

Si B = ;;O(f I;, dado € > 0 existe N tal que
0 <m(B) —m(By) =m(B\ Bn) <, (2.16)
donde By = Uj\[:l I; Luego:
0<m(T~™(A)NB)—m(T "(A)N Byx) =

= m(T™™(A)N(B\ By)) <m(B\By)<e ¥Vn>0.

Es decir:
0<m(T~™A)NB)—m(T™(A)NBn)<e ¥Yn=>0 (2.17)

Por lo probado antes lim,,_, ;oo m(T~"(A)NBy) = m(A)m(By). Entonces, para todo
n suficientemente grande

m(T~"(A) N By) — m(A)m(By)| < e. (2.18)

Reuniendo las desigualdades (2.16), (2.17), (2.18), obtenemos, para todo n suficien-
temente grande, la siguiente cadena de desigualdades:

Im(T~"(A) N B) = m(A)m(B)| < [m(T~"(A) N B) —m(T~"(A) N By )|+

Hm(T™™(A) N By) — m(A)m(By)| + m(A)|m(By) — m(B)| < 3e.

Lo anterior demuestra que lim,,, 1o m(T~"(A) N B) = m(A)m(B). Hemos probado
la igualdad (2.15) cuando B es abierto. Ahora demostremos que si la igualdad (2.15)
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se cumple para un conjunto B, entonces también se cumple para su complemento B€.

En efecto:
m(T~"(A)NB°) =m(T~"(A) —m((T"(A)NB) =

=m(A) —m(T"(A) N B) —, m(A) — m(A)m(B) = m(A)m(B°).

Entonces, como (2.15) vale para todos los abiertos B, y es una propiedad cerrada en
complementos, se cumple también para todos los compactos B. Ahora probémosla
para cualquier boreliano B. Dado ¢, existe un compacto K y un abierto V tales que
KcBcCVym(V\K)<e. Luego

m(V)=m(B)+m(V\ B) <m(B)+m(V\ K)<m(B)+e.
Andlogamente
m(K)=m(B) —m(B\ K)>m(B) —m(V\K)>m(B) —e.
Entonces:
m(T(A)NB) <m(T "(A)NV) =, m(A)m(V) < m(A)m(B) + ¢,
m(T~"(A)NB)>m(T "(A)NK)—, m(Aym(K) > m(A)m(B) — .
Lo anterior prueba que para todo n suficientemente grande
[m(T~"(A) N B) —m(A) m(B)| < 2e,

de donde se deduce que la igualdad (2.15), como queriamos demostrar. O

2.8. Medida de Haar

Definicién 2.8.1. Un grupo topoldgico X es un espacio topologico de Hausdorff, en
el que hay definida una operacién binaria - que lo transforma en grupo (es decir,
tiene propiedad asociativa, de neutro 1, e inverso ! para todo z € X), tal que
XXX~ Xy !: X~ X son continuas.

El siguiente teorema, que solo demostraremos con hipétesis adicionales muy restric-
tivas, generaliza para otros grupos topologicos compactos, la propiedad de la medida
de Lebesgue para las rotaciones en el circulo y en el toro n- dimensional:

Teorema 2.8.2 (Medida de Haar). Dado un grupo topoldgico X de Hausdorff y
localmente compacto, existe una unica medida de probabilidad en los borelianos de X
que es invariante por todas las traslaciones a la izquierda. Ademdas esta medida es
invariante también por todas las traslaciones a la derecha.

Este Teorema, en la hipétesis adicional de que el grupo topolégico X es compacto,
fue demostrado primeramente por Von Neumann. Luego, la generalizacién a grupos
localmente compactos fue dada por Haar. Una prueba de este Teorema, en el caso
de grupos de Lie (esto es grupos topoldgicos compactos en los que ademds hay una
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estructura de variedad diferenciable y la operacién de grupo es diferenciable) se en-
cuentra en [Man 1983a, cap. 7, pdg. 58]. La demostracién del Teorema 2.8.2 para
grupos de Hausdorff localmente compactos cualesquiera, se encuentra en [Fo 1984,
Theorem 10.5, pag. 315].

Definicion 2.8.3. La medida del Teorema 2.8.2 se llama medida de Haar. La medida
de Haar en el toro n-dimensional es la medida de Lebesgue.

Proposicién 2.8.4. Sea X un grupo topoldgico compacto abeliano (es decir vale la
conmutativa para la operacién de grupo) metrizable, y sea T una traslacion que tiene
una orbita densa. Entonces T es unicamente ergodica.

Demostracion: La misma prueba de que la rotacién irrotacional en el circulo es tnica-
mente ergddica (Proposicién 2.6.1 ), demuestra esta proposicién, con las siguientes
modificaciones:

En vez de usar ||y — z|| < 4, debe usarse dist (y — z,0) < &. Probemos que si f es
continua, dado € > 0, existe § > 0 tal que, para todos y, z tales que dist (y—z,0) < 4,
se cumple |f(y) — f(2)| < e. Por absurdo, supéngase que existen € > 0, y sucesiones
Un € Zn, tales que

dist (g —20:0) <~ |F{a) —~ Fza)] 2 €

Tomando subsucesiones de ¥, y 2, convergentes a y y z respectivamente, se tiene
dist (y—2,0) = 0, es decir y = z. Por otro lado, como f es continua, |f(y)— f(z)| > e,
contradiciendo que y = z. El resto de la prueba de 2.6.1 se aplica sin otros cambios.

O

2.8.5. Como consecuencia, se tiene una prueba del teorema 2.8.2 de la medida de
Haar, con las siguientes hipdtesis adicionales (que son muy restrictivas):

El grupo topolégico es compacto y abeliano, su topologia es metrizable y existe una
traslacion con alguna orbita densa:

Demostracion parcial del teorema 2.8.2: Sea T, una traslaciéon que tiene alguna
6rbita densa. T, (z) = x 4+ 9. Por la proposicién 2.8.4, T, es tinicamente ergédica.
Sea p la tnica medida de probabilidad que es invariante por 7T,,. Basta demostrar
que p es también invariante por cualquier otra traslacion.

Sea 71 € X y sea Ty, (z) = x + x1. Basta demostrar que para toda f € C°(X,R) se

cumple:
/fonldu /fdu

Fijemos una funcién f € C%(X,R). Dado € > 0 sea § > 0 tal que, si la diferencia
de dos puntos dista de 0 menos que d, entonces los valores de f en ellos difieren, en
moédulo, menos que €. Por la densidad de la orbita segin T, existe M > 0 tal que
dist (727 (0) — 21,0) < 6. Luego

If 0 Tor = f o Tog ||y <€
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Siendo g una medida Ty, - invariante, la integral respecto de p de f es igual a la
integral de f o T% . Entonces se tiene:

‘/foTxldu—/fdu'<e

Como lo anterior vale para cualquier € > 0 se tiene la igualdad de las integrales de f,
como queriamos demostrar. O



Capitulo 3

Dinamica diferenciable:
Hiperbolicidad uniforme y no
uniforme

El siguiente ejemplo es conocido como “Arnold’s cat map” (el mapa del gato de
Arnold), porque su dindmica fue representada por el matematico ruso Vladimir Arnold
en [Arn-Ave 1967], con un dibujo que se hizo famoso, y que imitamos en la Figura
3.1 de este capitulo. (Ver también otro dibujo parecido al original, por ejemplo en
[Pi 2007, Figure 2].) En su dibujo, Arnold utiliza el contorno de la figura estilizada de
un gato, en lugar de una manzana como hacemos nosotros en la Figura 3.1. Arnold
“muestra” el efecto de la propiedad de mixing del mapa sobre los trazos del contorno
del gato, el cual, en pocos iterados, se vuelve irreconocible.

3.1. Ejemplo de automorfismo lineal hiperbdlico en
el toro.

Sea el toro T? = R?/ ~ donde la relacién de equivalencia ~ estd dada por: (a,b) ~
(c,d) en T? si ¢ —a y d — b son enteros. (Otra notacién que se usa para R?/ ~ es
R2|modZ2 = RQ/Z2)

Sea IT : R? — Z? la proyeccién del espacio de recubrimiento R? del toro definida por
(a,b) = (a,b)mod z2 donde esto tltimo indica la clase de equivalencia de (a,b) € R2.
Sea f : T? — T? dada por

fo=m( ] ] )ata) veer

2

1
11 > en el toro, o

Llamaremos a f automorfismo lineal hiperbélico de matriz (

o7
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simplemente “( i 1 ) en el toro”. Abusando de la notacién, a un punto = € T? lo

denotaremos con cualquier representante suyo (a,b) € R?: (a,b) € I~ ({z}).

Ejercicio 3.1.1. Probar que (0,0) es el unico punto fijo por la transformacién f =

< ? 1 > en el toro. Probar que

{(1/5,2/5),(4/5,3/5)} vy {(3/5,1/5),(2/5,4/5)}

son dos drbitas periddicas por f y que son las tnicas de periodo 2. Probar que

es una érbita periddica de periodo 3.

La topologia en el toro es el cociente de la topologfa usual en R2. Es metrizable y la
métrica estd dada por
dist (z,y) =

min{\/(c —a)2 + (d—b)? : (a,b) € U (z), (¢, d) € T (y)}.

La medida de Lebesgue en el toro es la medida de Borel m definida por m(B) =
m(II~*BN[0,1]?) donde m es la medida de Lebesgue en R2. Se observa que la medida
de Lebesgue en el toro es una medida de probabilidad. Donde no dé lugar a confusién
renombraremos como m a la medida de Lebesgue en el toro.

Proposicion 3.1.2. La medida de Lebesqgue m en el toro es invariante por la trans-

. (21
formacion f = 11
Demostracion:
Denotamos A = ? 1 > a la matriz de coeficientes enteros que define la transfor-

macién f en el toro. Observamos que det(A) = 1.
Sea B un boreliano en el toro.

m(f~(B)) = / X158y (&) dm(z) = / x5 © f() dmi(z).

Haciendo el cambio de variables lineal e invertible z = f(z) en la integral anterior
resulta

m( 1 (B) = [ xa(2)(:) dm(z)

donde J(z) = |detdf~1(z)| = |detdf(z)|~! es el jacobiano del cambio de variables
z = f(z). En nuestro caso una parametrizacién local de la superficie del toro T?
esta dada por I1| g (1-1(4)), donde Bs(II™!(x)) es la bola abierta en R? de radio 6 > 0
(suficientemente pequefio) y centro en un punto denotado como I17!(z) € R? que se
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proyecta por II : R? — T? en el punto z € T?. Calculando la derivada df (x) y el
Jacobiano con las coordenadas en esa carta local, resulta 7, T? ~ R?, y

J(2) = (detA)™' =1 Vz € T%

Entonces m(f~1(B)) = [ x5(z)dm(z) = m(B). O

Dinamica del ejemplo de automorfismo lineal hiperbdlico en el toro.
Estudiemos la dindmica por iterados de la transformacién lineal F' : R? — R? que

tiene como matriz A = ( ? 1 )

F se llama levantado de f a R? y f se llama proyeccién de F en el toro. La dindmica
de F esta relacionada fuertemente con la dindmica de su proyeccion f en el toro.

En efecto la proyeccién IT : R? +— T? cuando restringida a un entorno suficientemente
pequenio del origen (0,0) es un homeomorfismo sobre su imagen.

IT transforma la dindmica de F' en la de f. Mas precisamente

IMoF =foll

Luego, aplicando II : R? — T? a una érbita de F se obtiene una érbita de f. Y la
preimagen por II de una érbita por f es una infinidad numerable de orbitas por F'
tal que una se obtiene de otra trasladandola en R? segin un vector de coordenadas
enteras.

El comportamiento topolégico local de las érbitas de F' en un entorno suficientemente
pequefio V' del origen es el mismo (a menos del homeomorfismo II|/) que el de las
6rbitas de f en el abierto TI(V).

Variedades invariantes.
Los valores propios de la matriz A son

c:=0B+V5)/2>1, 0<Xi:=(3-V5)/2<1.

Las direcciones propias respectivas tienen pendientes irracionales, la primera positiva
y la segunda negativa. Se deduce que las dos rectas que pasan por el origen y tienen
direcciones segin los vectores propios de la matriz A son invariantes por F' en el
plano. Entonces sus proyecciones en el toro son curvas invariantes por f y se cortan
transversalmente en el origen (y también se cortan transversalmente en todos sus
otros puntos de interseccién en el toro).

F restringida a la recta r; que tiene direccién propia de valor propio mayor que 1,
expande las distancias exponencialmente con tasa log(3++/5)/2 > 0. Es decir, contrae
distancias hacia el pasado como o~ = e " 1087:

dist(F~"(a,b), (0,0))
dist((a, b), (0,0))

— e~nlogo vy N, V (a,b) SN \ (O,O).

Proyectando 71 en el toro se obtiene una curva W*(0,0) = II(r1) inmersa en el toro,
que se llama variedad inestable por (0,0).
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W%(0,0) pasa por el origen, es densa en el toro (esto se puede demostrar usando que
la pendiente de 71 en el plano es irracional y usando que la rotacién irracional en el
circulo es densa en el circulo), es invariante por f y cumple:

wW*(0,0) ={y € T : nllzriloo f"(y) = (0,0)}

Esto tltimo se debe a que r1 = {(a,b) € R? : lim, o F"(a,b) = (0,0)}. Obser-
vamos que la subvariedad W*(0,0) = II(r;) es inmersa y densa en T2, pero no es
subvariedad encajada en T?. Es decir, la topologia que se define a lo largo de la sub-
variedad W*(0,0) no es la inducida por su inclusién en R?. Los abiertos en W*(0,0)
estan generados por los arcos abiertos (homeomorfos a intervalos abiertos en la recta
real). Estos no se obtienen como interseccién de un abierto en T2 con W*(0,0) pues
cualquier abierto en T? cortado con W*(0,0) contiene una infinidad de arcos conexos,
debido a la densidad de W*(0,0).

Variedad inestable local: En este ejemplo, existe ¢ > 0 suficientemente pequeno,
tal que, denotando W}%_ (0,0) (variedad inestable local) a la componente conexa de
W*(0,0) intersecada con la bola de centro (0,0) y radio € en el toro T2, se tiene:

dist(f~"(y), (0,0))
dist(y, (0,0))

Esta igualdad se obtiene porque la bola de centro (0,0) y radio € > 0 en el toro T? es
difeomorfa por un preimagen de II, con la bola de centro (0,0) y radio € > 0 en R?,
si € > 0 es suficientemente pequeno.

Andlogamente I restringida a la recta o que tiene direccién propia de valor propio
menor que 1, contrae las distancias exponencialmente con tasa log(3 —/5)/2 < 0. Es
decir, contrae distancias hacia el futuro como A" = 108 4:

_ e—nlogo Vne N, \v Yy € VV;;C((LO).

dist(F™ (a, b), (0,0))

Bst((a.0).(0.0)) =e"8A Y neN, V(a,b) €12\ (0,0).

Proyectando 75 en el toro se obtiene una curva W#(0,0) = II(ry) inmersa en el toro,
que se llama variedad estable por (0,0).

W+#(0,0) pasa por el origen, es densa en el toro (porque la pendiente de 5 en el plano
es irracional), es invariante por f, no encajada en R? y cumple:

WH0,0) = {y € T: lin_f"(y) = (0,0)}

Esto tltimo se debe a que 73 = {(a,b) € R? : lim,, .o F"(a,b) = (0,0)}.
Denotando W} _(0,0) (variedad estable local) a la componente conexa de W?*(0,0)
intersecada con la bola de centro (0,0) y radio € en el toro T?, se tiene:

dist(f"(y), (0,0))
dist(y, (0,0))

=emltA Y e N, Vye Ws.(0,0).

Variedades invariantes por cualquier punto: El argumento anterior puede apli-
carse a cualquier punto periédico x. Deducimos que todos los puntos periédicos son
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hiperbdlicos tipo silla (tienen un valor propio mayor que uno y otro positivo menor
que uno).

En general, para cualquier punto x € T2, aunque no sea periédico, la variedad estable
W#(z) y la variedad inestable W*(z) se definen como la proyecciones sobre el toro de
las rectas en R? que pasan por II71(x), segin las direcciones de los vectores propios
de la matriz A (que son las mismas que las direcciones de las rectas r1 y 72 en R? que
pasan por el origen). Argumentando como mads arriba se tiene

Jm dist(f"(y), f*(2)) =0 ¥y e W(z)

lim dist(f~"(y), /" (2)) =0 Yy € W*(x),

n—-+4oo
y el acercamiento a cero de esas distancias se realiza como A" o ¢~ " respectivamente.
Las variedad inestable por un punto x no es invariante si el punto x no es fijo por
f, pero su imagen por f es la variedad inestable por el punto f(z) (esto se chequea
inmediatamente de la construccién de W*(z) y W¥(f(x)) como las imdgenes por II
de las rectas paralelas a 71 por II7!(z) y II7!(f(z)) = F(II"!(z)) respectivamente).
Foliaciones invariantes:
La familia de todas las variedades inestables, forman en el toro T? lo que se llama una
foliacidon invariante: pues cada subvariedad de la foliacién (llamada hoja), al aplicarle
f se transforma en otra hoja de la foliacién. Andlogamente, la foliacién formada por
las variedades estables, es invariante.

SISTEMA HIPERBOLICO: Dilata en una
direccion y contrae en otra.

Figura 3.1: Deformacién producida por el automorfismo lineal en el toro.

Interpretaciéon grafica del automorfismo lineal hiperbdlico: La deformacién
que produce f en este ejemplo de automorfismo lineal hiperbélico en el toro T2,
estd representado en la figura 3.1. Esa figura es una modificaciéon de la conocida
llamada “gato de Arnold”(que en vez de una manzana, deforma la imagen de un
gato, figura creada por Arnold, en la década de 1960 para ilustrar la deformacién
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hiperbédlica de un automorfismo lineal en el toro T?). Al iterar sucesivas veces f, la
figura representada, se estira a lo largo de la foliacién inestable y se contrae a lo largo
de la foliacién estable. Como f es invertible, los pedazos que se obtienen de identificar
0 con 1 en vertical y horizontal, no se intersecan (provienen de subconjuntos disjuntos
antes de aplicar f).

Definicién 3.1.3. Exponentes de Lyapunov en puntos fijos hiperbdlicos.
Los logaritmos de los mddulos de los valores propios de df?(zq) dividido p, cuando
2o es un punto periddico de periodo p, se llaman exponentes de Lyapunov en xgy. En
el capitulo 3 definiremos con generalidad los exponentes de Lyapunov de cualquier
sistema dindmico diferenciable, para casi todas sus érbitas (no necesariamente puntos
fijos ni drbitas periddicas).
En el ejemplo del ( ? 1
lineal), por lo tanto la matriz A es, en una base adecuada de T(070)']T2), la derivada
df(0,0) : T(o,0)T?* ~ R? — T{9,0)T? ~ R% Los logaritmos de los valores propios de
A = df(0,0) son dos, uno positivo x* = logo y el otro negativo x~ = logA. (El
origen es un punto fijo hiperbdlico tipo silla, pues 0 < A < 1 < o).

El exponente de Lyapunov x* := log u = log(3 + \/5)/2 > 0 es la tasa exponencial de
dilatacidn al aplicar df g oy, de las normas de los vectores en el subespacio propio U,
que corresponde al valor propio u de df o o). Precisamente:

log([ldf o oy ull /llul)

n—-+4oo n

) f es lineal (mejor dicho F, dada por la matriz A, es

=logu=x">0 VueU\{0}CT,M.

Observar que para n < 0 también se cumple la misma igualdad anterior; es decir:

log([|df g oy ull /llul)

n——oo n

=logu=xt VueU\{0} CT,M.

Ademds, el exponente de Lyapunov positivo xT es la tasa exponencial de dilatacién
de las distancias a lo largo de la variedad inestable local por el punto fijo. Més pre-
cisamente

lfm log dist (f" (y)7 (0, O))

n——oo n

=xtT =logu >0 Vy e W“0,0)

Anélogamente, el exponente de Lyapunov x~ := log A = log(3 — v/5)/2 < 0 negativo,
se interpreta como la tasa exponencial de contraccion por f en un entorno suficien-
temente pequeno del punto fijo a lo largo de la variedad estable por ese punto. Més
precisamente

108 dist (1), (0,0))

n—-+o0o n

— Xﬁ = log)\ <0 Vy € WS(()?O)

Ejercicio 3.1.4. Sea f la transformacion ( ! > en el toro. Probar que m- c.t.p es

11
recurrente pero que hay puntos no recurrentes (Sugerencia: y € W#(0,0) \ {(0,0)} no
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es recurrente). Probar que dados dos abiertos U y V' cualesquiera en el toro, existe una
subsucesién n; de naturales tales que fUNV # (). (Sugerencia: Usar que W*((0,0))
es invariante por f y pruébese que para cualquier arco compacto K C W"(0,0) la
unién de sus iterados hacia el futuro | J,, .y /™ (K) es densa en el toro.)

Deducir que f es transitiva.

Probar que todo punto es no errante. Concluir que si bien todo punto recurrente es
no errante, no necesariamente todo punto no errante es recurrente.

Observacion: En la préxima seccién probaremos que la transformacién

(1)

en el toro es ergddica respecto a la medida de Lebesgue.La ergodicidad en este ejemp-
lo, es un caso particular de la ergodicidad de mapas llamados de Ansosov (Definicién
3.3.1), de clase C? y que preservan la medida de Lebesgue m en una variedad com-
pacta riemanniana M de dimensién finita. Demostraremos el caso general, para los
difeomorfismos de Anosov, en el Capitulo 6, Corolario 6.3.5. De todas formas, en la
proxima seccién y con argumentos diferentes a los que utilizaremos después en el
Capitulo 6, demostraremos la ergodicidad en el caso particular del ejemplo 2,1,1,1
en el toro.

2 1
11
Sea P el conjunto de puntos periddicos por f. Probar que P # (), pero u(P) = 0 para
toda p invariante y ergédica para f que sea positiva sobre abiertos.

Ejercicio 3.1.5. Sea el automorfismo lineal hiperbélico f = del toro T2,

3.2. Ergodicidad del automorfismo lineal hiperbdli-
co en T?

Vamos a probar que el automorfismo lineal hiperbdlico f en el toro T2, dado por
. 2 1 ‘- .
la matriz ( 11 ), es ergodico respecto a la medida de Lebesgue m. Como m es

positiva sobre abiertos, su ergodicidad implica la transitividad topoldgica de f. Por
lo tanto f tiene drbitas densas.
Maés adelante en los préoximos capitulos probaremos nuevamente la ergodicidad de

11
“espectro de Lebesgue con base numerable”), la cual implica ademds, que T' sea
mixing.

2 1 . .
f= ( > en T2, demostrando que cumple una condicién mas fuerte (tiene

2 1

Teorema 3.2.1. La transformacion f = ( 11

> en el toro es ergodica respecto a
la medida de Lebesgue m.

Demostracién: Sea 1) : T? — C una funcién continua compleja. Usando los resultados
de los ejercicios 2.4.4 y 2.4.7, basta probar que el limite 1) de los promedios de Birkhoff
de 1 es localmente constante c.t.p.
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Llamaremos A al conjunto de los puntos p € T? donde existen y son iguales los limites
de los promedios de Birkhoff hacia el futuro ¢+ (p) y hacia el pasado 1~ (p). Por el
corolario 2.1.3, y teniendo en cuenta que la medida de Lebesgue m en invariante por
T, sabemos que m(A) = 1, es decir m-casi todo punto p pertenece a A

Elijamos un punto py € T2. Dibujemos un rectdngulo pequeio R C V C T? con un
vértice en pg, y cuyos lados tienen direcciones u y s, siendo u (resp. s) la direccién
2 1

1 1)
En la Figura 3.2 dibujamos el rectangulo R y tomamos coordenadas locales tales que
po = (0,0) y p = (x4, xs) para cualquier p € R.

propia con autovalor mayor que 1 (resp. menor que 1) de la matriz A =

rectangulo R

2]

segmento® C W(
(0,2s)
(24,0) € A

setcsg*memtoW C W*(0,0)

Po = (0, 0)

Figura 3.2: Estructura de producto local en el rectdngulo R.
Consideremos la variedad estable W*(z,,0) por el punto (x,,0), definida por

Wé(2,,0) ;= {peT?: h’r}rl dist(T"(p), T"(z4,0)) = 0}.

Afirmamos que W#(z,,0) contiene, en el rectangulo R, al segmento de direccién s
que pasa por el punto (x,,0). En efecto, al aplicar T' a puntos de este segmento, las
distancias se contraen con factor de contraccién igual al valor propio A < 1 de la
matriz A. En particular:

(T, x5) € WH(2y,0).

Asumamos hipotéticamente que el punto (2,,0) pertenece a A.

Afirmamos que, bajo la hipdtesis anterior, existe el limite ¢ (2, xs) de los promedios
de Birkhoff hacia el futuro de 1, en el punto (z,, xs) € W*(x,,0), y ademds se cumple:

O (2w, 15) = YT (24,0) = ™ (24,0). (3.1)

En efecto, la igualdad de la derecha es debida a que estamos asumiendo, hipotética-
mente, que (x,,0) € A, y entonces, por definicién del conjunto A, los promedios de
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Birkhoff hacia el futuro y hacia el pasado en la 6rbita de (z,,0), existen y son iguales.
La igualdad de la izquierda es debida a que existe 1" (x,,, 0) porque (z,,0) € A y a que
(y,xs) € W(24,0), es decir, lim,— 4o (f" (2, zs), ["(0,25)) = 0. Por lo probado
en el Ejercicio 2.1.12, estas ultimas condiciones implican que ¥ (z,,zs) = T (24, 0)
para toda funcién continua v : T? — C. Hemos probado la igualdad (3.1) bajo la
hipétesis (x,,0) € A.

Ahora analicemos el limite de los promedios de Birkhoff hacia el pasado por el punto
(24,0). La variedad inestable W*(0,0) por el punto (0,0) esta definida por

W(0,0) = {g € T: lim_dist(f~" (). /"(0,0)) =0},

Anélogamente a lo probado arriba, pero aplicado a f~! en vez de f, deducimos que
W™ (0,0) contiene, en el rectdngulo R, al segmento de direccién u que pasa por el punto
(0,0). En efecto, esta direccién u corresponde a la direccién propia con valor propio
o > 1 de la matriz A. Entonces f dilata distancias (localmente) segun la direccién
u, con factor o. Luego f~! contrae distancias segiin la direccién u con factor de
dilatacién ¢~ < 1. En particular

(24,0) € W*(0,0).
Usando nuevamente lo probado en el Ejercicio 2.1.12, afirmamos que:
™ (24,0) =17(0,0) (3.2)

En efecto, la igualdad proviene de la hipétesis (z,,,0) € A, por lo cual existe ¢~ (2, 0),
y aplicando lo probado en el Ejercicio 2.1.12, deducimos que existe también ¥~ (0, 0)
y es igual a 9T (x,,0). Entonces hemos probado la igualdad (3.2), bajo la hipétesis
(24,0) € A.

Reuniendo las igualdades (3.1) y (3.2) deducimos lo siguiente:

Para todo punto (xy,xs) € R, si el punto proyeccion (x,,0) estd en A, entonces

1 (2, xs) = 17(0,0). (Ver Figura 3.2)

Luego, para terminar que probar que ¥' es localmente constante, basta probar la
siguiente afirmacion:

Afirmacién (A) a probar: Para Lebesgue-casi todo punto (z,xs) en el rectdngulo
R, su proyeccion (x,,0) pertenece a A.

Para probar la afirmacién (A), admitiremos, si fuera necesario, re-elegir el punto de
referencia, que llamamos (0,0), sustituyéndolo por algtin otro punto del rectangulo
R, que tomaremos como nuevo origen de coordenadas para hacer todo el desarrollo
anterior.

Probemos la afirmacién (A): La medida de probabilidad de Lebesgue m es invariante
por f. Aplicando el teorema de Birkhoff y su Corolario 2.1.3, sabemos que m(A) = 1.
Ademés m(R) > 0, pues el rectdngulo R tiene interior no vacio, y todo abierto tiene
medida de Lebesgue positiva. Luego, m-c.t.p. de R cumple x € R N A. Es decir
Xxa(x) =1 para m-casi todo punto x € R.
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La medida de Lebesgue m en el rectdngulo R (bidimensional) es la medida producto
de la medida de Lebesgue m", unidimensional a lo largo de segmentos con direccion
u, por la medida de Lebesgue m?, también unidimensional, a lo largo de segmentos
con direccién s. Es decir

m=m" xm?.

Llamemos dzs = dm® y dx, = dm*. Aplicando el teorema de Fubini, la integral en
el rectangulo R de cualquier funcién integrable respecto a la medida de Lebesgue, se
puede escribir como una integral doble, integrando primero en “bastones” paralelos a
la direccién u, con x4 constante, e integrando luego en z,. (Ver Figura 3.3).

Figura 3.3: Integracién por Fubini en el rectdngulo R y eleccién del nuevo punto de referencia
(0,2).
Obtenemos:

a b
m(R)=m(RNA) = / XA dm :/ d:cs/ XA (Ts, Ty ) Ay
R 0 0

Sabemos que xa(zs,x,) solo toma valores 0 6 1 en cualquier punto (xs,x,), pero
para m- casi todo punto (xs, 2, ), vale 1. Esto solo se puede cumplir, usando la igual-
dad de la integral doble de arriba, si para m®-casi todo valor fijo de x4, la inte-
gral fob XA (s, y) dx, = 1. Esto tltimo solo se puede cumplir si la funcién x, —
XA (2w, Zs), con xg constante, es igual a 1 para m“-casi todo valor de z,,.

Hemos probado lo siguiente: Para m?-casi todo valor fijo de xs, el segmento de di-
reccion u que pasa por (0,xs) tiene m*-casi todo punto en A. Luego, existe algin
punto (0, xio}) tal que (2, xio}) € A para m"-casi todo valor de z*. Para todo punto
(24, xs) consideramos su proyeccion (., 210 ). (Ver Figura 3.3). Deducimos que para
Lebesgue-casi todo punto (z,,, xs) su proyeccion (., xio})
toma el punto (0, xio}) como nuevo origen de coordenadas, se cumple la afirmacion

(A) como queriamos demostrar. O

pertenece a A. Luego, si se
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3.3. Difeomorfismos de Anosov e hiperbolicidad uni-
forme

En esta secciéon asumiremos que M es una variedad diferenciable, compacta y conexa,
provista de una estructura riemanniana (i.e. existe un producto interno < -,- >:
TM x TM +— R diferenciable, definido en el fibrado tangente T'M. Por lo tanto,
para todo € M y para todo v € T, M, estd definida la norma [jv]| := /< v,v >,
determinada por la métrica riemanniana en M).

Sea f : M +— M un difeomorfismo, lo que se denota f € Diff 1(M) y significa que
f es de clase C!, invertible, y su inversa f~' : M — M también es de clase C''. Si
ademas fy f~! fueran de clase C" para algtin natural » > 1, se denota f € Diff "(M)
(para lo cual se requiere que M sea una variedad de clase C" por lo menos). En esta
seccién, asumiremos que f € Diff 1(M ) e indicaremos expresamente cuando ademads
f € Diff "(M) para algin r > 1.

Definicién 3.3.1. Difeomorfismos de Anosov [An 1967]

f € Diff (M) se llama difeomorfismo de Anosov si existe una descomposicién (lla-
mada splitting) S @ U = TM del fibrado tangente T M, no trivial (i.e. 0 < dim(S) <
dim(M)), que es invariante por df (i.e. df (x)S; = Sf(a), df (x)Us = Uy(y)), y existen
constantes C' > 0y 0 < A <1 < o, tales que, para todo z € M:

ldf"(z)s|| < CA"||s|| Yn>0, VseS,, (3.3)

ldf™(z)ul| > C to™||lul| Yn>0, YuceU,. (3.4)

Para cada punto x € M, los subespacios S, y U, se llaman estable e inestable re-
spectivamente, en x. Los subfibrados S y U (formados por los subespacios S, y U, al
variar * € M), se llaman fibrados estable e inestable respectivamente. La constante
0 < A < 1 se llama tasa o coeficiente de contraccién (uniforme) en el futuro a lo largo
del fibrado estable, y la constante o > 1, tasa o coeficiente de dilatacién (uniforme)
en el futuro a lo largo del fibrado inestable.

Nota: En la definicién de difeomorfismo de Anosov, la constante C' no depende de z,
asi como tampoco dependen de x los coeficientes A y o de contraccién y dilatacién re-
spectivamente. Siendo la variedad M compacta, si se cambia la métrica Riemanniana,
la norma de los vectores en cada subespacio tangente se cambia por una equivalente.
Luego, se modifica la constante C' por otra constante C’ (que tampoco depende de z)
manteniéndose las mismas tasas A y o de contraccion y dilatacién respectivamente.
Esto permite que la definiciéon de difeomorfismo de Anosov sea intrinseca al difeo-
morfismo, y no dependa de la métrica riemanniana elegida. Se puede probar que para
todo f de Anosov existe una métrica riemanniana (llamada métrica adaptada a f)
para la cual la constante C' puede tomarse igual a 1).

Ejercicio 3.3.2. Probar que el autormorfismo lineal f = 11

un difeomorfismo de Anosov. Sugerencia: Tomar S, y U, las direcciones propias de
la matriz A que define a f, A y u los valores propios respectivos y C = 1.

21 > en el toro T? es
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Ejercicio 3.3.3. Sea f un difeomorfismo de Anosov. Probar que la inversa 0 < o~ ! <
1 de la tasa o de dilatacién hacia el futuro a lo largo del fibrado inestable, es una tasa
de contraccion hacia el pasado a lo largo del mismo fibrado. Precisamente:

ldf " (x)ul| < Co™|lu|| Yn>0, YuecU, VazeM. (3.5)

Anélogamente, probar que la inversa A~! > 1 de la tasa contraccién A hacia el futuro
a lo largo del fibrado estable, es una tasa de dilatacién hacia el futuro a lo largo del
mismo fibrado estable.

Deducir que f : M — M es un difeomorfismo de Anosov, si y solo si f~! también lo
es.

Ejercicio 3.3.4. Mostrar que el splitting .S, & U, es tnico. Sugerencia: Probar, para
todas las direcciones [s] C Sy v [v] C TuM \ Sy, las siguientes desigualdades:
limsup,, . ., +log||df™s| < 0 < limsup,_, ., +log||df"v||.

Ejercicio 3.3.5. Probar que las aplicaciones z — S, y x +— U, son continuas y
deducir que si M es conexa, entonces dimS, y dimU, son constantes.

Sugerencia: Considerar una sucesién {z,} convergente a z y tomar una subsucesién
de ella tales que S;, y Uy, tengan dimensiones constantes con n y sean convergentes.
Mostrar que los subespacios lim,, S5, v lim,, U, satisfacen las desigualdades de hiper-
bolicidad uniforme, y forman un splitting de 7, M. Finalmente, usar la unicidad del
splitting hiperbdlico en el punto = € M.

Ejercicio 3.3.6. Probar que en la Definicién 3.3.1, la condicién 0 < dim(S,) <
dim (M) es redundante.

Sugerencia: Por absurdo, si dim(S,) = dim(M), elegir N > 1 tal que CA\Y < 1/4.
Usando la definicién de diferenciabilidad de f en el punto x, probar que existe §, > 0
tal que:

ﬁ%@w><&:é-maqwxﬂm>sﬂﬁgﬂﬂ

Cubrir M con una cantidad k finita de bolas abiertas {Bs,(z;)}1<i<kr de centros
X1y Ty, ... T y radios §; := d,,. Probar que para todo y € M, y para todon € N
existe x; (que depende de y y de n) tal que dist(f™"(x;), f"V(y)) < e. Deducir que
"N (M) se puede cubrir con k bolas de radio e. Siendo f™V un difeomorfismo, toda
la variedad M se puede cubrir con k bolas de radio € > 0, siendo k constante y € > 0
arbitrario. Deducir que diam(M) < ke para todo € > 0, lo cual es una contradiccién
pues el didmetro de M es positivo.

Ejercicio 3.3.7. Sea f : M — M un difeomorfismo de Anosov con tasa A < 1 de
contraccién a lo largo del fibrado estable S, y tasa o > 1 de dilatacion a lo largo del
fibrado inestable U. Probar que para todo = € M:

log ||df™
i sup 22 14 )]
n

n—-—+0o0o

<logA <0VselS,

lim sup <logA<0VseS,

n——oo

log ||df" (z)s]|
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g g @l

lim >logo>0VueU,
n—-+4oo n

1 dfm
ll'minfM >logo>0VueU,
n——oo —n

Exponentes de Lyapunov para difeomorfismos de Anosov:

En las préximas secciones enunciaremos el teorema de Oseledets que establece que los
limites superior e inferior de las desigualdades de arriba, son limites que existen para
p~casi todo punto @ € M (donde u es cualquier medida de probabilidad invariante
por f). Esos limites se llaman exponentes de Lyapunov (en el futuro) para la drbita
de z € M.

Por lo tanto, admitiendo el teorema de Oseledets, de las desigualdades de arriba se
deducen los siguientes enunciados, que satisface todo difeomorfismo de Anosov f para
toda medida de probabilidad p que sea f-invariante:

(a) Los exponentes de Lyapunov de la drbita por p- casi todo punto x € M, correspon-
dientes a las direcciones u del subespacio inestable, son positivos y mayores o iguales
que el logaritmo del coeficiente de dilatacion o > 1 del difeomorfismo de Anosov.
(b) Los exponentes de Lyapunov de la drbita por u- casi todo punto x € M, corre-
spondientes a las direcciones s del subespacio estable, son negativos y menores iguales
que el logaritmo del coeficiente de contraccion A < 1 del difeomorfismo de Anosov.
De los enunciados (a) y (b), teniendo en cuenta que por definicién de difeomorfismo
de Anosov, el espacio tangente T, M es la suma directa de los subespacios estable S,
e intestable U, se deduce el siguiente enunciado (para una demostracién del mismo
usar el teorema de Oseledets, que probaremos en el proximo capitulo, y ver Ejercicio
3.9.5):

(c) Los exponentes de Lyapunov para un difeomorfismo de Anosov no son cero, y
estdn “bounded away from zero” (i.e. estan fuera de un entorno de cero).

Observacion 3.3.8. .

Sobre la transitividad de los difeomorfismos de Anosov. Una conjetura cuya
demostracién es atin un problema abierto es la siguiente:

Conjetura: Los difeomorfismos de Anosov en variedades compactas y conexas son
transitivos.

Se conocen pruebas parciales: si la variedad M donde actia el difeomorfismo de
Anosov es un toro T", entonces f es transitivo. Otro caso conocido: si la dimen-
sién del fibrado inestable o la del estable es uno (de un difeomorfismo f de Anosov),
entonces f es transitivo. En general, no se conocen ejemplos de difeomorfismos f de
Anosov que no sean transitivos.

Observacién 3.3.9. .

Sobre la ergodicidad de los difeomorfismos de Anosov.

Sea M una variedad compacta y conexa de dimensién n > 2. Si f € Diff (M) es un
difeomorfismo de Anosov (de clase C?), si f es transitivo y si f preserva la medida de
Lebesgue m, entonces m es ergddica. Demostraremos este resultado en el Corolario
6.3.5, al definir y estudiar las medidas invariantes de probabilidad llamadas SRB
(Sinai-Ruelle-Bowen) para los difeomorfismos de Anosov.
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3.4. Conjuntos uniformemente hiperbdlicos

Definicién 3.4.1. Sea f : M — M y sea A C M un subconjunto compacto e
invariante (i.e. f~*(A) = A). EI conjunto A se llama uniformemente hiperbélico (en
breve, hiperbélico) si para todo = € A existe un splitting S, & U, = T, M del espacio
tangente T, M a M en z, que dependen continuamente de z € A, y constantes C' > 0
y 0 < A <1< o, que verifican las desigualdades (3.3) y (3.4) para todo = € A.
Nota: La condiciéon de dependencia continua de S, y U, al variar x € A es re-
dundante. Se puede demostrar esta continuidad a partir de las invariancia de esos
subespacios, de las desigualdades de hiperbolicidad uniforme y de la compacidad del
conjunto A (ver Ejercicios 3.3.4 y 3.3.5 y generalizarlos sustituyendo M por A).
Sobre las dimensiones de S, y U,: Son complementarias (su suma es dimM), pero
no necesariamente son ambas mayores que cero. Es decir, alguno de los dos subespacios
puede tener dimensién cero, y el otro coincidir con 7, M. Las dimensiones pueden
depender de x € A. La dependencia continua de los subespacios invariantes implica
que las dimensiones de S, y U, sean localmente constantes. Como A es compacto, si
existen varios subconjuntos de A para los cuales S, y U, tienen dimensiones diferentes,
entonces son dos a dos aislados.

De las definiciones anteriores, es inmediato deducir que f : M +— M es un difeomor-
fismo de Anosov, si y solo si la variedad M es un conjunto uniformemente hiperbélico
(con dimensiones estable e inestable no nulas).

Ejercicio 3.4.2. Sea f : M — M. Probar que un punto periédico = de periodo p
(ie. fP(z) = x, fi(x) # 2 ¥V 1 < j < p es hiperbélico (i.e. los valores propios de
df? tienen médulo diferente de 1), si y solo si su érbita (finita) {x, f(z),..., fP~1(z)}
es un conjunto uniformemente hiperbélico. Probar que si = es punto silla (es decir,
dfP(x) tiene valores propios con médulo menor que uno y también con médulo mayor
que uno), entonces los subespacios propios de df?(z) son los subespacios estable S,
e inestable U, respectivamente. Probar que si z es un pozo hiperbdlico (i.e. df?(x)
tiene todos sus valores propios con médulo menor que uno), entonces S, = T, M y
U, = 0. Enunciar y probar resultado dual si 2 es una fuente hiperbdlica (i.e. df?(x)
tiene todos sus valores propios con médulo mayor que uno).

3.5. Ejemplo: Herradura de Smale lineal

Un ejemplo paradigmdtico de conjunto hiperbdlico (transitivo) que no es toda la var-
iedad, es el siguiente, debido a Smale [Sm 1967] (ver también, por ejemplo, [Jo 2005,
pages 97-98]):

Definicién 3.5.1. Herradura de Smale lineal.
Se llama herradura de Smale lineal (en dimensién 2 y con 2 patas) a un difeomorfismo
T:Q=10,1? Cc R? — T(Q) C R? que satisface las siguientes condiciones (ver Figura
3.4):
a) T(Q)NQ = QoUQ donde Q = [0,1]?,
Qo =1[1/5,2/5] x [0,1], Q1 = [3/5,4/5] x [0,1].
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b) T71(Qo) = [0,1] x [1/5,2/5], T=H(Q1) = [0,1] x [3/5,4/5].

c¢) Paraj =0,1, la restriccién T'|p-1(q,)(x,y) es una transformacién afin en (z,y)
con direcciones propias (1,0) y (0,1) y valores propios A\ y u reales tales que
[A| =1/5y |u] = 5 respectivamente. Por ejemplo:

Tlp-1(Qo) (=, y) = ((1/5)(z + 1), 5y — 1),
Tlp-1(qu (@, y) = ((=1/5)(x — 4), =5y + 4)

Para comprender cémo es la transformacién 7', ver la figura 3.4 e imaginar 7" como
la composiciéon de dos transformaciones: Primero considerar una transformacion afin
que lleva el cuadrado @ = [0,1]? a un rectangulo 5 veces mas alto y 5 veces menos
ancho que el cuadrado @ (contrae en horizontal y dilata en vertical). Después aplicar
una transformacién que ”dobla”en forma biyectiva al rectdngulo alto y flaco, dandole
forma de herradura, superponiendo esta sobre el cuadrado @ en Qo y @1 (sin deformar
Qo ni Q1).

Se observa que hemos restringido la definicién eligiendo valores numéricos fijos para
[Al v |p], iguales a 1/5 y 5 respectivamente. Sin embargo, si se toman otros valores
numéricos, 0 < |A| < 1/2y 2 < |o|, y se definen (coherentemente con esos nuevos
valores numéricos) los rectdngulos compactos Qo y @1 disjuntos, como en la Figura
3.4,y tales T(Q) N Q = Qo UQ1; y si las transformaciones T'|p-1(q,) y T'|7r-1(g,) son
afines con valores propios )\ y o, entonces T también se llama herradura de Smale
lineal.

T(Q)
m T(@QNQ=QuQ
1 QZ[O,l]X[O,l]
0,8 -
‘ 0,6
‘ 0.4 QQ Ql D
0.2 N Q)
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Figura 3.4: Herradura de Smale

Ejercicio 3.5.2. Sea T : R? — R? una herradura de Smale lineal. Sea @ = [0, 1]%.
(a) Dibujar esqueméticamente T(T(Q)N Q) C T(Q), T?(Q) y NY_,T™(Q) para N =
2.3.
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(b) Dibujar esquematicamente) 7-1(Q) N Q, y NY_,T~"Q para N = 2,3.

(c) Dibujar esqueméticamente) el conjunto “estable” W* N @ de todos los puntos de
@ cuyas 6rbitas futuras permanecen en ) para todos los iterados n > 0. (Sugerencia:
Ver que W*NQ =nN27T(Q).)

(d) Calcular el exponente de Lyapunov negativo (tasa exponencial de con-
traccién hacia el futuro) de la herradura de Smale: lim,,_, 1 o (1/n) log || DT (1, 0)]|
para todo punto x € (1, .y T7"(Q).

(d) Definir el conjunto “inestable” W*NQ y el exponente de Lyapunov positivo (tasa
exponencial de dilatacién hacia el futuro.) Calcularlo.

Definicién 3.5.3. Sea T': Q = [0,1]?> C R? — R? es la herradura de Smale lineal. Se
llama conjunto invariante mazximal de T en Q a

A= ()T7"Q.

nez

Obsérvese que por la propiedad de intersecciones finitas no vacias de compactos, el
conjunto A es compacto no vacio.

Ejercicio 3.5.4. Probar que el maximal invariante A de una herradura de Smale
lineal, es un conjunto hiperbdlico. Probar que A es el producto cartesiano de dos
conjuntos de Cantor en el intervalo [0, 1].

3.6. Variedades invariantes de conjuntos hiperbdli-
cos

A continuacién enunciamos algunos teoremas sobre dinamica diferenciable, que gen-
eralizan propiedades de los difeomorfismos de Anosov en una variedad compacta M,
y en particular algunos de los resultados vistos en el ejemplo del automorfismo lineal
hiperbdlico f = ( % 1 ) en el toro T2.

Teorema 3.6.1. Variedades invariantes para A unif. hiperbdlico Sea f: M —
M un difeomorfismo y A C M un conjunto invariante, compacto y uniformemente
hiperbolico. Para x € M denotemos U, S, los subespacios inestable y estable respec-
tivamente. Entonces, para cada x € A existen y son unicas:

A) Una subvariedad conexa W*(x), Ct-inmersa en M (pero no necesariamente “em-
bedded”, i.e. no encajada en M, ni necesariamente compacta), llamada variedad es-
table por x, tal que:

zeW(z), [fW(x) =W?(f(z)), Tu(W?(x))= S (3.6)

B) Una subvariedad C* conexa W*(z), C'-inmersa en M (pero no necesariamente
encajada en M ni compacta), llamada variedad inestable por x, tal que:

zeW(x), [fW(z))=W"(f(x), T(W*"))="U.. (3.7)
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tales que:
i i), /@) =0 & yeWa), 35)
i dis( (). /" @) =0 & ye W) 39)

Si ademads f es un difeomorfismo C” para algin r > 1 entonces W y W' son sub-
variedades de clase C".

Una prueba del teorema de existencia de variedades estable e inestable puede encon-
trarse en [Hi-Pu-Sh 1977).

Observacion 3.6.2. Sea [ : M — M un difeomorfismo de Anosov con coeficiente
A < 1 de contraccion en el fibrado estable S, y coeficiente o > 1 de dilatacién en el
fibrado inestable U. Admitiendo la existencia de C''-subvariedades W*(z) y W*(z)
conexas, que cumplen las condiciones (3.6) y (3.7) respectivamente, y sabiendo que
los subespacios S, y U, dependen continuamente de z, se puede demostrar que

lim sup log dist(f"(y), /" (x)) <logA <0 Vye W) (3.10)
n—-+oo n

1 d' n n
Ifm inf —2 ist(/"(y), /() >logo >0 VyeW"x). (3.11)
n——oo n

Definicién 3.6.3. Sistemas dindamicos conjugados Sean X e Y espacios topoldgi-
cosysean f: X — X y g:Y — Y mapas Borel-medibles. Se dice que f y g son
conjugados o topoldgicamente equivalentes si existe un homeormorfismo h : X — Y
llamado conjugacion tal que g o h = h o f. La conjugacién implica que cada una de
las propiedades de la dindmica topolégica de f (transitividad, conjunto no errante,
omega y alfa limites, recurrencia) se satisface para f si y solo si se satisface para g.

Observacion 3.6.4. Volvamos a los difeomorfismos de Anosov, como caso particular
de sistema uniformemente hiperbdlico:

El Teorema o Lema de Franks [Fr 1969] (ver también [Ma 1974] para difeomorfismos
de Anosov en el toro n-dimensional, para todo n > 2) establece que:

Teorema o Lema de Franks Las unicas superficies compactas, conexas, sin borde
y orientables que soportan un difeomorfismo de Anosov f son homeomorfas al toro
T2, y f es conjugado a un automorfismo lineal hiperbélico.

La demostracién del Lema de Franks se encuentra en [Fr 1969]. En [Ma 1974], Man-
ning generaliza la ultima parte del Lema de Franks, probando que los difeomorfismos
de Anosov en el toro de dimensién n son conjugados a automorfismos lineales. Re-
cientemente, en [Ha 2013] se obtiene el mismo resultado que Manning, pero para
difeomorfismos de Anosov en nilmanifols de dimensién 3, y no solo para el toro.
Debido al teorema de Franks los automorfismos lineales en el toro T? son el paradigma

de los difeomorfismos de Anosov en superficies, y entre ellos en particular el < ? 1 )

en el toro T2.
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En cambio, conjuntos hiperbdlicos como la herradura de Smale, o topologicamente
conjugadas a ella, se pueden construir en un abierto homeormorfo a un cuadrado de
R?2, en cualquier superficie (variedad de dimensién dos).
Se puede generalizar la herradura de Smale a dimensiones mayores que dos, tomando
un cubo n-dimensional en el rol de cuadrado @, y eligiendo dimensiones complemen-
tarias de contraccion uniforme y de dilatacién uniforme.

3.7. Expansividad o caos topolégico.

Se han dado varias definiciones precisas de caos en la literatura matematica. Pero estas
definiciones no son equivalentes entre s{ (ver por ejemplo [Bu 2011]). Entonces cuando
uno se refiere a sistema cadtico deberia siempre incluir la definicién que esta utilizan-
do, con precisién, y observar que los resultados que se obtengan con esa definicién,
no son necesariamente ciertos si se hubiese adoptado otra. Segun sea el objetivo de
investigacion de quien estudia el sistema dindmico (por ejemplo, su objetivo puede
ser estudiar la dindamica topolégica de un conjunto abierto y denso de érbitas, o solo
estudiar la de p-casi toda orbita cuando p es invariante, o la de Lebesgue-casi to-
da orbita, cuando la medida de Lebegue no es invariante, etc), adopta una u otra
definicién.

El estudio de las propiedades topoldgicas de los difeomorfismos lineales en el toro T?
es paradigmatico para estudiar mdas en general, los sistemas cadticos desde el punto
de vista topoldgico. En efecto:

Definicién 3.7.1. Sea T : X +— X un homeomorfismo en un espacio métrico com-
pacto X. Se dice que T es cadtico (topolégicamente) o expansivo, si existe una con-
stante a > 0 (llamada constante de expansividad) tal que

sup dist (T"(z), T"(2)) >a Ve £y e X
nez

Interpretacion: El caos topoldgico o expansividad es una version de “hiperbolicidad
topoldgica.” Significa que la dindmica es a-sensible a las condiciones iniciales: dos
Orbitas con estados iniciales x # y diferentes se separan mas que la distancia «, hacia
el futuro 6 hacia el pasado. Podra haber parejas de drbitas, con estados iniciales
préximos = # y, que se separan solo para el futuro pero no para el pasado, o al revés.
Generalmente (por ejemplo en un difeomorfismo de Anosov), para la mayor parte
de las parejas de estados iniciales z # y, sus érbitas se separan en el futuro y en el
pasado.

La separacién hacia el futuro o hacia el pasado, mas que una constante uniforme «,
de dos érbitas con estados iniciales x # y (por méas que x e y estén tan cerca entre
si como se desee) implica lo siguiente:

Si uno aproxima con error € > 0, aunque sea arbitrariamente pequeno, el estado
inicial 2 sustituyéndolo por y tal que 0 < dist (z,y) < ¢, entonces el estado del
sistema T"(y) en algun instante n € Z, se modificard mas que o > 0 respecto del
estado T™(x) que tendria si no se hubiese cometido el error en el estado inicial. La
sensibilidad a las condiciones iniciales, o expansividad, o caos topolégico, se llama



Teoria Ergédica de los Sistemas Dinamicos Discretos 75

también “efecto mariposa”: la leve modificacion del estado inicial producido por el
aleteo de una mariposa, por més leve que esta sea (es decir por mas pequeno que sea la
diferencia e > 0 provocada en ese estado inicial) produce una modificacién “drastica”
(es decir mayor que una constante uniforme o > 0) en el estado del sistema en otro
instante).

Ejercicio 3.7.2. Demostrar que la rotacién del circulo (racional o irracional) no es
expansiva (i.e. no es topolégicamente cadtica).

Ejercicio 3.7.3. Demostrar que el tent map f : [0,1] — [0, 1] es expansivo para el
futuro, esto es, existe una constante o > 0 tal que

Si dist(f(x), f/(y)) <aVjeN entonces = =y.

Sugerencia: Probar que la derivada |(f™)’| tiende uniformemente a +o0o con n y usar
a=1/4.

2 1 2
1 1)eneltoro'IF es

Ejercicio 3.7.4. Demostrar que la transformacion f = (

expansiva.

Observacién 3.7.5. En [Lew 1989], Lewowicz demostré los siguientes resultados:

Teorema de Lewowicz Las tnicas superficies (variedades de dimensién dos) com-
pactas y conexas donde existen homeomorfismos expansivos, son homeomorfas al toro
TQ

Todos los homeomorfismos expansivos en el toro T? son conjugados a un Anosov
(y por el teorema de Franks son conjugados a un difeomorfismo de Anosov lineal).

N . . . 2 1
Por eso resulta paradigmatico estudiar los difeomorfismos lineales, y el ( 11 ) en

particular.

3.8. Foliaciones invariantes para dif. de Anosov.

La unicidad de las variedades invariantes para los difeomorfismos de Anosov, implica
que la siguiente coleccién no numerable de subconjuntos (subvariedades) {W2},.cur,
sea una particion de M. En efecto:

Proposicion 3.8.1. Sea [ : M — M un difeomorfismo de Anosov, y sean x,y € M.
Entonces o bien W N Wy =0, o bien W7 =W .
Andlogamente para Wy y W

Demostracion. Debido a (3.8) y (3.9), y € W siy solo si z € W;. Supongamos que
existe z € W7 NWy. Sea 2’ € W;. Usando nuevamente (3.8) y (3.9) y la propiedad
triangular, deducimos que

lim dist(f"(y), f"(a)) =0

n—-+4oo
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En efecto:

dist(f" (y), f"(a') <
dist(f" (), f"(2)) + dist(f" (2), f" (2)) + dist(f" (2), f"(2")),

y estos tres sumandos tienden a cero cuando n — +oo. Luego 2’ € W, para todo
z' € Wy, probando que W7 C Wy. Simétricamente, W7 C W;. Hemos demostrado
que si existe z € W7 N Wy entonces W7 = W7 O

Definicion 3.8.2. Foliaciones estable e inestable.

Se llama foliacion estable a la particion {W3:t,en de M en variedades estables.
Andlogamente, se llama foliacion inestable a la particién {W»},cp de M en var-
iedades inestables.

Nota sobre la definicién geométrica de “foliacién”: Por definicién, una fo-
liacién tiene una estructura geométrica precisa que transciende a la mera particion
del espacio M en subvariedades inmersas disjuntas dos a dos todas de la misma di-
mension 1 < k; < dimM. Estas variedades inmersas se llaman hojas de la foliacion.
La estructura geométrica de foliacién consiste en la existencia de un atlas de cartas
locales £ de M que son “trivializadoras” de las hojas de la foliacién: i.e. la imagen
de cada ¢ es el producto cartesiano By, X By,, donde By, es la bola unitaria de R¥:
(k1 + ko = dimM), tal que transforma la componentes conexas locales de cada hoja,
en las secciones By, x {v2} (con vy € By, fijo).

En general, para las foliaciones dindmicamente definidas (por ejemplo, las foliaciones
estable e inestable de un f de Anosov), las cartas locales trivializadoras £ existen, pero
son solo homeormofismos sobre sus imagenes (no son siquiera C*). Como las hojas de
la foliacién son subvariedades inmersas de clase C, entonces las restricciones de las
cartas trivializadoras a las hojas locales, son C*.

Definicién 3.8.3. Regularidad de foliaciones invariantes.

Un particion W := {W, },en del espacio M en subvariedades diferenciables inmersas
en M y disjuntas dos a dos, todas de la misma dimension, se dice que es una foliacion
invariante CY (desde el punto de vista dindmico) si:

(1) f(Wy) = Wy Ve M (invariancia),

(2) cada hoja W, es de clase C!, y

(3) la aplicacién x € M +— T, W, que lleva cada punto x en el subespacio tangente
T, W, en z ala hoja W, es continua (es decir, el subespacio tangente a la hoja varia
en forma CY con x € M).

Nota: La condicién (2) de que cada hoja sea de clase C, implica que su subespacio
tangente varie en forma C° con = variando a lo largo de la hoja respectiva. Pero no
implica que ese subespacio tangente varie ademds en forma C° con x en todas las
direcciones transversales a la hoja. Por lo tanto la condicién (3) no es redundante: es
més fuerte que la condicién (2).

Anélogamente, para todo r € N, la particién W es una foliacidn invariante C" (desde
el punto de vista dindmico) si cada hoja W, € W es de clase C"*! y la aplicacién
x € Mw— T,W, es de clase C" . Para que esta definicion sea aplicable, hay que asumir
que la variedad ambiente M es de clase C™t! por lo menos.
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Sea 0 < a < 1. Una foliacion invariante W es a-Holder continua y se denota de clase
C?, si cada hoja W, € W es de clase C! y la aplicaciéon z € M — T, W, satisface:

dist(W,, W,,) < K [dist(z,y)]* (3.12)

para cierta constante K. Se dice que la foliacién es Lipschitz y se denota como C'%,
si es 1-Holder continua (es decir vale la desigualdad (3.12) para a = 1.

Debido al Teorema 3.6.1, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 3.8.4. Si f es difeomorfismo de Anosov de clase C', entonces las folia-
ciones estable e inestable son de clase C .

Demostracion. T,W; = S,, T,W} = U, y los subespacios S, y U, dependen contin-
uamente de x. O

Uno podria esperar que si f es difeomorfismo de Anosov de clase C™+! con r >
0, entonces las foliaciones invariantes estable e inestables sean foliaciones de clase
C". Este dltimo resultado es FALSO. En general, cada hoja es C"*!. Pero no se
puede mejorar casi nada la regularidad C° de las foliaciones invariantes simplemente
aumentando la regularidad de f.

Teorema 3.8.5. Holder continuidad de foliaciones invariantes para difeo-
morfismos de Anosov.

Si f: M — M es un difeomorfismo de Anosov de clase C* con k > 2, entonces las
variedades estables e inestables de f son subvariedades C*, y las foliaciones estables
e inestables que forman son a—Holder continuas para cierto 0 < a < 1.

Una prueba de este teorema se puede encontrar en [Ba-Pe 2001, Theorem 2.3.1, pag.
43].

3.9. Exponentes de Lyapunov

A lo largo de las préoximas secciones asumiremos las siguientes hipétesis:

e M es una variedad diferenciable, compacta, conexa y provista de una estructura
riemanniana.

o f: M+ M esde clase C! (es decir f es diferenciable y su derivada df es continua).
El mapa f no es necesariamente invertible.

Notacién 3.9.1. .

o f: M — M es un difeomorfismo si de clase C', invertible y ademds su inversa
también es de clase C''. Denotamos f € Diff ' (M).

e Si ademds f y su inversa son de clase C" para algun r > 2 (para lo cual la variedad
M también debe ser de clase C" por lo menos), indicaremos f € Diff "(M).

e Denotaremos f € Diff ' cuando f € Diff '(M) y ademés df : TM +— TM es
a-Holder continua para cierta constante 0 < a < 1; i.e. existen constantes § > 0y
K > 0 tales que

lldfs — dfy,|| < K(dist(x,y))* V 2,y € M such that dist(x,y) < 0.
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En el primer miembro de la desigualdad anterior, ||A|| denota la norma de la trans-
formacién lineal A € L(RF) donde k = dim(M), es decir ||Al| = max{||Av]|| : v €
R*, [lv]l = 1}.

e Denotaremos f € Diff *™2 (M) si f € Diff *(M) y ademés df es Lipschitz, i.e. ex-
isten constantes 6 > 0y K > 0 que satisfacen la desigualdad de a-Hdélder continuidad
con a = 1.

Definicién 3.9.2. Exponentes de Lyapunov
Sea f € Diff '(M). Un punto = € M se llama débilmente regular si existen los siguiente
limites para todo v € T,,M \ {0}:

U@ sl @)])
n—+00 n n—+oo -n

Estos dos limites (ndmeros reales), se llaman exponentes de Lyapunov en el futuro y
en el pasado respectivamente, de la drbita por x correspondientes a la direccion [v].
No se definen los exponentes de Lyapunov en los puntos no regulares.

Se puede definir también puntos débilmente regulares y exponentes de Lyapunov (en
el futuro) para f € C*(M) aunque f no sea un difeomorfismo.

Mas adelante veremos el Teorema de Oseledets, que demuestra, entre otros resultados,
lo siguiente:

Para toda medida de probabilidad i que sea f-invariante, p-casi todo punto x € M
es reqular.

Dicho de otra forma, el conjunto de los puntos no regulares tiene medida nula para
toda medida de probabilidad p invariante por f.

Nota sobre el concepto de regularidad: En la literatura, suele llamarse pun-
to regular a aquellos puntos x que cumplen una condicién mas fuerte que la que
hemos adoptado nosotros en la Definicién 3.9.2. En efecto, se definen condiciones adi-
cionales de existencia de subespacios invariantes tales que para todo vector en ellos
el exponente de Lyapunov en el futuro coincide con el exponente de Lyapunov en el
pasado. A los puntos regulares que cumplen esa condicién més fuerte, los llamaremos
Lyapunov-regulares (ver Definicién 3.9.6). El teorema de Oseledets establece que u-
casi todo punto z € M no solo es débilmente regular segin nuestra definicion 3.3.7,
sino también Lyapunov-regular segun la Definicién 3.9.6.

Los exponentes de Lyapunov dependen de la érbita de x, pero no dependen de cudl
punto se tome en la misma érbita. En efecto:

Ejercicio 3.9.3. Probar que si x es débilmente regular, entonces para todo k € Z fijo,
el punto y = f*(z) (es decir, cualquier punto en la érbita de z) es también débilmente
regular y que el conjunto de los exponentes de Lyapunov en y coincide con el de los
de x.

El siguiente ejercicio tiene como objetivo adelantarse al enunciado del teorema de
Oseledets (que enunciaremos al final de esta seccién).
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Ejercicio 3.9.4. Sea x un punto débilmente regular.

(a) Sean 0 # v € T, M, x el exponente de Lyapunov en el futuro (o en el pasado) de
la 6rbita de z correspondiente a una direccién u # 0. Sea [u] C T, M el subespacio
de dimensién 1 generado por u. Demostrar que para todo 0 # u' = [u] el exponente
de Lyapunov en el futuro (o en el pasado respectivamente) correspondiente a u es el
mismo que el de u'.

(b) Sean X} y xi los exponentes de Lyapunov en el futuro de dos direcciones Li.
0 # u,v €T, M. Sean x,, vy X, los exponentes de Lyapunov en el pasado de esas dos
mismas direcciones v y v. Asuma x; # xi, X, # X~ v. Sea w = u + v. Probar que
Xop = max{xy, X3}y xo = min{x,, X, }-

Sugerencia: Asuma x; > x;. Use el primer limite de 3.9.2 con los vectores u y v,
para probar que para todo € > 0 existe N € N tal que:

ldf ™ (w)l| = [ldf " (w)l| = [|df™ (0)]| =
06 (Ju] = 0T o)) ¥ on > N,
Fije ¢ < (xiF — x;7)/2. Tome logaritmo, divida entre n y luego n — +oo.
(c) Como en la parte (b) asuma ahora x;” = xi" v x5 = X, - Pruebe que x} < x =
X5 Xo 2 Xu = Xo -
(d) Sea una base uq,...,u; de T, M. Asuma que los exponentes de Lyapunov en el
futuro x;" y en el pasado y; en las direcciones u;, cumplen y; # X;}- para todo i # j.

Probar que para todo 0 # u = Zle biu; € T, M, se cumple:

i = mix -’
1<i<k; b;#£0
= min o
X = i dh b0

Sugerencia: usar induccién en la cantidad de coeficientes b; # 0, y la parte (b).

Ejercicio 3.9.5. Sea x un punto débilmente regular.

Para cada k > 0 sean E}.k(z) y Ej%k(z) dos subespacios L.I. (de dimensiones no nulas)
de T'yx (5 M, invariantes por f (es decir E}Hl(z) = dffk(z)E}k(z) para todo k >0y
para i = 1,2). Asuma la siguiente hipdtesis:

Hipdtesis I Para cada i coinciden los exponentes de Lyapunov en el futuro y en el
pasado entre sf y en todas las direcciones del subespacio E’. Llamelo x*. Ademés para
todo 0 # v € EL @ E2, el exponente de Lyapunov en el futuro de v es mayor o igual
que el exponente de Lyapunov en el pasado de v.

(a) Probar que

(i) Para todo k > 0 y para cada i = 1,2, los exponentes de Lyapunov en el futuro y
en el pasado en f*(x), correspondientes a la direccién E;k(m), coinciden entre si y con

2

X
(ii) Probar que para todo 0 # v € E}'k(m) D E?k(m) tal que v & E}k(m), E?”“(m)’ el expo-
nente de Lyapunov x; (z) de [v] en el futuro es igual a max{x*, x?}, y el exponente
de Lyapunov x, (z) de [v] en el pasado, es igual a min{x?!, x?}.
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(iii) Deducir que si x1 = x2 = X, entonces el subespacio Ey ;) = E}.k(z) e E]%k(x) es
invariante, de dimensién mayor que los subespacios E}k(w) y E?k(w) que lo generaron,
y los exponentes de Lyapunov en el futuro y en el pasado para todos los vectores
0 # v € E coinciden con Y.

(b) Extender (enunciar y demostrar) los resultados de la parte a), asumiendo que
existe un splitting 7,M = EL © E2 @ ... ® E" que verifica la Hipétesis 1.

(¢) Deducir, asumiendo (b), que el conjunto de exponentes de Lyapunov diferentes

en cualquier punto regular que cumpla la Hipdtesis I es finito, y menor o igual que
dim(M).

El ejercicio anterior motiva preguntarse cuando se cumple la hipdtesis asumida so-
bre la existencia de los subespacios E! invariantes para los cuales los exponentes de
Lyapunov en el futuro y en el pasado existen y son iguales entre si, y diferentes para
diferentes valores de i. Esta pregunta motiva la siguiente definicién de regularidad:

Definiciéon 3.9.6. Puntos Lyapunov-regulares
Un punto x € M se llama Lyapunov reqular si existe un splitting del espacio tangente

T,M = E. © E? @ EX@

(que puede reducirse como caso particular a k(z) =1, T,M = E}), tal que existen
y coinciden entre si los exponentes de Lyapunov en el futuro y en el pasado x;(x)
en toda direccién [v] C E! y ademéas

(@) < xe(@) < ... < (@) (@).
En otras palabras:

i RN o x4z 0)l)

= xi(x) V {0} # [v] C Ej.

n—+00 n n—=00 n

Los subespacios E? en un punto Lyapunov regular, se llaman subespacios de Oseledets.

Nota: El Ejercicio 3.9.5 muestra que todo punto Lyapunov-regular es regular en el
sentido de la Definicién 3.9.2. El reciproco es falso (ver el ejemplo del Ejercicio 1.3.13).

En el enunciado del siguiente ejercicio se establece que la regularidad Lyapunov, el
splitting y los exponentes de Lyapunov dependen de la érbita y no de qué punto = en
cada érbita se elija.

Ejercicio 3.9.7. Sea z un punto Lyapunov-regular.

(a) Demostrar que el splitting T, M = @f:(wl) Ei(x) y el conjunto de exponentes de
Lyapunov, son unicos.

(b) Demostrar que para todo k € Z el punto f*(x) también es Lyapunov regular, y
ademas E;.k(x) =dfFE(z)V 1 <i < h(f*@) = h(z), y xi(z) = xi(f*(2)).
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Pregunta: ;Existen abundantes puntos Lyapunov regulares?

El siguiente resultado es un teorema fundamental en la Teoria Ergddica Diferenciable
y responde afirmativamente a la pregunta anterior, por lo menos desde el punto de
vista medible, y con respecto a las medidas invariantes:

Teorema 3.9.8. de Oseledets

Sea M una variedad compacta riemanniana de dimension finita. Sea f € Diff 1(M)
Entonces

(a) El conjunto R de puntos Lyapunov requlares para f es medible.

(b) Las funciones que a cada punto x € R asignan los exponentes de Lyapunov son
medibles.

(c) El conjunto R tiene probabilidad total (para toda medida de probabilidad f-
invariante u, se cumple p(R) = 1).

Demostraremos el teorema de Oseledets en la Seccién 4.6. La demostracion de V.I.
Oseledets del Teorema 3.9.8 se encuentra en [Os 1966] y en [Os 1968]. Otras demostra-
ciones del teorema de Oseledets pueden encontrarse por ejemplo en [Ba-Pe 2001], en
[Man 1983a, Cap. IV §10] (ver también [Man 1987], en [Via 2012a]) y en [Ra 1979].
Generalizaciones del Teorema de Oseledets, llamados Teoremas FErgdodicos Multiplica-
tivos, enuncian resultados en los cuales df, es sustituido por una aplicacion lineal que
depende de x en un espacio vectorial finito dimensional, o incluso por un cociclo en
ciertos espacios de Banach infinito dimensionales. Por ejemplo, en [Kar-Mar 1999], se
prueba un Teorema Ergddico Multiplicativo que generaliza al Teorema de Oseledets
a ciertos cociclos en espacios de Banach uniformemente convexos.

3.10. Hiperbolicidad no uniforme

Interpretacion de los exponentes de Lyapunov no nulos:

Veremos por qué los exponentes de Lyapunov, cuando no son nulos, se interpretan
como la tasa exponencial asintdtica de crecimiento (dilatacion) o decrecimiento (con-
traccion) en el futuro de la norma de los vectores en el subespacio tangente, por
iteracién del diferencial, es decir al aplicar df™ En efecto, supongamos que un expo-
nente de Lyapunov en el futuro y en el pasado, para la direccién [s] C T, M de la
6rbita por x, es x(z) < 0. Entonces, de la definicién del limite en 3.9.2, para todo
€ > 0 existe N > 1:

df (s)]| < e"XF||s]| ¥ n > N

Luego, para ciertos niimeros reales C(z) > 0, A(z) = eX(®)+¢ < 1 (si se fija 0 < € <
—x(z)), se cumple

lldf™(s)|| < C(z)[A()]™|Is|| Vn >0, donde0 < A(z) <1, (3.13)

(Demostramos con detalle la existencia de C'(z) > 0 y la desigualdad anterior en el
Lema 3.10.3.) La desigualdad anterior significa que, en la direccién [s], el diferencial
n-ésimo contrae exponencialmente las normas de los vectores hacia el futuro con coe-
ficiente 0 < A = eXT¢ < 1. Este coeficiente tiende a eX cuando ¢ — 0T (y por lo tanto
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cuando n — 400). Entonces un exponente de Lyapunov negativo x es asintéticamente
igual a log A. Decimos asi que un exponente de Lyapunov negativo x(x) es la tasa ex-
ponencial asintdtica de contraccion en el futuro (o de dilatacidn hacia el pasado) por
la derivada de ™ en la direccidon [s].

Anélogamente, si para la misma 6rbita de x existe alguna direccién [u] C T, M, para
la cual el exponente de Lyapunov en el pasado y en el futuro es x(x) > 0, entonces
existen un nimero real C(z) > 0 y un valor real o(z) = eX®)~¢ > 1 (si se fija
0 < e < x(x)) tales que:

ldf " (w)|| < C(2)[o(z)] "||lul| Vn >0, dondeo(x)>1, (3.14)

(Demostraremos la existencia de la constante C'(z) > 0 y la desigualdad anterior
en el Lema 3.10.3.) Siendo o asintéticamente igual a eX, decimos que un exponente
de Lyapunov positivo x(x) es la tasa exponencial asintdtica de constraccion hacia el
pasado (o de dilatacién hacia el futuro) por la derivada de f~" en la direccion [u].

Observemos las similitudes y diferencias entre las desigualdades (3.13) y (3.14) y las
de la Definicién 3.4.1 de hiperbolicidad uniforme (desigualdades (3.3) y (3.4)) Las
similitudes justifican la siguiente definicién:

Definicién 3.10.1. Hiperbolicidad no uniforme Sea A C M un conjunto medible
f-invariante: f~1(A) = A (A no es necesariamente compacto).

Decimos que f es no uniformemente hiperbolico en A, (o que A es un conjunto no
uniformemente hiperbdlico para f), si para todo punto z € A existe un splitting
T.M =S, ® U, que depende mediblemente de x € A y que es df-invariante, i.e.

° dem = Sf(z), dem = Uf(z) Vx €A,

y existen nuimeros reales C'(z) > 0y 0 < A(z) < 1 < o(x), que dependen medible-
mente de = € A, tales que

e MJ(@) = M), o(f(x)) = olx),

e se verifican las dos desigualdades (3.13) y (3.14); es decir, para todo n > 0 y para
todos u € U, v s € S,

ldf"sl| < C@)A@)" sl lldf "ull < Clz)o(x)™" [|u]

Observacion 3.10.2. Hiperbolicidad No Uniforme. A diferencia de la Defini-
cién 3.4.1 de hiperbolicidad uniforme en compactos, la hiperbolicidad no uniforme
no implica la continuidad del splitting S, @ U, al variar x € A. Pero si exige, por
definicién, que el splitting sea medible.

Nota: Si C(x), A(z) y o(x) son constantes independientes de x € A, y ademds A es
compacto, se dice que f es uniformemente hiperbdlico en A, o que A es un conjunto
uniformemente hiperbélico para f, de acuerdo con la definicién 3.4.1.

Lema 3.10.3. Sea A un conjunto f-invariante, medible tal que todo x € A es un punto
Lyapunov regular cuyo splitting EL® E?& ... & ET = T, M depende mediblemente de
x (r = r(x) también), y cuyos exponentes de Lyapunov respectivos x1(z) < xz(x) <
o< xilz) < ...xr(z) son todos diferentes de cero y dependen mediblemente de
x. Entonces A es un conjunto no uniformemente hiperbdlico.
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En extenso, existe un splitting medible T, M = S, & U, invariante por df y funciones
medibles C(x) >0y 0 < A(z) <1 < o(z), tales que A(f(z)) = A(z) y o(f(x)) = o(x)
y tales que se verifican las desigualdades (3.13) y (3.14) para todo n > 0, para todo
u € U, y todo s € S;, y para todo x € A.

Probaremos el Lema 3.10.3 mas abajo. En relacién a su enunciado, en

[Al-Ar 2003] se demuestra que para ciertos conjuntos no uniformemente hiperbdélicos,
si p-c.t.p. * € M cumple las hipdtesis del Lema 3.10.3 para toda medida invariante
1, entonces el conjunto es localmente uniformemente hiperbdlico.

Demostracion. del Lema 3.10.3: Sean: « := méx{x;(x):1 <i<r, x;(z) <0} <0,

B :=min{x;(z): 1 <i<wr xi(z) >0} >0.
Como « y [ son méaximo y minimo de funciones medibles, son medibles. Fijemos un
valor constante € > 0 suficientemente pequeno tal que a+¢€ < 0, §—e€ > 0. Denotamos

0<A=A) =t e, U:a(x)::eﬁ_€>1.

Como A(z) y o(x) son composiciéon de funciones continuas con funciones medibles,
son medibles. Por construccién, como los exponentes de Lyapunov son los mismos
para x que para f(x), tenemos \(x) = A(f(2)), o(z) = o(f(z)). Sean

Sp = @{EL(z) : 1 <i<r, yi(z) <0},
U, = @{E;'(:zr) 11 <i <y xi(z) > 0},

donde @®7_,Ei(x) = T, M es el splitting en los subespacios de Oselecs del espacio
tangente en el punto x. Estos subespacios existen por la Definicién 3.9.6 de punto
Lyapunov regular; y por hip6tesis dependen mediblemente de . Las funciones y;(z)
son medibles. Luego las preimagenes por x; : TA — R de RT v de R~ son conjuntos
medibles. Finalmente, la suma directa de un conjunto finito de subfibrados medibles,
es un subfibrado medible. Concluimos que S, y U, son subfibrados medibles de T'A.
Por construccion, como los subespacios de Oseledets son invariantes por df, tenemos

dfSo = Sf(@), dfUr = Uf(a).

Aplicando el resultado del Ejercicio 3.9.5, tenemos:

Para todo s € S, el exponente de Lyapunov en el futuro (y también en el pasado) es
menor o igual que a < 0. Para todo u € U, el exponente de Lyapunov en el pasado
(y también en el futuro) es mayor o igual que 5 > 0. En extenso:

log ||df™

X (@,5) = lim M§a<a+ezlogx\<0 VO<seS, (3.15)
log ||df™

X; (z,u) = lim w26>6—ezloga>OVO§ueU% (3.16)

Probemos que para cada 0 < s € S, y para cada 0 < u € U,, existen los siguientes
nimeros reales H(z,s) , K(z,s) > 0:
lldfz ()| lldfy " (w)]]

H(z,s) :=sup ———, K(z,u) := sup ——————. 3.17
RS A I A T 47
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En efecto, fijemos z, u, s. En las igualdades (3.15) y (3.16), aplicamos la definicién de
limite, multiplicamos por n (con |n| suficientemente grande), y aplicamos la exponen-
cial. (Hay que cuidar que cuando n es negativo, al multiplicar por n se invierten el
sentido de las desigualdades). Concluimos que existe N = N(z,u,s) > 0 tal que

ldf™ )N/ A" sl <1, (ldf=" ()l /o™ Jlull <1,

para todo n > N > 0. Entonces, el supremo que define H(z, s), asi como el supremo
que define K (z,s), existe y es un ntimero real no negativo (porque para |n| > N,
todos los cocientes cuyo supremo buscamos son menores que 1; y para 0 < |n| < N
los cocientes a maximizar son positivos y una cantidad finita). Afirmamos que existen
los nimeros reales K (), H(z) > 0, definidos por:

H(z):=sup{H(z,s): s€ S, |s]|=1}, (3.18)

K(z):=sup{K(z,u): ueU, |u| =1} (3.19)

Probaremos que existe K(z) real (la prueba de que existe H(z) real es similar).
Tomemos una base u1, ..., u de U, donde k = dim(U,), formada por vectores u; de
norma 1, que se encuentran todos en los subespacios de Oseledets, segun la definicion
3.9.6 de punto Lyapunov regular. Entonces, dado u € U, se puede escribir: u =
S2¥2 biug. Si|Jul| = 1, entonces existe M (z) tal que 0 < |b;| < M(x) ¥ 1 <i < k. En
efecto, fijada la base, cada |b;| es una funcién real continua del vector v € U, (pues
es la norma de la proyeccién ortogonal del vector u sobre el subespacio generado
por u;). Por el teorema de Weierstrass, la funcién continua u; tiene un méximo M;
en el subconjunto compacto {u € U, : |Jul| = 1} C T, M. Entonces basta tomar
M (z) := méx"_, M.

Tenemos:

k
< M(x) ZK(I,ul) = Ki(z) Vn>0. (3.20)
i=1

Para la primera desigualdad usamos la propiedad triangular de la norma. Para la
ultima desigualdad, usamos que |b;| < M (x) y la definicién de K (z,u;). Esto prueba
que existe Kj(x) < +oo definido por la igualdad (3.20). Como la desigualdad a la
izquierda en (3.20) vale para todo u € U, con |lu| = 1, entonces el supremo K (x)
definido en (3.19) cumple K (x) < K;(x) < +00. Andlogamente se prueba que existe
H(z) < 400 definido por (3.18).

De las definiciones de los numeros H(x,s), K(x,u), H(x), K(x) en las igualdades
(3.17), (3.18) y (3.19), definiendo C(x) = méx{K (z), H(z)}, deducimos:

[df" ()] < C(x)A (@)™ [|s]| ¥n >0, V s € Sg,
ldf =" (uw)]| < C(z)o(x)™ ||u|]| Yn >0, V u e U,.

En efecto, estas desigualdades valen cuando ||s|| = 1y ||u|| = 1 por la definicién de
H(x) y K(z). Entonces valen para todo s € S, y para todo u € U, por la linealidad
de df™. Esto termina de probar el Lema 3.10.3. [l



Teoria Ergédica de los Sistemas Dinamicos Discretos 85

3.11. Regién de Pesin y medidas hiperbdlicas

En esta seccién f € Diff 1(M ) ¥y M es una variedad compacta y riemanniana.

Definicién 3.11.1. La region de Pesin Py C M es el conjunto de los puntos z € M
Lyapunov-regulares tales que los exponentes de Lyapunov x1 < x2 ... v*) son todos

diferentes de cero.

Observar que por el Teorema 3.9.8 de Oseledets, la regién de Pesin es medible. Para
algunos difeomorfismos la region de Pesin puede ser vacia. Por ejemplo, trivialmente,
si f es la identidad Py = (). Otro ejemplo: las rotaciones de la esfera S? (f es la
rotacién de la esfera, de dngulo constante alrededor de un didmetro de S?2, llamado
eje polo norte-polo sur): Py = {).

Ejercicio 3.11.2. (a) Construir un difeomorfismo f : S* — S en el circulo S* que
preserve la orientacién, tal que Py = () y tal que en todo abierto V C S ! la derivada
/! no sea idénticamente igual a 1.

(b)Idem en la esfera S? con la condicién de que en todo abierto V' C S? la derivada
df no es idénticamente igual a la identidad Id, ni a —Id.

(¢) Construir un ejemplo en el circulo S que cumplan las condiciones de la parte (a)
y ademas tal que el conjunto de puntos Lyapunov regulares sea finito.

(d) (Existen ejemplos en el circulo que cumplan las condiciones de la parte (a) y
ademas tal que el conjunto de los puntos Lyapunov-regulares sea infinito?

(e) Construir un difeomorfismo f : St + S! tal que la regién de Pesin Py # ) pero
que no coincida con el conjunto de todos los puntos Lyapunov-regulares.

(f) Probar que para todo difeomorfismo f del circulo, o bien la regién de Pesin Py
es vacia o bien es finita o bien es infinita numerable, y encontrar ejemplos de los tres
casos (sugerencia: probar que todo x € Py es aislado en Py).

(g) Demostrar que existen difeomorfismos f : S? +— S? en la esfera tal que la regién
de Pesin Py es no numerable (sugerencia: la Herradura de Smale definida en 3.5.1).

Definicién 3.11.3. (Medida hiperbdlica)

Una medida de probabilidad f-invariante u se dice hiperbdlica si u(Py) = 1, donde Py
es la region de Pesin. En otras palabras, p es hiperbdlica si y solo si los exponentes
de Lyapunov son diferentes de cero p-c.t.p.

Para demostrar el siguiente resultado, utilizaremos el Teorema 3.9.8 de Oseledets.

Teorema 3.11.4. Medidas hiperbdlicas y conjuntos no uniformemente hi-
perbdlicos

(a) Sip es medida de probabilidad hiperbdlica entonces existe un conjunto invariante
A (no necesariamente compacto) tal que p(A) =1 y f es hiperbdlica (unif. o no unif.)
en A.

(b) Si A es un conjunto invariante tal que f es (unif. o no unif.) hiperbdlica en A, y si
W es una probabilidad f-invariante tal que u(A) = 1, entonces v es medida hiperbélica.
(c) Si A es un conjunto invariante y compacto tal que f es (unif. o no unif.) hiperbdlica
en A, entonces existen medidas de probabilidad p tales que p(A) = 1. Luego, por
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la parte (b), todas estas medidas son hiperbdlicas. En particular existen medidas de
probabilidad hiperbdlicas y ergddicas soportadas en A.

Demostracion. (a) Sea A la regién de Pesin. Por definicién de puntos regulares, A
es f-invariante, y por el Teorema 3.9.8 de Oseledets, A es medible. Por definicion
de medida hiperbélica u(A) = 1. Por el Teorema 3.9.8 de Oseledets, los exponentes
de Lyapunov y el splitting en subespacios correspondientes, son funciones medibles.
Debido al Lema 3.10.3, como los exponentes de Lyapunov de todo punto x € A son
no nulos, A es (unif. o no unif.) hiperbdlico.

(b) De la desigualdad (3.13), tomando logaritmo, dividiendo entre n y haciendo n —
+00, se deduce que para p-c.t.p. € A, y para toda direccién [s] € S,., los exponentes
de Lyapunov hacia el futuro (segin Definicién 3.9.2) son menores que log A(z) < 0.
Anélogamente, de la desigualdad (3.14), tomando logaritmo, dividiendo entre —n < 0
(se invierte el sentido de la desigualdad), y haciendo n — 400, deducimos que para
toda direccién [u] € U, los exponentes de Lyapunov hacia el pasado son mayores que
logo(z) > 0.

Por el teorema de Oseledets, p-casi todo punto es Lyapunov regular. Entonces para
p~-casi todo punto existen los subespacios de Oseledets para los cuales los exponentes
de Lyapunov hacia el pasado son iguales a los exponentes de Lyapunov hacia el fu-
turo. A priori, hay tres casos: el subespacio de Oseledets E’ estd contenido en S,,
o esta contenido en U,, o ninguna de las dos cosas. En el primer caso, el exponente
de Lyapunov hacia el futuro y hacia el pasado en E. es negativo (porque es nega-
tivo hacia el futuro por estar contenido en S, y coincide con el exponente hacia el
pasado por ser un subespacio de Oseledets). En el segundo caso, el Lyapunov hacia
el futuro y hacia el pasado en E% es positivo (porque es positivo hacia el pasado por
estar contenido en U, y porque coincide con el exponente hacia el futuro por ser un
subespacio de Oseledets). Probemos que el tercer caso es vacio; es decir todo sube-
spacio de Oseledets esta contenido en S, o en U,. Por absurdo, sea una direccién
[v] € B, [v] € Sy, U,. Como T,M = U, & S,, entonces v = u + s con 0 # u € Uy,
0# s €S,;. Como xI < 0, aplicando lo probado en el Ejercicio 3.9.5, el exponente de
Lyapunov y; hacia el futuro en E? es menor o igual que x < 0. Entonces es negativo.
Analogamente, como x, > 0 (porque u € U, y en U, los exponentes de Lyapunov
hacia el pasado son positivos), aplicamos lo probado en el Ejercicio 3.9.5 y deducimos
que el exponente de Lyapunov x; hacia el pasado en E! es mayor o igual que x,, > 0.
Entonces es positivo. Pero en un subespacio de Oseledecs, el exponente de Lyapunov
hacia el futuro y hacia el pasado coincide. No puede ser negativo y positivo a la vez.
Entonces no hay subespacio de Oseledets que no esté incluido en S, o en U,.
Concluimos que en todos los subespacios de Oseledets, los exponentes de Lyapunov
son no nulos. Por lo probado en el ejercicio 3.9.5, todos los exponentes de Lyapunov
en cualquier direccién, hacia el futuro o hacia el pasado, son iguales a algin exponente
de Lyapunov en los subespacios de Oseledecs. Entonces son no nulos. Esto vale para
p-c.t.p. x € M. Entonces p-c.t.p no tiene exponentes de Lyapunov iguales a cero; es
decir, p es una medida de probabilidad hiperbdlica.

(c) Sea f= fla : A — A. Siendo A un espacio métrico compacto y f continua
en A, el Teorema 1.7.1 asegura que existen medidas de probabilidad p soportadas
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en A invariantes y ergddicas para f Es inmediato chequear que p, como medida de
probabilidad en M, es invariante y ergédica para f. Por la parte b) toda tal medida
es hiperbdlica. [l

Observacion 3.11.5. Medidas hiperbdlicas ergddicas: Si una medida es ergédi-
ca, entonces los exponentes de Lyapunov son constantes p-c.t.p. (pues son funciones
medibles invariantes c.t.p.). Por el mismo motivo, las dimensiones de los subespacios
del splitting en la definicion de Lyapunov regularidad son constantes p-c.t.p. Por lo
tanto, para las medidas hiperbdlicas ergddicas, la definicién del conjunto no uniforme-
mente hiperbédlico A, tal que u(A) = 1, adquiere las particularidades siguientes:

(i) En las desigualdades (3.13) y (3.14), las tasas de contraccién y dilatacién 0 < A <
1 < o son constantes independientes de z € A (mientras que en general el coeficiente
C(z) > 0 varfa con z).

(ii) Las dimensiones de los subespacios estable S, e inestable U,, son constantes,
independientes de = € A.

3.12. Variedades estable e inestable en la region de
Pesin

En esta seccién, M es una variedad compacta y riemanniana y f € Diff' (M),
es decir f es difeomorfismo C' mas Holder. Recordamos que esto significa que f €
Diff 1(M ) y tanto df, como df, ! son funciones Holder-continuas del punto z € M,
i.e. existen constantes a;, K > 0 tales que

ldfe = dfy| < K [dist(x, y)]*,

y analogamente para df, '

El siguiente teorema, generaliza al caso no uniformemente hiperbdlico, el Teorema
3.6.1 de existencia de variedades invariantes para conjuntos uniformemente hiperbdli-
cos (en particular para difeomorfismos de Anosov). Sin embargo, la validez de la
siguiente generalizacion, asi como la de los resultados que fundamentan la Teoria de
Pesin, est4 restringida a difeomorfismos de clase C't<.

Teorema 3.12.1. Variedades Estable e Inestable locales (Pesin)
Sea f : M — M un difeomorfismo C' mds Hélder en una variedad riemanniana
compacta M tal que la region de Pesin P(f) es no vacta. Para x € P(f) denotamos
Sy y Uy los subespacios estable e inestable, respectivamente, correspondientes a los
exponentes de Lyapunov negativos y positivos de x € A. (Notar que S, ®U, = T, M).
Entonces, para todo x € P(f) existen subvariedades locales W (x) y W} (x), C*-
encajadas en M, a las que llamamos variedad estable e inestable local respectivamente,
tales que:
(a)

TWE () =S, ToWpo(x) =Us,.

(b)
FWige(@)) € Wi (f (), f(Wige() D Wig.(f (@)
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(c) Paratodo x € P(f) y para todo y € M se cumple:
ngrfoo dist(f"(x), f"(y)) =0 si ye W (x),

nl{r-‘,r-loo dist(f~"(x), f"(y)) =0 si ye Wpi.(z).

El teorema anterior y su demostracién se encuentran en Pesin [Pe 1976]. La de-
mostracién puede encontrarse también en [Ba-Pe 2001, Theorem 4.1.1, pag.81] o en
[Hi-Pu-Sh 1977].

Se observa, en el Teorema 3.12.1, que la hipétesis f de clase C' mas Holder es nece-
saria. En efecto, Pugh en [Pug 1984] construy6 un ejemplo f € Diff '(M) cuya deriva-
da df es continua pero no es Holder continua, con regién de Pesin no vacia, para el
que no vale el Teorema 3.12.1 de existencia de variedades invariantes.



Capitulo 4

Teoremas Ergddicos:
Descomposicion Ergdodica,
Subaditivo y Multiplicativo

4.1. Descomposicion Ergodica

El propésito de esta seccién es enunciar y demostrar el Teorema 4.1.2, de Descom-
posicién o Desintegracion Ergddica. El mismo extiende el resultado de existencia de
medidas ergddicas para transformaciones continuas en espacios métricos compactos, a
transformaciones medibles que preservan alguna medida de probabilidad. Ademas, el
Teorema de Descomposicién Ergddica muestra como se puede descomponer o desin-
tegrar una medida invariante p en funcién de las que son ergddicas (sus componentes
ergddicas).

Definicién 4.1.1. Descomposiciéon o Desintegracién Ergoédica
Sea (X, A) un espacio medible y T': X +— X una transformacién medible tal que
existe alguna medida de probabilidad p (definida en .A4) invariante por 7.
(i) Sea A € A. Decimos que p tiene descomposicion o desintegracion ergddica para el
conjunto A si para u-c.t.p. x € X existe una medida ergddica u, tal que:

(a) La funcién real definida p-c.t.p por  +— g, (A) es medible para p-c.t.p. x € X.
(Entonces estd en L'(1) pues estd acotada por 1)

(b)
n(A) = /EX (ko (A)) dpe.

(ii) Sea h € L' (). Decimos que u tiene descomposicion o desintegracion ergddica para
la funcién A si para p-c.t.p x € X existe una medida ergédica p, tal que h € L ()
y tal que:

(c) La funcién real definida p-c.t.p por = — fhd,um es medible para p-c.t.p.
€ X yestden L(u).

89
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/hdu:/ (/hdux) dy.
rzeX
Teorema 4.1.2. .

Descomposicién Ergdédica en espacios métricos compactos

Sea X un espacio métrico compacto provisto de la sigma-adlgebra de Borel. Sea T :
X — X una transformacion medible que preserva una medida de probabilidad .
Entonces, para todo A € A y para toda h € L'(u) existe descomposicion ergédica de
[

Mds ain, para p-c.t.p. x € X existe y es dnica una medida ergddica p, (llamada
componente ergédica de p a la que pertenece x) tal que

(d)

n—1
1
1, - 5j;E: x>

donde el limite es en la topologia débil estrella del espacio M de probabilidades.

Daremos la demostracién del Teorema 4.1.2 en espacios métricos compactos, mas
adelante en esta secciéon. La demostracién sigue los mismos argumentos de la que
se encuentra en [Man 1983a, Cap.II §] (ver también [Man 1987]). Una generalizacién
para transformaciones medibles que preservan una medida de probabilidad en espacios
de medida no necesariamente métricos compactos, se encuentra en en [Ke 1998, Theo-
rem 2.3.3]. Ahora veamos alguna consecuencias del Teorema 4.1.2 de Descomposicién
Ergédica:

Corolario 4.1.3. Sea X un espacio métrico compacto y sea T : X — X medible
tal que existe alguna medida de probabilidad p invariante por T. Entonces existen
medidas invariantes ergodicas para T'.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Teorema 4.1.2 ya que este establece
que toda medida invariante p tiene componentes ergddicas. O

Recordamos la Definicion 2.1.11: Un conjunto medible A C X se dice que tiene
probabilidad total si pu(A) = 1 para toda medida de probabilidad p en X que sea
invariante por T' (bajo la hipdtesis que existen medidas de probabilidad invariantes
por 7).

Corolario 4.1.4. Sea X un espacio métrico compacto, y seaT : X — X continua que
preserva alguna medida de probabilidad. Entonces un conjunto medible A C X tiene
probabilidad total si y solo si v(A) = 1 para toda medida de probabilidad v ergddica
para T'.

Demostracion. Usando el Teorema 4.1.2, y la definicién 4.1.1, para cualquier conjunto
medible A, y cualquiera sea la medida invariante u, obtenemos la siguiente igualdad
para el complemento A¢ de A:

p(AS) = / (/xAc d,“*ac) du,
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donde p, es una medida ergddica, que depende del punto = y estd definida para
p-ct.p. z € X. Como xac > 0 entonces la funcién z — [ xac dus = pz(A°) es no
negativa. Las medidas u, son ergddicas segiin enuncia el Teorema 4.1.2 y la Definicion
4.1.1. Concluimos que u(A°¢) = 0 para toda medida invariante p, si y solo si v(A°) =0
para toda medida ergddica v. O

4.1.5. .

Reduccién de probabilidad total a probabilidad total ergédica

Sea (X, A) un espacio medible cualquiera y sea T : X +— X medible tal que es no
vacio el conjunto My de probabilidades T-invariantes y tal que, por hipdtesis, existe
descomposicién ergddica en (X, .A) de cualquier medida p € My paratodo A € Ay
toda h € L'(u), c.f. Definicién 4.1.1.

Entonces, argumentando de la misma forma que en el Corolario 4.1.4, tenemos la
siguiente propiedad:

Un conjunto A € A tiene probabilidad total si y solo si v(A) = 1 para toda medida
ergddica v en (X, A). En otras palabras, para demostrar que u(4) =1 V p e M,
no es restrictivo asumir que p es ergddica, y por lo tanto que se cumplen para p todas
las propiedades que caracterizan la ergodicidad.

En el caso particular en que X es compacto, si A es la sigma-dlgebra de Borel,
entonces, para cualquier T : X +— X medible que tenga medidas invariantes, la
propiedad de descomposicion ergddica se cumple en virtud del Teorema 4.1.2.

Ahora pasaremos a la demostracion del Teorema 4.1.2 de Descomposicién Ergddica
en espacios métricos compactos.

4.1.6. Demostracién del Teorema 4.1.2.

Dividiremos la prueba en 4 pasos:

Paso 1 de la Prueba del Teorema 4.1.2:
Construccién de las medidas p, de desintegracion
Probaremos el siguiente:

Lema 4.1.7. Eziste un conjunto X9 C X de probabilidad total, tal que para todo x €
Yo, existe una medida de probabilidad j1;(no necesariamente invariante ni ergédica)
que satisface las siguientes afirmaciones (4.1), (4.2) y (4.3), para toda medida ji-
invariante y para toda funcion continua h : X — R:

n

—1
/hd,ux =h(z) = lim 1 Z h(T9(z)) para pu—c.t.p. z € %o (4.1)
7=0

n—-—+o0o N

x — /hduz es medible para p — c.t.p. z € ¥g y estd en L*(u) (4.2)

/hdu: / (/hduz) dy. (4.3)
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Demostracion. Observamos que si probamos (4.1), entonces las afirmaciones (4.2) y
(4.3) siguen del teorema ergédico de Birkhoff que dice que h es medible, estd en L' ()
y satisface [hdp = [ h dp. Entonces construyamos un conjunto Xy de probabilidad
total, tal que toda funcién continua h satisface (4.1) para cualquier medida invariante
Lb.

Sea {f;}i>1 una familia de funciones continuas densa en C°(X,[0,1]). En la seccién
1.2 probamos que la topologia débil estrella del espacio M, definida por la siguiente
métrica, le dota una estructura de espacio métrico compacto:

+o0
dist™ (u, v) ::; /fidﬂ—/fidv

Ademds probamos que las siguientes tres afirmaciones son equivalentes:

Vo, v e M. (4.4)

*

h’rf pn = pen M, es decir h'rf dist™ (ptn, ) =0 (4.5)
tin [ fidun = [ fod ¥iz1, (4.6)
Jim /fdun:/fdu v f e C°X,R). (4.7)

Por el teorema ergédico de Birkhoff aplicado a cada funcién f;, existe un conjunto ¥;
con probabilidad total (es decir u(3;) =1V p € Mr) tal que existe:

filz) = lim 1 i fi(Ti(z)) Ve, (4.8)
7=0

n—-—+o0o N 4

Luego para todo punto z en el conjunto

20 = ﬂEl

i>1

existe ﬁ(:z:) para todo ¢ > 1. El conjunto Xy tiene probabilidad total porque es
interseccién numerable de conjuntos con probabilidad total.

Para cada = € ¥y y para cada n > 1 definamos la siguiente medida de probabilidad
(en general no es invariante):

n—1
1
Ha,n = " ZO 6Tj(w)7 (4.9)
J:

donde d7;(,) es la delta de Dirac soportada en el punto T (x). Por construccién, para
cada x € ¥ fijo, tenemos

n—1
lfm / fidping = lm % > (T (@) = filz) Vi>1. (4.10)
j=0

n—-+4oo
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Como el espacio M es secuencialmente compacto con la topologia débil estrella, existe
(para cada eleccién fija del punto x € ¥y) una subsucesién convergente de { iy o frn>1-
Es decir, existe n, — 400 y una medida de probabilidad u, tales que:

po =, Um0 jin,, (4.11)

Reuniendo las afirmaciones (4.5), (4.6), (4.10) y (4.11) deducimos:
/fi dig = fi(z) Yoz ey, Vi>1. (4.12)

Como limy, fin, » = pz, por la igualdad (4.7) deducimos, para toda funcién continua
f: X—R:

nh—l

, o o
[ =t [ =t X 1) = )

para u —c.t.p. x € Xy

Concluimos que las afirmaciones (4.1), (4.2) y (4.3) se satisfacen para toda funcién
h = f continua, para toda medida T-invariante p, terminando la demostracién del
Lema 4.1.7. O

Antes de demostrar que p, es invariante y ergddica, probaremos que las afirmaciones
(4.2) y (4.3) valen también para toda h € L'(u), para cualquier p € Myp. Ademds
probaremos que la afirmacién (4.1) vale también para toda h medible y acotada.

Paso 2 de la Prueba del Teorema 4.1.2:

Demostracién de (4.1), (4.2) y (4.3) para h medible acotada.

Para probar (4.1) para h medible acotada, basta demostrar (4.1) para las funciones
h medibles acotadas no negativas. En efecto, usando la linealidad de las integrales y
del operador h — h, (4.1) se extiende a toda funcién compleja h : X +— C medible y
acotada.

Lema 4.1.8. Para cada funcion medible h no negativa y acotada, existe un conjunto
¥ C Yo de probabilidad total tal que:

n—1

~ 1 .
/hdux = h(x) = lim z;h(TJ(a:)) VxeX,.
J:

Mds an, fijada la medida T-invariante, entonces para toda h € L'(u) (aunque no
sea acotada), también valen las afirmaciones (4.2) y (4.3).

Demostracion. En el Paso 1, probamos la afirmacion (4.1) para funciones continuas.
Es decir, el Lema 4.1.8 ya esta demostrado cuando h es continua.

Vamos a demostrar (4.1) para toda h medible, no negativa y acotada, en el siguiente
orden: Primero para funciones caracteristicas yy de abiertos V', luego para funciones
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caracteristicas xy 4 de conjuntos medibles A cualesquiera. Después para funciones sim-
ples, y finalmente para funciones medibles no negativas acotadas h cualesquiera.

Sea V abierto. Sea {1, },>1 una sucesién de funciones continuas 1, : X — [0, 1] tales
que lim,, 4 o0 ¥ (y) = xv(y) para todo y € X. Tales funciones continuas existen por
el lema de Urysohn. Tenemos, para cada = € g:

‘/XVdum—%v(z) <

/|XV il dte + | /wn it = Pu(@)] + 9 () — T ()]

El primer sumando es menor que ¢ > 0 para todo n suficientemente grande, por el
teorema de convergencia dominada y porque lim ), (y) = xv(y) para todo y € X. El
sumando del medio es cero para u-c.t.p. x € Xy porque ya probamos en el paso 1 que
cuando una funcién ¢ es continua entonces [ du, = 1 (x) para p-c.t.p. z € Xg, c.f.
igualdad (4.1). Entonces tenemos para todo n suficientemente grande:

’/de#m —iv(l’)’ <

€+ [Un(z) — Xv(z)| para p—c.t.p. z € S (4.13)

Ahora veamos el tercer sumando, integrandolo con respecto a la medida T-invariante
1, aplicando la propiedad triangular del valor absoluto, y el teorema de Birkhoff:

[ 1) =T @au < [ 1w =l dn= [ lon = xvldi =0

El limite al final es debido al teorema de convergencia dominada y a que lim,, ¢, (z) =
Xxv (x) para todo punto x. Por lo tanto 1[” converge en L'(11) a Xy . Luego, existe una
subsucesién de {{/)Vn} que converge p-c.t.p. Yv. Entonces, eligiendo un n suficiente-
mente grande de esa subsucesién, obtenemos

ln(z) — Xy (2)| <€ para p—c.t.p. z € 5. (4.14)
Reuniendo las desigualdades (4.13) y (4.14), deducimos
} /XV dp, — Xv ()| <2 para p—ct.p. x € %p.

Como € > 0 es arbitrario y el término de la izquierda no depende de € obtenemos

/XV due = Xv(z)  para p—c.t.p. x € Xo.

Por lo tanto el conjunto Xy de puntos & € ¥ que satisface la igualdad anterior, para
cada abierto fijo V', tiene probabilidad total. Hemos probado el Lema 4.1.8 cuando
h = xv vy V es abierto.
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Ahora probemos el Lema cuando h = x4 y A es cualquier boreliano. Fijada una
medida p, existe una sucesién decreciente de abiertos V,, tales que V,, D Ay u(V,, \
A) —,, 0y una sucesién creciente de compactos K, tales que K,, C Ay p(A\K,) —
0. Luego N(Vn \ Kn) = u(Va \A) + N(A \ Kn) -

/(‘/XAduz—%A(:v)D dﬂg/‘/XA_XVnsz dpt
/(I/an dum—%vnl) du+/|>?vn(w)—>z,4(x)|du. (4.15)

El primer sumando de (4.15):

/‘/ XV, — XA dfig du</(/><vn\xnduz)du:

/fvn\Kn dp = /Xvn\Kn dp = (Vo \ Kn) < e

En las primera igualdad de arriba usamos que V,, \ K,, es abierto. Entonces, por
lo probado antes para los abiertos, tenemos fXVn\Kn dpz = Xv,\k, para pi-c.t.p.
x € ¥o. En la segunda igualdad usamos el teorema de Birkhoff. Por el mismo motivo,
el segundo sumando de (4.15) es cero, pues V;, es abierto. Queda:

/’/XAd“”” _%A(I)’dﬂﬁ €+/|?Vn($)—%A(I)|du- (4.16)

Ademas, usando el teorema ergddico de Birkhoff, y la propiedad V;, D A, tenemos
[ v, = Raldn = [, = ) doe =

/<an —xa) du= /<an )i = (Vo \ A) < ¢

Sustituyendo en la desigualdad (4.16) resulta:

/‘/XAdux—iA(x)‘dﬂ<2€-

Lo anterior vale para todo € > 0 y el término de la izquierda no depende de €. Entonces
concluimos que

XA diz =Xa(x) para p—ct.p. z € Xy.

Por lo tanto para el boreliano A fijo, el conjunto ¥4 de puntos x € ¥y que verifica la
igualdad de arriba, tiene probabilidad total. Hemos probado el Lema 4.1.8 cuando la
funciéon h = x4 para cualquier boreliano A. B

Por linealidad de la integral y del operador h — h, deducimos que el Lema 4.1.8 vale
también para cualquier funcién simple.
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Ahora vamos a probarlo para cualquier funcién h medible, acotada y no negativa.
Sea una medida T-invariante u. Sea s, una sucesién mondétona creciente de funciones
simples no negativas tales que s, < h y que converge pu-c.t.p. a h. Tenemos:

/\/hdux—%(@]dus/\/(h—sn)dux
—I—/‘/sndum— Sn( du+/|sn — h(x)|dp. (4.17)

Analicemos el primer sumando [ ( [(h—sy) djz) dpr. Tenemos 0 < h(y)—sn(y) < h(y)
para todo y € X. Fijemos € > 0:

dup+

0< [(h= su)dha < €palA) 4 bysa(4) < e+ hina (),

donde
A:={ye X :h(y) — snly) > €}, k:=suph(y).

yeX
[ ol | (fomoa)on

[+ tuyau < e [ [oondus) du=

Luego:

e—l—k/)?A(a:)du:e—l—k/XAdu:e—l—ku(A). (4.18)

En las tres ultimas igualdades hemos usado la afirmacién (4.1), ya probada para todo
conjunto medible A, y luego el teorema ergédico de Birkhoff. Como lim,,— oo 85, (2) =
h(z) para p-c.t.p. © € X, tenemos que u(A) < e para todo n suficientemente grande.
En efecto, por convergencia dominada, 0 < [(h — s,) dp < €% para todo n sufi-
cientemente grande. Si fuera p(A) > ¢, entonces, como para todo y € A se cumple
h(y) — sn(y) > €, tendriamos [(h — s,) dp > € - p(A) > €

Juntando con la ecuacién (4.18), obtenemos:

f1 -

Por lo tanto hemos acotado el primer sumando de la igualdad (4.17). El segundo
sumando es cero porque ya probamos para las funciones simples s, que f Sp Aty =
Sp(x) para p-c.t.p. x € Xo. Entonces tenemos para todo n suficientemente grande:

/‘/hdum—h‘du< 1+/€6+/|8n — h(z)| du (4.20)

Ahora acotemos el ultimo sumando, aplicando la propiedad triangular del valor ab-
soluto, y el teorema de Birkhoff:

[ @) =T@ldn < [lsa =" dn= [lsn—blau—n0. @20

dp < (1+ k)e. (4.19)
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El limite al final es debido al teorema de convergencia dominada ya que, por con-
struccién de la sucesién de funciones simples tenemos lim,, s,,(2) = h(x) para u casi
todo punto z. Reuniendo las desigualdades (4.20) y (4.21), deducimos

/‘/hduz—ﬁ(x) i < (1+ k) + e

Como € > 0 es arbitrario y el término de la izquierda no depende de € obtenemos
/hd,ux = h(z) para p—c.t.p. z € 5.

Como la medida p es cualquiera, para cada h fija (medible y acotada) el conjunto 2,
de puntos = € ¥ que satisface la igualdad anterior tiene probabilidad total. Hemos
probado el Lema 4.1.8 para todas las funciones medibles acotadas no negativas.
Finalmente probemos la tltima afirmacién del Lema 4.1.8, es decir, para una medida
T-invariante fija 1 probemos (4.2) y (4.3) para toda h € L'(u).

Por la linealidad de las integrales basta probar (4.2) y (4.3) para h € L'(u) no
negativa. Consideremos la sucesién monétona creciente de funciones acotadas hy, (z) =
méx{ f(z),n}. Tenemos lim,, h,,(x) = h(x) para todo z € X. Luego, por convergencia
mondtona

[ hydpe = / h dy,

n—-+4oo

Ya sabemos que [ hy, dp, = hn(z) (lo probamos para toda funcién medible acotada),

y la funcién h,, por el Teorema de Birkhoff es medible y estd en L!(u). Entonces la
aplicacién x — [ hdu, es medible (porque es el limite de una sucesién de funciones
medibles. Ademds como h,, es no negativa y es una sucesién creciente con n, entonces
hy du,, para cada z fijo, es no negativa y es creciente con n. Luego, por el teorema
de convergencia mondtona:

/(/hd”””)d“:ngrfoo (/h"dum)duz

= lim [ hpdu= lim hndu:/hdu.

n—-+o0o n—-+o0o

En la penultima igualdad usamos el teorema de Birkhoff. En la ultima igualdad us-
amos nuevamente el teorema de convergencia monétona. Concluimos que:

/(/hdux)du:/hdu.

Como h € L*(u), entonces h € L'(u,) para p-c.t.p. z y ademas la aplicacién x +—
J hdp, (que ya probamos que es medible) estd en L' (p). O

Paso 3 de la Prueba del Teorema 4.1.2:

Demostracion de que u, es T-invariante.

Sea ¥ el conjunto de probabilidad total construido en el Paso 1. Hacemos notar que
no necesariamente p, es T-invariante para todo punto x € ¥y. El enunciado preciso
de la T-invariancia de pu, es el siguiente:
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Lema 4.1.9. Existe un conjunto 31 C X con probabilidad total tal que p, es T-
ivariante para cada punto x € Xj.

Demostracion. Consideremos el conjunto numerable {f;};>1 de funciones continuas
denso en C°(X [0, 1]) como en la demostracién del Lema 4.1.7. Tenemos en la igualdad
(4.12):

) — Filr) — J
/fldum fi(zx nETngfz (T9( Yz e X.

Ademsds por el Lema 4.1.8, para la funcién medible, no negativa y acotada f; o7 existe
un conjunto X} C Xy, con probabilidad total tal que

/fionum:m( = lim ZflTJ Vaex!

n—-+4+oo N

—_~—

Como ademds f; o T(z) = fi(z) para todo z € ¥, N o = X, deducimos que:

/fi o Tdpy = /fi du, Ve (4.22)
Recordamos el operador T* : M +— M definido por
(T*v)(B) = v(T~*(B)) V B€B.

De la definicién de invariancia de una medida, deducimos que v es T-invariante si
y solo si T*v = v. Ademds, para toda funcién medible acotada h : X — R (en
particular para h = f;), y para cualquier medida de probabilidad v (no necesariamente

T invariante):
/hOTdV = /hd(T*l/)

En efecto, de la definicion del operador T la igualdad de arriba se prueba inmediata-
mente para las funciones caracteristicas de los borelianos B. Por la linealidad de la
integral, es cierta también para las funciones simples, y por convergencia monétona,
vale también para las funciones medibles no negativas. Luego por linealidad, es cierta
también para toda h medible acotada (descomponiendo esta en su partes positiva y
negativa).

Concluimos que la igualdad (4.22) puede escribirse como:

/fid(T*Mm) Z/fiduw VxeX

+oo
o= () 50
1=1

Definimos:
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Como cada X} tiene probabilidad total, y son una cantidad numerable, entonces ¥4
tiene probabilidad total. Luego, dejando fija la eleccién de un punto x € ¥, se cumple:

/fid(T*ux):/fiduz Vi>1.

Recordando la definicién de la distancia débil estrella dist* en el espacio de probabil-
idades, segun la igualdad (4.4), deducimos

dist* (T pzy pte) =0 V€ X,
Luego Ty = s, es decir p, es T-invariante. O

Paso 4 de la Prueba del Teorema 4.1.2:

Prueba de que p, es ergddica.

Sea X1 el conjunto de probabilidad total que existe por el Lema 4.1.9. Probaremos el
siguiente:

Lema 4.1.10. Existe un conjunto o C X con probabilidad total tal que p, es
ergodica para T para cada punto x € .

Demostracion. Primero probaremos la siguiente afirmacion:

Afirmacién (A): Si para un punto x € ¥ (elegido fijo) se cumple
/ (Fily) = fil@)P due =0 Vi=1, (4.23)
yeX

entonces iy, es ergodica.

En efecto, si se cumple la igualdad de arriba, entonces ﬁ(y) = ﬁ(:z:) para fiz-c.t.p.
y € X, para cada i > 1. Luego f;(y) es constante p,-c.t.p. Entonces, como p, es
invariante, por el teorema de Birkhoff, tenemos

ﬁ(y) = /ﬁd,um = /fl du, para p, —c.t.p. y € X. (4.24)

Si demostramos que para cualquier conjunto medible A se cumple
Xaly) = /XA dpy para iz —c.t.p. y € X, (4.25)

entonces en el caso particular que T~ 1(A) = A, tendremos

Xa(y) = My, oo(1/n) 770 xa(y) = xa(y) € {0,1} para todo y € X (porque
xa 0T = xr-ica) = xa). Luego, [ xadu, € {0,1}, lo cual implica . (A) € {0,1} y
Lz es ergodica.

Demostremos (4.25): por hipdtesis, se cumple para f; en lugar de y 4, cualquiera sea
i > 1, c.f. Igualdad (4.24). Veamos que se cumple para cualquier funcién continua f.
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Basta probarlo para funciones continuas f € C°(X,[0,1]). Como {f;}i>1 es denso en
C%(X,[0,1]) dado € > 0 existe f; tal que

Ilf = fillco = Ilfleégﬂf(x) - fi(z)| <e

Entonces
Fo) - [ fdu| < 1F0) - Rl + |Fw) - [ fidua| +
+‘/fidﬂm_ fd/llfz <|f fz /|f1 |d,u,1§26
para fi; —c.t.p. y € X (donde fily = [ fidpug). Concluimos que fly )= [ fdus| < 2e

para todo € > 0. Luego f( ) = ffduw para p, — c.t.p. y € X. Hemos probado la
igualdad (4.25) para f continua en lugar de x 4. Ahora probemos la igualdad (4.25)
para x4 con A medible cualquiera. Recordemos que la medida p, estd fija, pues el
punto x € ¥ esta fijo por ahora. Sean una sucesion de compactos K,, y una de abiertos
V,, tales que K,, C A C V,, con lim,, . (V,, \ A) = 0 y lim,, (A \ K,,) = 0. Tales
abiertos y compactos existen por la regularidad de cualquier medida de probabilidad
en la sigma-dlgebra de Borel. Sea ¢, € C°(X,[0,1]) tal que ¢y|x, =1y ¥n|ve = 0.
Tal funcién continua existe por el Lema de Urysohn. Tenemos

< Xa(y) — n(y)|+

Taly) - / xa () dits

_/wndﬂm +'/"/’ndﬂw_/XAd,Ufz <

< [Raly) — Dulw)] + / W — xal i, (4.26)

para p-c.t.p. y € X (donde wn — [y, duy). Probemos que el primer sumando

[Xa(y)— z/;n( )| en la desigualdad (4. 26) es menor que € para i-c.t.p. y € X. En efecto,
observamos que g, < xa < xv, porque K,, C A C V,,. Ademés xx, < ¥n < xv,
porque ¥, |k, =1, wn|€,n =0y 0<1,(y) <1 para todo y. Entonces deducimos que

Ixa(y) = ¥u(y)] < xv,.(y) — xx, () VyeX.

Luego |xa — x| T < (xv, — XK”)~ . Por la propiedad triangular de la norma y por el
teorema de Birkhoff:

/|XA d)n |d,um /|XA - d)n d,Ufz > /(XVn - XKn)~ duz =

= /(XVn - XKn)dlufm = Mm(vn \ Kn) = Nw(Vn\A) +ﬂw(A\Kn) -
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Hemos probado v, converge a X 4 en la norma L!(j,). Luego, existe una subsucesién

de ¥, (y) que converge a X 4(y) para py-c.t.p. y € X. Entonces, eligiendo un n sufi-
cientemente grande de esa subsucesion, tenemos que

IXa(y) —¥n(y)| <€ para p, —ctp. yeX.

Sustituyendo en la desigualdad (4.26):

Xa(y) —/XA(y) dpiy:

<e+ / |wn - XA' d/lufma (427)

Acotemos ahora el término a la derecha de (4.27).

/wn — xaldpe < /|XVn = XK, dite = pz(Vo \ Kn) —n 0.

Luego es [ |1, — xa|dus < €sin es suficientemente grande. Sustituyendo en (4.27):

Xa(y) — /XA(?J) dpty

< 2e, para jiz —ct.p.y € X. (4.28)

para todo € > 0. Como el término a la izquierda es independiente de €, deducimos
que:
Xa(y) = /XA dps para iy —c.t.p. y € X,

probando la igualdad (4.25) como querfamos demostrar.

Hemos demostrado la Afirmacién (A) del principio:
Para cada z € ¥, fijo, la medida p, (que ya sabemos que es invariante), es ergddica
si para todo i > 1 se cumple la igualdad (4.23).

Entonces, ahora solo falta probar que existe un conjunto 3o C ¥; con probabilidad
total, tal que para todo x € X5 se cumple la igualdad (4.23) para todo ¢ > 1. Fijemos
x € 31 e i > 1. Calculemos la siguiente integral:

I(z) = / () = Fw)? e

Ii(z) = / (R dne ~2F(x) / ) e+ (la)?

Observamos que I(x) > 0. Queremos probar que I;(x) = 0 para un conjunto ¥”; C ¥
de puntos x que tiene probabilidad total. Integramos I;(x) respecto de una medida u
cualquiera T-invariante:

0< /Ii(x)duz

- / (/(E)Qd“w) dp = 2/ﬁ($)(/ﬁdﬂw) dﬂ+/(ﬁ(w))2 dp (4.29)
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Sabemos que (i, es invariante con 7. Entonces [ fiduy = J fi dpp. Recordemos la
igualdad (4.12): f fidu, = fi(x) para todo x € X, en particular para todo 2 € X1 C
Yo. Sustituyendo en (4.29):

0< /Ii(x)duz

:/(/(ﬁﬂ dum) du—2/(fi(gg))2 dM-f-/(ﬁ-(:v))? . (4.30)

Por el lema 4.1.8, para toda h medible y acotada, en particular para h = (ﬁ-)z, vale la
igualdad (4.3). Es decir: [ (fhd,um) dp = [ hdu. Entonces sustituyendo en (4.30),
queda:

[ = [(E@ydu-2 [G@Pdu+ [G@)?d=o. @y

Como [;(z) > 0 para todo x, concluimos que I;(z) = 0 para p-c.t.p. € 3;. Es decir,
se cumple la igualdad (4.23), para cada ¢ > 1 fijo, para un conjunto X C %; de
puntos = que tiene probabilidad total. Entonces construimos

—+oo
S =)=,
i=1
que tiene probabilidad total, pues es interseccién numerable de conjuntos con proba-
bilidad total. Concluimos que para cada punto x € Yo se cumple la igualdad (4.23)
para todo ¢ > 1. Luego, por la afirmaciéon probada al principio u, es ergédica para
todo x € X3, como queriamos probar, terminando de demostrar el Teorema 4.1.2. [

4.2. Teorema Ergédico Subaditivo de Kingmann

En esta seccién solo asumimos que T : X +— X es medible en un espacio medible
X. Se recuerda la Definicion 2.2.2 de sucesién subaditiva de funciones medibles reales

{fn}n215
fner an"’meTn Vm,nz 1.

Ejercicio 4.2.1. Sea {f,},>1 una sucesién subaditiva de funciones medibles reales.
Sea a(x) := limsup fn(2) fn(2)
n—-4oo n n

(a) Probar que a(z) < a(T(x)), b(x) < b(T(z)) para todo = € X. Sugerencia:
(a1 (2))/n < a1(2) /1 + an(T(2))/n.
(b) Probar que para toda medida invariante

b(z) =b(T(2)) a(z) =a(T(x)) p—ctp. z€X.

€ [—00,4+00) y b(x) := liminf € [—00,+00).

— 400

Sugerencia: Dada una constante A € [—o0, +00), considerar el conjunto B(\) = {z €
X : b(x) > A}. Chequear B(\) C T~1(B(\)). Como p es invariante por T', deducir
que (T~'B(A) \ B(A)) = 0.
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El Teorema Ergddico de Bikhoff-Khinchin es un caso particular del siguiente teorema:

Teorema 4.2.2. Teorema Ergédico Subaditivo (Kingmann)
Sea (X, A) un espacio medible. Sea T : X — X medible que preserva una medida
de probabilidad . Sea {fn}n>1 una sucesion subaditiva de funciones reales medibles

tales que fif € LY(u), donde fi" := méax{0, f1}. Entonces eriste el siguiente limite
p-c.t.p.
flz) = lim In(@) € [-o0,+00) p—c.tp. zeX.

n—-+4oo n

Ademds f+ = méx{0, fN} € LY(u) y se satisface la siguiente igualdad:

= o1 el
/fdu = ngrfw - /fn dp = 711r§f1 - /fndu € [—o0, +00). (4.32)
A continuaciéon daremos la prueba del Teorema Ergddico Subaditivo 4.2.2, usando
el Teorema Ergddico 2.1.2 de Birkhoff-Khinchin. La demostracién de Kingmann se
encuentra en [Kin 1973]. Otra demostracién, que no usa el Teorema Ergédico de
Birkhoff-Khinchin, y por lo tanto puede sustituir la demostracién de este tultimo teo-
rema, se encuentra en [Boc 2012].

Observacién: Separando f,, en parte positiva f,7 := max{0, f,} y negativa f, =
—min{0, f,}, resulta f* = fF — f~. Es facil ver que {f,} es subaditiva, luego
0< [fF <n[fl < +4oco. Entonces f,/ € L'(u) para todo n > 1. Sin embargo
[, puede no ser integrable. Por lo tanto [ f,/ndu € [—o00,+00) para todo n > 0, y

el valor de f(x), asi como las igualdades (4.32) de la tesis en el Teorema 4.2.2, pueden
ser —oo.

Demostracion del Teorema 4.2.2:
Paso 1. Primero veremos que el conjunto A de los puntos x donde existe (en

[—00,4+00) f(x) = lmy,— oo (fr(x))/n, es medible.
Demostracion. Las funciones

a(x) := limsup f,,(z)/n € [—o00, +00),

n—-+4oo

b(x) := liminf f,(x)/n € [—o00, +00),

n—-+4oo

son medibles por ser limite superior e inferior respectivamente, de una sucesiéon de
funciones medibles. Luego, si dos funciones a y b : X — [—00,400) son medibles, el
conjunto de puntos x € X tales que a(x) = b(z) es medible: Es la unién del conjunto
{a(z) > —o0,b(x) > —o0, (a — b)(x) = 0} con el conjunto {a(r) = —occ} N {b(z) =
—o0}. O

Para demostrar el Teorema 4.2.2 hay que probar que A tiene probabilidad total y
que ademds se cumplen las igualdades (4.32) con las integrales para cualquier medida
invariante p.
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Paso 2. Veamos que para p-casi todo punto x € X, las funciones (f," (x)/n) tienen
parte positiva en L'(11) y acotemos superiormente sus integrales.

Demostracion. Usando la subaditividad de {f,}, es facil ver que {f,7} también es
subaditiva. Luego, tenemos

n—1
W@ 520 LS i) e p'.
§=0

Entonces para todo n > 1 estdn definidas las integrales (extendidas) [ f,/ndu €
[—00,400). Ademds se cumple:

fa fa +
Wduﬁ Wduﬁ Jidp Vn>1

O

Paso 3. Ahora probaremos la igualdad de la derecha en (4.32) para toda medida p
que sea invariante por 7.

Demostracion. Denotemos, para todo n > 1:
I, = /fn du € [—o0,400), I:=inf{l,/n: n>1} € [—o0,+0).

Probaremos que
I'= lm I,/n.

n—-+o0o
Es inmediato chequear que I, 4., < I, + I, para todos n,m > 1 (porque p es una
medida T-invariante, y entonces f fnoT™du = f fn dw). Entonces, si I,,, = —oo para
un primer natural ng > 1, deducimos que la sucesién {I,, },>1 es finalmente constante
igual a —oo para todo n > ng. En este caso trivialmente se verifica lim,, I, = inf I,, =
—00. Ahora supongamos que I,, € R para todo n > 1. Dados n,m > 1, hacemos la
division entera n = gm +r, 0 < r < m — 1. De la subaditividad de la sucesiéon de
nimeros I,, (denotando Iy = 0), obtenemos:

Iy =Ipmer <qlpy +1I, Vn=mg+r>1 m>1,¢>0, 0<r<m-—1

Luego, dividiendo entre n > 1:

1

In qm I, I,
n

< . .
Tgm—+r o om qgm +r

Dejando fijo m, si se toma gm + r = n — 400, como 7 estd acotado por m, resulta

q — +o00. Siendo |I.| < mixo<;<m—1 |Ij|, queda:

1, I,
[—00,4+00) D limsup — < — VYV m > 1.
m

n—+oo N
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Luego

I, I, . oI
limsup — < inf — < liminf — € [—o0, +0),
n—4oo N m>1 m n—-+4oo 1N
de donde se deduce que existe lim,, .+ oo I, /0 € [—00, +00) y esigual a I = inf,>1 I, /n.
Hemos probado la igualdad de la derecha en (4.32). O

Para demostrar el Teorema 4.2.2, ahora resta probar que para cualquier medida de
probabilidad p invariante por T, para p-c.t.p. x € X existe f(x) := a(z) = b(z), que
fT e LYw) yque [ fdu=1I para toda medida invariante .

Afirmacion a demostrar: Bajo la hipdtesis adicional de que existe una constante
—K <0 tal que
P@ S kvns1 veex, (4.33)
n
se cumplen, para toda medida invariante p, las siguientes desigualdades:

/ alz)dy <1 < / b(z) du, (4.34)

donde a(z) := limsup,, fn(x)/n, b(x) :=liminf f,(x)/n.
Mas adelante probaremos esta afirmacion.

Paso 4. Ahora probaremos que alcanza demostrar la afirmacién anterior, es decir, las
desigualdades (4.34) bajo la hipétesis adicional (4.33), para terminar la demostracién
del Teorema 4.2.2 en general (sin la hipétesis adicional).

Demostracion. Discutimos dos casos: o bien existe una constante —K < 0 tal que
fn(z)/n > —K para todon > 1y todo z € X, o bien no existe tal —K.

En el primer caso, —K < b(z) < a(z) porque a es el limite superior y b el inferior de
fn/n > —K, y ninguno de ellos es —co. Ademds I = inf [(f,/n)dp > —K (también
como consecuencia de que f,/n > —K). Debido a (4.34): [adu < I < [bdu, donde
1 es una medida de probabilidad, I es un nimero real y por lo tanto b(z) < a(x) son
reales pi-c.t.p. © € X. Restando [bdu queda [(a —b)dp < 0. Como la integral de la
funcién real a — b > 0 solo puede dar < 0 (en realidad = 0) si a(z) = b(x) p-c.t.p.,
deducimos que ambas funciones a y b coinciden p-c.t.p. y que las desigualdades (4.34)
son en realidad igualdades. Por lo tanto existe lim f,/n = f y su integral es igual
a I. Esto termina, una vez probadas las desigualdades (4.34 ), la demostracion del
Teorema 4.2.2 en el primer caso en que rige la hipdtesis adicional (4.33).

En el segundo caso, cuando no vale la hipétesis adicional (4.33), fijamos una constante
entera —K < 0 cualquiera (que luego haremos tender a —co) y construimos la sucesién
auxiliar de funciones

gn(2) = méx{ f,(x), —nK}. (4.35)
Es inmediato chequear que g, es subaditiva. Entonces, {g,} estd en el primer caso.
Una vez demostradas las desigualdades (4.34), sabremos que existe

lim g—n(x) =g(x) p—c.t.p.

n—+oo N
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/’gduzlfm/g—"du:inf/g—"du.
n n n n

Entonces, para p-c.t.p. x € X, tenemos:

y ademés

méx{h’msupfn—(x), —K} = lim sup méx {fn—(x), —K} =
n n n n
= lim sup 9n(2) = g(z) = liminf 9n (@) =
n n n n

= lim inf méx {fn—(x), —K} = max { lim inf f"—(x), —K}
n n n n

para todo —K < 0 entero fijo. Haciendo —K — —oo en la igualdad anterior, el

término en el extremo de la izquierda tiende monétonamente a a(z) = limsup,, fn/n €

[—00,400), mientras que el término en el extremo de la derecha lo hace a b(x) =

liminf,, f,,/n € [—00, +00). Resulta la siguiente igualdad p-c.t.p:

Y fn(x) _ ; ~ s fn(x)
a(x) = hmnsup = _Kh_)m_oog(:v) = hmnlnf -

=b(z) VzelX.

Esto prueba que existe f(z) = a(z) = b(z) € [-00, +00) para p-c.t.p. z € X. Ademds

lim f”—(x):f(x): lim  g(z) (4.36)

n—+oo N —K—+o0

(recordar que {g,} depende de —K y por lo tanto g := lim,— o gn/n depende de
—K). Ahora probemos que [ fdu=1=inf S (fn/n) dp:

Por convergencia monétona (de las partes negativas, pues las partes positivas son
independientes de K; es decir f;7 = g), queda:

[ [ i {5 -

lim max {&, —K} dp.
n

—K——o0

Tomando el infimo en n > 1:
T—inf [fdu=mf 1m max{f—" —K} dp (4.37)
n>1 ] n n>1—K——00 n’

Afirmamos que

f  lim méx{%,—K} dp= lim inf /mzix{f—:,—K}du. (4.38)

n>1—-K——o0 —K——ocon>1
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En efecto, como para cada n fijo, la sucesion { f max{ %, —-K} du} es decreciente
KEN
con K, se tiene:
1fm mzix{f— K d,u</max ——K}du Vn>1, VK.
—K——o00 n

Tomando inf,>; en ambos lados, tenemos:

n>1—-K——oo

mf  lim max{ﬁ,—K}dug inf/max{f—",—K}du VK
n n>1 n
Ahora tomando limite cuando —K — —oo:

inf  lim méx{&,—K}dlu< lim mf/max — —K}d
n

n>1—-K——oo K——ocon>

Ahora probemos la desigualdad opuesta. Como

inf/méx{%,—K}duS/méx{%,—K}dlu Vn>1VK,

n>1
tomando limite cuando —K — —oo en ambos miembros, obtenemos

lim inf mzix{& —K}du< lim max{&,—K}du Vn>1,
K——oco n

—K——con>1

y tomando infimo en n > 1, resulta

fm fof max{ﬁ,—K}dugfnf l{m max{ﬁ,—K}du.
n > n

—K——ocon>1 n>1 —-K——oo

Hemos probado (4.38). Sustituyendo en (4.37), obtenemos:

I= lm fnf méx{%,—K}du:

—K——ocon>1

Ii f 2 dp = 1' gdp. 4.39
En la dltima igualdad usamos la propiedad de existencia p-c.t.p. de g = limg,/n,
porque {g,} cumple la hipéStesis adicional (4.33) y estd en el primer caso. Ademas,
por lo visto en el primer caso, para {g,} las desigualdades (4.34) son igualdades
(escribiendo I, := lim,, [ gn/ndp = inf,, [ g,/ndp, en lugar de I). Entonces

; In ~
f [ —=du= d
fnf | du / gdu,
lo que justifica la ultima igualdad en (4.39).

Ahora, en el dltimo término de (4.39), por convergencia monétona cuando — K — —o0
en las partes negativas de las funciones g que dependen de K (las partes positivas son
independientes de K'), deducimos:

= hm /gd,u / lim gdpu.
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Finalmente, en (4.36) probamos que lim_ g, . g = fv Concluimos

= / fdp.

Esto termina de demostrar el Teorema 4.2.2, una vez probada la afirmacién con las
desigualdades (4.34). O

Ahora solo falta demostrar las desigualdades (4.34) para toda medida invariante ,
y bajo la hipétesis adicional (4.33). Dividiremos la demostracién en varias partes, la
primera para demostrar la desigualdad de la izquierda en (4.34), y las restantes para
demostrar la desigualdad de la derecha.

Paso 5: Prueba de la primera desigualdad (4.34)

Demostracion. Recordamos que I = lim,,>1 [(fin/m) dp. Entonces, dado € > 0 fije-

mos m > 1 tal que
/f—md,u§1+e.
m

Para cada n > 1 escribimos n = mg+r, 0 <7 < m. Por la subaditividad de {f,}»,
en cada punto x € X (denotando fy = 0), se cumple:

& _ fqurT <

n mq—i—r_mq—i—r(

K . m rom
% = (qmq—i—r) (%;fmo(Tm)J) + (mq—(i]—r) (f mi q)' (4.40)

Para cada r fijo, f. € L'(u) pues f;F € L'(u) (esto fue demostrado en el paso 2), y
ademds f,~ : —min{f.,0} € L'(u) porque —(f")/r > —K (c.f. la hipétesis adicional
(4.33). Entonces, por el teorema ergédico de Bikhoff, tomando la transformacién T™

fm+fmon+...+fmoT<q*”m+fronq)

con m > 1 fijo, en vez de T, existe p-c.t.p. el siguiente limite f,(z) = fr(T™(x)):

fr(z) = lim Zf o T™ (x

q—+o0 q

fo(T™(z)) = lim Zf o T™ (x

q——+oo q

Como f.(T™(x)) = fr(z), resulta:

mq
lim fr(T™() — Ir(@) =0 pu—ctp. a
q——+oo q q
de donde T
lfm Fo(T () =0 p—ctp. z (4.41)

q—+o0 qm
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para cadam > 1y cada 1 <r < m — 1 fijos que se tomen.
Entonces, el iltimo sumando a la derecha en la desigualdad (4.40) tiende a cero cuando
q — +00, con m fijo. Mds precisamente:

iy 2 < (22) (5 o)+

+11'msup( ma )(fTOqu)g

g too \ Mg+ T mq
1 144
~ lim (— o (T 7)+

r o™
4+  méax hmsup( 1 )(f ° ),

1<r<m—1 g—400 \MQ+ 7 mq

donde el limite del sumando de la izquierda existe p-c.t.p. por el teorema ergédico
de Birkhoff, y es igual a f,,, mientras que el maximo de los limites superiores del
sumando de la derecha es cero debido a la igualdad (4.41). En definitiva, obtenemos:

lim sup _fn(x) < fm(2)
n—+oo n m

w—ctp,¥V m>1,

donde fm es el limite de los promedios de Birkhoff, y es una funcién en L!(). Inte-
grando respecto de u, aplicando el Teorema de Birkhoff (para la transformacién 7):

Ik fm dp = [ fm du, y recordando la construccién del natural fijo m, se obtiene

/hmsup—du</fm du < 1T +e.

n—-+toco N

Como la acotacién superior de la integral de la izquierda con I + €, vale para todo
€ > 0, deducimos
/hmsup f— dp <1,
n—-+0o0o

como queriamos demostrar. O

La segunda desigualdad (4.34):
Recordamos que I = inf,>1 [(fn/n)dp.
Hay que probar que I < [liminf, . (fn/n)dp, bajo la hipdtesis adicional f,/n >
—K paratodon > 1, donde K > 0 es una constante. Debido a esta hipdtesis tenemos
1>-K.
Denotamos:

b(z) = liminf fn—(x)

n—-+4oo n

Por lo visto en el ejercicio 4.2.1,

b(x) =b(T"(z)) YVn>1, p—ct.p.
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Paso 6. Construccién de conjunto y funciones auxiliares. Fijemos € > 0. Para
todo natural £ > 1 definimos el siguiente conjunto Ay y las siguientes funciones vy y

Pk
A ={zeX:3je{l,....k—1} tal que @ < b(x) + €},
_f b(x)+e six e Ay
V(@) = { méx{b(z) +e€, fi(x)} sixd& A
() = (fr — )" (2) = mdx{0, fi(z) — Y (@)}
Entonces
kEIJIrloo Xa,(x)=1 VaeX. (4.42)

y lmg oo w(Ag) = 1.
Demostracion. A1 D Ag; entonces:
XAt > XAy :u(Ak) < :u(AkJrl) Vk> 1,

donde x4 denota la funcién caracteristica de un conjunto A. Ademéds

U 4 = x,

k>1

debido a la definicién de limite inferior: para cada punto x € X, existen infinitos
valores de j > 1 tales que f;(x)/j < b(x) + e. O

Paso 7. Fijemos cualquier valor de k > 1, tal que pu(Ag) > 0. Afirmamos que

Para todo n > 1 y para p-casi todo punto x € X existe m = m(n,z) € N tal que:

méx{0,n — k} <m=m(n,x) <n-—1, y
n—1 k—1

Fal@) <37 0(T? (@) + ) on(T(T™ (x)). (4.43)
i=0 i=0

Demostracion. Probaremos esta afirmacién por induccién completa en n > 1. Si n =
1, para todo z € X se cumple

Fi(@) = (@) + fi(@) — vu(@) < (@) + (1 — ) (2) = vi(@) + on ().
Como ¢(x) > 0, tomando m(1,z) = 0, queda:

k—1

fil@) <dr(z) + ) or(T ().

=0

Concluimos que se verifica la desigualdad (4.43) cuando n = 1 para todo z € X.
Hemos probado el paso base de la demostracién por induccién completa. Ahora de-
mostremos el paso inductivo.
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Fijemos n > 2. Asumimos por hipétesis de inducciéon que vale la afirmacién (4.43)
para todo x € X y para todo natural positivo menor que n. Probaremos que también
vale para n.

Fijemos el punto z € X. Discutamos dos casos: o bien no existe ny € {0,1,...n — 1}
tal que T (x) € Ay, o bien existe.

Primer caso: No existe nq € {0,1,...n— 1} tal que 7™ (z) € Ag. Tenemos, por la
subaditividad de la sucesién {f,(z)}n>1, la siguiente desigualdad:

(@) < fi(@) + f1(T(2)) + fo(T?(2)) + ... + (T (2)).
Como TV (x) € Ay, entonces
Ur(T9 (@) = max{b(T () + e, (T ())} > fi(T ().
Por lo tanto:

n—1
Falw) <7 n(TV (),
j=0

Como la funcién gy, es no negativa, si elegimos m(n,x) = n — 1, resulta:

n—1 k—1
falz) < Z U(T7 () + Z ou(T7 (T (2))).

Hemos probado la la afirmacién (4.43) para todos los puntos x que estén en el primer
caso.

Segundo caso Existe un menor natural nq € {0,1,...,n— 1}, tal que T"*(x) € Ay.
Primero veamos el subcaso ny > 0 y luego n; = 0.

Si ng > 1, por la subaditividad, escribimos:

fn(@) < foy (@) + frmn, (T (2)). (4.44)

Como 1 <n; <n-—1,entonces 1 < n —ny; <n— 1. Por la hipétesis de induccién,
(y la T-invariancia de p) el sumando de la derecha satisface la afirmacién (4.43) para
p-c.t.p. x. Es decir, existe m, que cumple

méx{0,n—ny —k} <m=m(n—ny, T (z)) <n-ny —1

y tal que
n—mip—1 ‘ k—1 .
Frn (T (@) <Y Ge(THT™ (@) + ) ou(TH(T™(T™ (2))).
i=0 Jj=0

Como méx{ni,n —k} < m+n; <n—1,si elegimos m’ = m/(n,x) = m + nq, se
satisface
max{0,n — k} < max{ny,ng} <m' =m/(n,z) <n -1,
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y ademaés:
k—1
e (T™ (2 Z UR(T9 () + Y (T (T™ (2))). (4.45)
Jj=n1 j=0

Por otro lado, el primer sumando del término a la derecha en la desigualdad (4.44)

satisface:
ny— 1

fr(2) £ Y fi(T (). (4.46)

§=0
Como n; es el primer natural tal que T"!(z) € Ay, deducimos que T7(x) ¢ Ay, para
todo 0 < 5 < ny — 1. Entonces, por la definicién de la funcién ¢y, tenemos:
Gr(T? (@) = mi{ f1 (T (2), BT (@) + €} > fi(T9 (&) ¥ 0 <j<ny—1.
Sustituyendo en (4.46), queda

n11

fu (2 Z V(T (2 (4.47)

Juntando las desigualdades (4.44), (4.45) y (4.47) resulta:

k—1

n—1
@) <D 0n(T (@) + D @r(T(T™ (),
j=0

Jj=1

donde max{0,n — k} < m’ =m/(n,z) < n — 1. Esto demuestra la afirmacién (4.43)
en el primer sub-caso n; > 0.

Tercer caso: Es nj; = 0 el primer natural tal que 77! (x) € Ay. Por construccién de
ny sabemos que T™ (z) = x € Ai. Por definicién del conjunto Ay, existe un menor
natural m; € {1,...,k} tal que

Sy () < mq (b(x) + ¢€). (4.48)

Volvemos a discutir nuevamente: o bien 1 < m; < n — 1, o bien m; = n, o bien
my > n.

Sing=0y1<m; <n-—1,entonces 1 <n—my <n—1. Por la subaditividad y por
la hipétesis de induccion, tenemos:

fol(@) < o (2) + frmm, (T7 (7)) <

n—mi—1 k—1

< fon(@)+ D G(TT™()) + ) (T (T (), (4.49)

i=0 j=0

donde max{0,n —my —k} <m =m(n—my,T™ (z)) <n—my — 1. Luego,

méx{0,n — k} <méx{mi,n—k} <m-+m; <n-—1.



Teoria Ergédica de los Sistemas Dinamicos Discretos 113

Si definimos m/(n, ) = m + mq, resulta:

k—1
Fu(@) < fony (2 Zwﬂ” )+ D o (TH(T™ (2)), (4.50)
j=m1 3=0

donde
max{0,n —k} <m' =m/(n,z) <n - 1.

Ahora acotemos por arriba el término f,,, (z) en la desigualdad (4.50). Por construc-

cién de my, este es el primer natural en {1,...,k} que cumple: f,,, () < mq(b(z)+e).
Es decir:
mlfl
Fon(2) < ) (b(x) +e). (4.51)
j=0

Recordando lo probado en el ejercicio 4.2.1, b(z) = b(T7(x)) p-c.t.p., para todo j > 0.

Entonces
miq— 1

Sy (2) < Z (b(T?(z)) +€) p—ct.p.. (4.52)

Jj=0

Por construccién de la funcién v, tenemos: (77 (x)) > b(T?(x)) + €) para todo
j > 0, independientemente de si el punto T7(z) pertenece o no pertenece a Ay.
Sustituyendo en (4.52), resulta:

m1—1

Foa (@) < n(T (). (4.53)

7=0
Reuniendo las desigualdades (4.50) y (4.53) resulta:

k

me )+ Y en(TH (T (2)),

=1

donde m = m(n,z) es tal que max{0,n — k} < m < n — 1. Por lo tanto se satisface
la afirmacién (4.43) como querfamos demostrar.

Cuarto caso: n; = 0y m; = n. Observamos que las desigualdades (4.51), (4.52)
y (4.53), valen cuando ny; = 0 (es decir x € Ay, cualquiera sea el primer natural
mi1 € {1,...,k} para el cual f,,(x) < mi(b(z) + €). En particular valen cuando
my = n. En este caso particular, la desigualdad (4.53) afirma que:

<3 G(T9 ()
=0

Entonces, si elegimos m = m(n,z) = n — 1, como ¢ > 0, resulta

n—1 k—1
< Z Ue(T9 () + Z er(T7(T™(x))),
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probando la afirmacién (4.43). Finalmente:

Quinto (y ultimo) caso: ny =0y m; > n > 1. Por construccién my < k. Luego
l<n<k,

de donde
méx{0,n—k}=0<n-—1.

Por la subaditividad, escribimos:

fa(@) < fi(@) + (T (2)) + ... 1(T"H(2))-

Luego
n—1
Zfl (T ( Zw (T (@) + > (AT (@) = u(T7 (2)) ) <
7=0
n—1
< (T (@) + > (A )T (T ()
j=0
= ZW (T7(x)) + Zsﬁk (T7(x
porque 1 < n < ky ¢, > 0. Entonces, si elegimos m = m(n,z) = 0 tenemos
méx{0,n — k} = 0 = m < n — 1, terminando de probar la afirmacién (4.43) como
queriamos. O

Paso 8 (ultimo paso). Ahora que terminamos de probar (4.43), vamos a usar esa
afirmacion para demostrar que

h’m/ In dp < /(b(x) + €) dp. (4.54)
n n
para cualquier medida invariante p.

Demostracion. De la definicion de la funcién ¢, observamos que
o (x) = max{0, fi(z) — Yr(x)} y que g (z) > b(z) + € > b(z) para todo x. Adem4s
por la hipétesis adicional de acotacién por abajo, sabemos que f,(z)/n > —K. Luego,
b(z) = liminf,, f,(z)/n > —K, de donde
0 < or(z) < méx{0, f1(z) — b(z)} <
<max{0, fi(z) + K) < fif (z) + KV z € X.

Concluimos que
or € L' (),

pues por hipétesis f, € L(u).
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De la afirmacién (4.43) con n, k > 1 fijos, observamos que
méx{0,n — k} <m(n,x) <n-—1.
Como ¢y, (z) > 0 tenemos:

n—1

pe(TI(T™ (@) < > groTIoT™(x) VaeX, Vj>0.

m=max{0,n—k}

(En efecto, para cada x fijo existe un solo sumando a la derecha que es igual al término
de la izquierda: es el sumando que corresponde a m = m(n, ). Luego, como los demds
sumandos son no negativos, el término de la izquierda es menor o igual que la suma
de la derecha).

Entonces, como ¢y € L(u), deducimos que, para todos n, k, j fijos:

or 0T o T™™) e LY(1)
y ademas
) n—1 _
[o@area@nas Y [ooriorman
m=méax{0,n—k}

Como p es T invariante, la integral de la derecha es constante al variar j, n 'y m (con
k fijo), siempre igual a [ ¢, dpu. Deducimos que

/ R TH(T™™") () dp < & / ok dp.

Integrando la desigualdad (4.43) con n, k > 1 fijos, usando la desigualdad de arriba y
recordando que [t o TV dp = [ 4y, dp, resulta:

k—1
fn / 1 / .
In g, < 1y i (pm(n.) -
/ . du < | Y dup + n T (T () du <

k—1
i 2
§/¢kdu+—§ /wkdu:/wkdu+—/<pkdu- (4.55)
nj:O n

Ahora hacemos n — 400 con k fijo, en la desigualdad (4.55), recordando que deno-
tamos I :=lUm, 4o [ fr/ndp=inf,>1 [ fr/ndu:

IS/wkdu:/XAmkdqu/(l—XAkadu VEk>1 (4.56)

Recordemos la definicién de la funcién iy, igual a b(x) 4 € para todo x € Ay. Deduci-
mos

1< [ +9du+ [(-xa)vndn Yz 1. (4.57)
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Veamos que || estd dominada p—c.t.p., para todo k > 1 por una funcién en L ().
Como por hipétesis f,/n > —K, tenemos b(xz) = liminf f,(x)/n > —K. Luego
b~ (z) = —min{0,b(z)} < K. Ademads, f| = —min{0, f1} < K.
Por otra parte, f;" € L*(uz) por hipétesis, y

+ ) ) ) o ()

b (z) < limsup max{0, f,(z)/n} = limsup —“—=

n—-—400 n
Como la sucesion {f;7},, también es subaditiva, tenemos
St <A+ oT+. .+ o,

de donde deducimos que

n

-1
b < dim S RT@) = FFop— et
7=0

n—-+oo N 4

donde J71+ € L'(p) es el limite de los promedios de Birkhoff de f;'. Hemos probado
que
b, [f1l € L'(w)-

Por construccién, la funcién 1y coincide en cada punto z, o bien con fi(x), o bien
con b(x) + e. Ambas funciones f1 y b estdn en L'(x). Entonces:

(k] < max{|fi],[b+el} € L' () ¥V k> 1.

Por convergencia dominada, haciendo k¥ — +oo en la desigualdad (4.57), recordando
la convergencia puntual x4, () — 1 cuando k — +oco dada por la igualdad (4.42),
resulta:

1< [+ du=c+ [ oa)d

probando la afirmacién (4.54) como queriamos. Como € > 0 es arbitrario, deducimos

I< /b(:v) dj,

que es la desigualdad de la derecha en (4.34), terminando la demostracién del teorema
4.2.2. O

4.3. Crecimiento subexponencial

Antes de enunciar y demostrar el Teorema Ergédico Multiplicativo en la préxima
seccién (que incluye como caso particular al Teorema 3.9.8 de Oseledets), veremos una
serie de lemas y resultados que son ttiles para demostrar, tanto el teorema ergddico
multiplicativo, como otros resultados de la teoria ergddica.

En la primera parte de esta seccion T : X — X denota una transformacién bimedible
en un espacio métrico compacto X, tal que existe alguna medida y invariante por 7.
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Definicién 4.3.1. Crecimiento subexponencial
Sea H : X — RT medible y sea u una medida invariante por 7'. Decimos que 1) tiene
crecimiento subexponencial p-c.t.p., si cumple
log™ H(T™ logt H(T—"
o ETHTN@) o log" HO )

n—-+o0 n n—-+o0o n

para pi-c.t.p. € X, donde log™ := méx{0, log}.

El significado del crecimiento subexponencial es el siguiente: Si se cumplen las igual-
dades de la definicién, entonces, para cualquier ¢ > 0 arbitrariamente pequeno
H(T™(z)), H(T"(x)) < e€" si n es suficientemente grande (dependiendo de ). Esto
significa que, si bien la funcién H no tiene porqué estar uniformemente acotada a lo
largo de las érbitas, si crece, lo hace menos que cualquier exponencial e*™ que tenga
coeficiente positivo a en el exponente, donde n > 1 es la cantidad de iterados (para
el futuro o para el pasado).

Proposicion 4.3.2. Criterio de crecimiento subexponencial
Sea H : X — RT medible y sea u una medida invariante por T'. Si

log" HoT —logt H € L' (p)
entonces H tiene crecimiento subexponencial i-c.t.p.

Nota: Vamos a usar este criterio de crecimiento subexponencial cuando log™ H ¢
L'(u). Es decir asumimos que [ |log™ HoT —log" H|dp < 400, pero podria suceder
(atin siendo p una medida T-invariante), que [log™ H dy = +oo0.

Demostracion. Sea 1) := logt H o T — log™ H. Por la hipétesis, 1 € L*(u). Luego,
por el Teorema Ergédico de Birkhoff, para p-c.t.p. z € X existe el limite 1;(:10) de los
promedios temporales de v hacia el futuro:

(1og+ HoT"(x) log" H(:z:)) 7

n n

n—1
J(x) = lim ! Zz/z oT(x) = lim
7=0

n—4oo n - n—-—+o0o

Como para cada z fijo lim,, (log™ H(x))/n = 0 tenemos

~ + n
3 3(z) = lim log™ H o T™(x)

n—-+4oo n

pw—ctp. zeX. (4.58)

Sea € > 0 fijo, arbitrario y sea, para cada n > 1 el siguiente conjunto:
Ap={r € X : log" H(zx) > ne}.

La sucesiéon de conjuntos A,, es decreciente con n; es decir A,11 C A, para todo
n > 1. Entonces

,u( ﬂ An) = lim wu(A,).

n—-+4oo
n>1
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Como para todo punto z la funcién log™ H (z) toma un valor real, entonces Nys1An =
(. Luego a
lim u(Ay,) =0.

n—-+o0o

Luego, existe N > 1 tal que
w(Ay) <e ¥n>N.
Como p es invariante por T', tenemos p(T~"A,) < e Vn > N. Escrito de otra forma:

u{z e X :T™(x) € A,}) <e Vn> N,

,u({xEX: IOgHJF#ZG})<E ¥V n>N.

La desigualdad anterior, por definicion, significa que la sucesion de funciones medibles
log HT o T™/n converge a cero en medida, para la medida de probabilidad u. La
convergencia en medida implica que existe una subsucesién n — +oo para la cual
las funciones convergen p-c.t.p. (ver por ejemplo [Fo 1984, Theorem 2.30]). Entonces,
obtenemos

log™ H o T"
lim o8 ° (2)] =0 p—ctp zelX.
k—+o00 ng
Juntando esta afirmacién con (4.58) concluimos que

+ n
Y log™ H o T™ ()

n—-+o0o n

=0 p—ctp. ze X

Observemos que la hipétesis log™ H o T —log™ H € L'(p), implica log™ H —logt H o
T-' € L'(u), porque p es T invariante. Entonces, logt H o T~! — log™ H € L'().
Aplicando lo demostrado antes a 7! en el lugar de T, se obtiene:

+ —n
Y log™ HoT ™(x)

n—-+o0o n

=0 p—ctp zeX

Hemos probado que H tiene crecimiento subexponencial p-c.t.p., terminando la de-
mostracién de la Proposicion 4.3.2. O

4.4. Generadores de exponentes de Lyapunov

Desde ahora y hasta el final del capitulo, el espacio donde transcurre la dindmica es
una variedad compacta y riemanniana M de dimension finita, y la transformacion,
que denotaremos f € Diff ' (M), es un difeomorfismo de clase C*.

En esta seccién definiremos, para los subfibrados medibles del fibrado tangente, las
sucesiones de funciones auxiliares 1, ,,, que son subaditivas y aproximan a los ex-
ponentes de Lyapunov. Luego demostraremos que ciertas funciones obtenidas como
supremo de estas sucesiones, tienen crecimiento subexponencial (aplicando el criterio
de la Proposicién 4.3.2). Usaremos el crecimiento subexponencial de los supremos para
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demostrar la Proposicién 4.4.7 sobre la existencia y mutua coincidencia de los limites
de las sucesiones subaditivas de funciones v,, y ¢, que aproximan a los exponentes
de Lyapunov. Esta propiedad da una condicion suficiente para la existencia de expo-
nentes de Lyapunov y subespacios de Oseledets, en el Teorema 4.4.8 y sus Corolarios
4.4.9 y 4.4.10, probados al final de esta seccién. El Teorema 4.4.8 y sus Corolarios
constituyen una herramienta clave que nos permitird demostrar el Teorema 3.9.8 de
Oseledets en las proximas secciones.

Definicién 4.4.1. Fibrados

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita. Denotamos con G(V') el Grassmaniano
de V: esto es la familia de todos los subespacios F de V. Se observa que 0 < dim(F) <
dim(M). En particular {0},V € G(V)

En G(V) definimos la métrica:

dist(F!, F?) := Inéix{méx{”m — v s vy € FY oy = 1},

méx{||lvy — mus 1 v € F2, ||va]| = 1}},

donde, para i = 1,2, la aplicacién m; : V — F? es la proyeccién ortogonal sobre F*.
Esta métrica en G(V') define su topologia, y esta define la sigma-dlgebra de Borel en
el Grassmaniano G(V).

Sea M una variedad compacta y riemanniana de dimensién finita m. Un fibrado o
subfibrado (del fibrado tangente T'M ) es una aplicacion F': M + |J,c,, G(T: M) tal
que F(x) € G(T,,M) para todo x € M.

Para cada punto x € M denotamos con F, y llamamos fibra en el punto z, al subespa-
cio F(x) C T, M. Dado un atlas de M, en cada carta local £ : U C M +— &(U) C R™,
la fibra F, se identifica (via d€) con un subespacio de R™.

Un fibrado F' es medible, si para toda carta local £ : U € M +— £(U) C R™ la
aplicacién que a cada x € U le hace corresponder el subespacio d{F, € G(R™) es
medible.

Punto singular de un subfibrado F es un punto x € M tal que F,, = {0}. Denotamos
como Ap el conjunto de puntos no singulares:

Ap={x e M: F, #{0}}.
Sea f € Diff '(M). Un subfibrado F es df-invariante si
deszFf(x) VzeM.

Observacion: Si F' es un fibrado medible, entonces el conjunto de sus puntos sin-
gulares, definido por
Ap:={zx e M: F, ={0}},

es medible en M. En efecto, la funcién || - || : TM — R definida por ||(z,v)] = ||v]| es
continua. Entonces la preimagen en M del 0 por |||| o F, es un conjunto medible.
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Definicion 4.4.2. Sea F' un subfibrado medible. Definimos las siguientes funciones
reales ¥, p, : M — R, para cada n € N, llamadas generadoras de exponentes de
Lyapunov:

ldfz ()] ,
o) = log sup{W. OyéveFx} si F, # {0}
si  F,={0}
e gl @)l ,
on() = —log mf{W. O#UEFx} si F, #{0}
si F, ={0}

Observaciones: El supremo y el infimo en las igualdades anteriores son maximo y
minimo respectivamente, pues, siendo dim(7,,M) = m finito, todo subespacio F, C
T.M es cerrado.

Se observa que ¥y = o = 0.

Si F' es medible, entonces ¥y, @, : M — R son medibles. En efecto, df™ : TM — T M
es continua. Entonces la preimagen A por log(||df™ - ||/]| - ||) de la semirrecta (—oc, a]
(para todo a € R) es un conjunto medible de TM. La preimagen por F de A es
medible en M, porque F' es un fibrado medible. Andlogamente, la preimagen por F'
de A€ es medible en M. El conjunto de puntos z € M tal que ¢,(x) < a (ie. la
preimagen por 1, de la semirrecta (—oo,a]) es F~1(A) \ F~1(A°); luego es medible.
En forma similar se prueba que ¢,, es medible.

Proposicion 4.4.3. Sea F' un fibrado medible y df -invariante. Sean las funciones 1,
Y ¢n, generadoras de los exponentes de Lyapunov, construidas en 4.4.2. Entonces:
(@) ¢n(@) =vu(fT"(@)), ¥n(z) =¢n(f"(x)) VREN, VaelX.

(b) Sea k > 1 la constante definida por k = méx,en {1, ||df.|, |df7|}. Para todo
n € N y para todo x € X, se cumple:

[Un(f(2)) = Yntr ()], |90n(f_1($)) — n+1(z)| < logk. (4.59)

[Yn (@), [en(z)] < nlogk, (4.60)

(c) La sucesion {n}n>1 es subaditiva respecto de f y la sucesion {¢ntn>1 €s suba-
ditiva respecto de f~1.

Demostracion. Cuando F, = {0}, tomando cualquier constante k > 1, las desigual-
dades son triviales, pues 1, = ¢, = 0 a lo largo de toda la orbita futura y pasada de
x, para todo n € Z. Cuando F, # {0}:

(a) Por la regla de la cadena la transformacién lineal L = df,; ™ es la inversa de la
transformacién lineal L™% = df}, . Luego, inf||Lv||/|lv]| = 1 / sup[[L~"v|//|jv].
Tomando logaritmo y multiplicando por —1, resulta @, (x) = ¥, (f~"(z)), probando
la primera de las desigualdades de (a). La segunda desigualdad de (a) es consecuencia
de la primera, que vale para todo = € M, escribiendo f™(z) en lugar de x.

(b) Por la regla de la cadena, tenemos

Ay = A7 A = T dfe,
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df"m v d n+1
ewn(f(x)) = sup I f(=) I < dem—ln . sup [dfzul <
O#UGFf(z) ||'U|| 0AuEF, ||U||
<k 6¢n+1 (‘T)7
donde k = max.ec {1, ||df.|, ||dfs 1]|}. Andlogamente:

() _ [l dfp | <

sup
oruer,  lull

< |ldfz|| sup ldfz ] <k WUn(f(@))

0#veFy |1V

Tomando logaritmo en las dos tltimas desigualdades, obtenemos:

Un(f(2)) = Ynia(x) <loghk,  Ynia(x) = ¢n(f(z)) <logk,

de donde
[ (f(x) = Ynyi1(z)] <logk ¥ neZVre M.

Hemos probado la primera desigualdad (4.59). Ahora probaremos la segunda: Por la
regla de la cadena tenemos

df 5o = dfs ) df e, ATV = df ) df

Tomando norma, denotando u := df y-1(,)v, y recordando la definicién de la funciéon
©n, resulta:

U@ = it (ol /vl 0 £ v € Fyag) >

inf d —(n+1) nf df . _
(i 1l ) (ot Lol )

= =21 @) (1) sup ar; Ml /ljul)) = (1/k)e (@),
0AucF,

Entonces,
_(pn(f_l(«%')) + ont1(z) > —logk.

Ahora acotemos por el otro lado:
e 1@ — fue{|df; " ul /ull: 0 £ € B} >

, . R )
(gl Nyl (o, ezl /) =

= U@ (17 s dfpessell/ol) = (1/kpe o @),
O;é’UGFf—l(z)

Obtenemos:
—pnt1(2) + on(f 7 (1) > —logk.
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Concluimos que
[on+1(2) = n(f 7 (@))] < logk,

terminando de probar las desigualdades (4.59). Ahora probemos (4.60). Argumentan-
do por induccién completa en n > 0, tenemos g = 0 < 0-log k Aplicando (4.59) para
n > 0, obtenemos

[ ()] < 11 (f7H @) + o1 (F 7 (2) = ()]

< b1 (f M) +logk < (n —1)logk + logk = nlogk,

(el primer sumando fue acotado usando la hipdtesis de induccién). Finalmente, la
misma prueba funciona, escribiendo ¢, en lugar de 1,, terminando de probar la
parte (b).

(c) El siguiente ejercicio guiado se prueba la subaditividad. O

Ejercicio 4.4.4. Probar la subaditividad de {t,},>1 con respecto de f y la suba-
ditividad de {¢y, }n>1 con respecto de f~!. Sugerencia: para la subaditividad de ¥,
usar la regla de la cadena dft™ = df}’}b CE)df:f, y que el supremo de un producto de
dos funciones positivas, es menor o igual que el producto de los supremos. Para la
subaditividad de {¢;, }n>1 usar la parte (a) de la Proposicién 4.4.3 y la subaditividad

de {¥n}n>1-

Limites de las sucesiones ¢, /ny ¢,/n

Sea F' un subfibrados medible df-invariante. Sean 1, @, las funciones generadoras de
los exponentes de Lyapunov, segin la Definicién 4.4.2.

Como consecuencia de la subaditividad de las sucesiones {4, },>1 (respecto de f) y
{on}n>1 (respecto de f~1), y alos resultados de acotacién uniforme de |¢,,|/n, |¥n|/n,
segin la Férmula (4.60) de la Proposicién 4.4.3, podemos aplicar el Teorema Erg6di-
co Subaditivo de Kingmann (Teorema 4.2.2). Deducimos que para toda medida f-
invariante p (la cual también es invariante por f~!), existen los siguientes limites

p-c.t.p.:

~

Y(z) ;= lim 1/}77,(177 P(x) == lim #n(2) i —c.t.p. (4.61)

n—-+o0o n n—-—+o0o n

Es decir, el conjunto donde existen {/)V vy @ tiene probabilidad total. En los deméds
puntos (con probabilidad nula para toda medida invariante), convenimos en definir

v =0; ¢p=0.
Por lo probado en el Ejercicio 4.2.1, se cumple:

U(f(@) = (), B(f(x))=3(x) Vael (4.62)
Denotamos

sup [[df |7, || := sup{[|dfovll/|lv] : 0 # v e Fu},
inf [|df |, || := Wf{{ldfzv]l/[lv]| : 0#ve Fp}.
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En resumen, para todo subfibrado F' que sea df-invariente y medible , existen los
siguientes limites:

sup ||df"|r, |

]/
Q/J(x) n /’l’ C. 'p' ( 3)
&(x) { , ‘LL C p
. h]ll t.p.

El primer objetivo de esta seccién, es demostrar en la Proposicién 4.4.7, que ¢ = zz
para p-c.t.p. ¢ € M, para cualquier medida p que sea f-invariante.

Definicién 4.4.5. Funciones supremo
Sea F' un fibrado df-invariante y medible. Sea € > 0. Definimos p-c.t.p. las siguientes
funciones supremo, que dependen de F'y de € (ademds de depender del difeomorfismo

f):

log H(x) := sup{vn(z) — ni(x) —ne: n >0},
log K (z) := sup{pn(z) — n@(z) — ne: n > 0},
donde
U = logsup |ldf" |k, ||, ¢n = —loginf |||k, |
(en estas ultimas férmulas de 1, y ¢, convenimos en que debe tomarse sup ||df"| g, ||

cuando F, # {0}; y que ¥, () = pn(x) = 0 si F, = {0}. Luego, para todo punto x
tal que F,, = {0}, se cumple por convencién que H(z) = K(z) = 1).

Observamos que, como para n = 0 son nulos los términos cuyo supremos se buscan,
entonces

H(z),K(x)>1Vze M.

Ademas, las funciones supremos son medibles porque son supremo de una sucesion
de funciones medibles.

Proposicion 4.4.6. Crecimiento subexponencial de supremos
Las funciones supremo H y K tienen crecimiento subexponencial p-c.t.p. para toda
medida de probabilidad f-invariante p.

Demostracion. Aplicaremos el criterio de crecimiento subexponencial de la Proposi-
cién 4.3.2. De la férmula (4.60) sabemos que existe k > 1 tal que

9], 13| < logk

estan uniformemente acotadas en valor absoluto por logk, donde k£ > 1 es una con-
stante.
Acotemos |H(f(z)) — H(x)|:

log H(f(x)) = sup{vn(f(x)) — n(f(x)) —ne: n > 0}.



124 Eleonora Catsigeras

Recordando que ¢(f(z)) = ¢(z) (c.f. Férmula (4.62)), denotamos simplemente v
(pues € M estd fijo y solo nos movemos a lo largo de la drbita de z). Usando la
desigualdad (4.59), obtenemos ¢, (f(z)) < tn41(x) + log k. Entonces:

log H(f(x)) < sup{thns1(2) = (n+ 1)) = (n+ e+ +e: n >0} =
zlogk—i—zZ—i—e—i—sup{wm(x) —map —me: m > 1} <
< 2logk + €+ log H(x).
Hemos probado que
log H(f(x)) — log H(z) < 2logk + e. (4.64)
Ahora acotemos esa diferencia por abajo, para probar que estd en L*(u):

log H(z) = sup{thn(2) — np —ne: n >0} =

méx{O,sup{z/Jn(x) —n—ne: n> 1}}

Para obtener la tltima igualdad hemos separado el caso n = 0 del caso n > 1,
observando que la funcién cuyo supremo se busca, es nula cuando n = 0. Usando la
férmula (4.59), tenemos que ¥, (z) < ¥,_1(f(z)) + logk, para todo n > 1. Entonces:

log H(z) < méx {O, sup {¢n_1(f(z)) +logk — (n — D — (n— 1)e+

(= —€): n>1} }:
méx{O,logk—zz—e—l—sup{wm(f(x))—miZ—me: m20}} <

m&ax {O,Qlogk—i—e—i—logH(f(:t))} =2logk+e+log H(f(x)),

pues k,H>1ye>0.
Hemos probado que

log H(xz) —log H(f(x)) < 2logk + €. (4.65)
Reuniendo las desigualdades (4.64) y (4.65), deducimos que:
|log H((f(z)) —log H(x)| <2logk +¢; logHo f—logH € L*(u).

Observamos que como H > 1, entonces log H = log™ H. Aplicando el criterio de
la Proposicién 4.3.2, concluimos que H tiene crecimiento subexponencial. La de-
mostracién de que K tiene crecimiento subexponencial es andloga, usando la de-
sigualdad de la derecha en (4.60), y f~! en lugar de f, para concluir que

|[log K —logK o f~'| <2logk+¢ logKof ' —logK € L'(u),

terminando de probar la Proposicién 4.4.6. [l
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Proposicién 4.4.7. Igualdad de las funciones limite

Sean v, ¢ las funciones definidas en (4.63) para un fibrado F dado, medible y df -
imwvariante. Entonces, para toda medida de probabilidad f-invariante u, se satisface
las siguiente igualdad:

=0 pu—ctp.

Demostracion. Aplicando la regla de la cadena, tenemos,
para todo 0 # u € F:

ldf rloyvll | afm
w=dfin ) dfru; L= 1Y@Vl fldfu]

o] flull

donde v = dfv. Tomando logaritmo y dividiendo entre n > 1:

0 log(lldf r./( v ID/ [l N log (||df ™l /||ul])
n n '

Entonces, para todo n > 1y para todo 0 # u € F, si denotamos

v = d/f;’u S an(x),

se cumple:
log([ldf toyelD /ol —tog(||dfull/||wl)
n o n '
Luego
n , —n _lOg dfgu U
o7 @) = it [y e | < 2B )
de donde logldfzull/llul)
o} sull/|lu "
< < en(f"(@)) (4.66)

n

Por la definicién de la funcién supremo K (f"(x)), y por la f-invariancia de la funcién
¥, tenemos:
on(f(2)) < log K (f"(2)) + n@(z) +ne ¥ n >0,

Sustituyendo en la igualdad (4.66), resulta:
log([ldfzull/llul) _ log K(f"(x))

n n

+@(x)+e YueF, Yn>0.

Luego, tomando supremo en el miembro de la izquierda, para 0 # u € F,, y recor-
dando la definicién de la sucesion subaditiva de funciones ,,, resulta:

Yn(2) _ log K(f"(x))

n

+ox)+eVn>0.

Debido a que la funcién K tiene crecimiento subexponencial p-c.t.p., el primer suman-
do del segundo miembro tiende a cero cuando n — +oco para p-c.t.p. x € M. Obten-

€mos:
~ V()

Y(x) = lim

n—-+4oo n

<p(x)+e p—ctp.
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Como esta desigualdad vale para todo € > 0 arbitrario, entonces:
Y <¢ p—ctp,

probando la primera de las desigualdades a demostrar. Ahora probemos la desigualdad
contraria. Por la regla de la cadena, para todo 0 #£ u € F:

L Nl dfy

u=dff—. . dfy "u,
o o] il

3

donde v = df,; ™v. Tomando logaritmo y dividiendo entre n > 1:

o = Bl VIV tog(dfs "ull/|lul)

n n

Entonces, para todo n > 1y para todo 0 # u € F, si denotamos
v = df;"u S Fff(w),

se cumple:
log(lldff-nwl/lIvl) _ —log(dfull/|[ul) (467)

n n

Por la definicién de la funcién supremo H (f~"(x)), y por la f-invariancia de la funcién
1, tenemos:

tog([ldf - oy vl /Ilo])

n

<logH(f"(x)) + np(z) + ne ¥n>0.

Sustituyendo en la igualdad (4.67), resulta:

~log(d " ull/Jul) _ R HU"@) L 20y ucp s

log({[df, " ull/|lul)) > = log H(f™"(x))

—(z)—e YueF, ¥Yn>0.
n n

Luego, tomando infimo en el miembro de la izquierda, para 0 # u € F,, y recordando
la definicién de la sucesion subaditiva de funciones ¢,,, resulta:

pn(x) _ —logH(f"(x))

n fetl

— () — eV n >0,

log H(f™" ~
n n

Debido a que la funcién H tiene crecimiento subexponencial p-c.t.p., el primer suman-
do del segundo miembro tiende a cero cuando n — +oco para p-c.t.p. x € M. Obten-

€mos:

#n() <) +€e p—ctp.

p(z) = lim

n—-+o0o n
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Como esta desigualdad vale para todo € > 0 arbitrario, entonces:

<Y p—ctp.,

probando la segunda de las desigualdades y terminando la demostracién de la Proposi-
cién 4.4.7. O

Teorema 4.4.8. .

Cotas de exponentes de Lyapunov

Sea [ € Diff 1(M), sea p una medida de probabilidad f-invariante y sea F' un subfi-
brado medible y df -invariante. Sea

Ap={xe M: F, #{0}}.

Asumimos que u(Ar) > 0.

Entonces, existen los siguientes limites para p-c.t.p. © € Ap, son funciones med-
ibles del punto x, uniformemente acotadas en wvalor absoluto por logk, donde k =
max,en{||df. ||, |dfS |} v satisfacen las siguientes igualdades (a), (b), (d), y la de-
sigualdad (c):

(a) V() = Tim logsupo e, [ldfz0ll/ 112l _

n—-+o0o n

_ n losinfoper, [d"oll/ ]

n—-4o0o —nN

log su df "vl|/||v
R L e o AL

n—-4o0o —n

(b)

o logfozeer dfzoll/le]

n—-—+o0o n

() i@ SxE@) g ctpozeAp
(d) Xp(f(@) =xh(), xE(f(2)=xH) p—ctp z€Ap.

Nota: El significado del Teorema 4.4.8 estd dado, por un lado, por los Corolarios
4.4.9 y 4.4.10 que dan condiciones suficientes para la existencia y coincidencia de los
exponentes de Lyapunov hacia el futuro y hacia el pasado. Por otro lado, el Teorema
4.4.8 serd un resultado intermedio esencial para probar, en la préxima seccién, la
existencia de un primer subespacio de Oseledets.

Como se verd en su prueba, el Teorema 4.4.8 es una simple reformulacién de la Proposi-
cion 4.4.7.

Demostracion. De las definiciones de las funciones zz, ¢ en las igualdades (4.63), y de
la Proposicién 4.4.7, se obtiene:

Xb=xt;=9=7 (4.68)
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probando las dos igualdades de la parte (a). Ademads la funcién {/; es medible, porque
es el limite p-c.t.p., y el limite superior en todos los puntos de M, de la sucesiéon de
funciones medibles 1,,, que fueron construidas en la Definicién 4.4.2 para el subfibrado
medible F. Entonces y £ es una funcién medible. Por la desigualdad (4.60), [¢| < log k.
La parte (b) resulta de aplicar la parte (a) a f~! en el rol de f, y multiplicar por —1,
donde:

Xr = Xp g = Xp 1 (4.69)
La parte (c) es consecuencia de la siguiente desigualdad:
arr arr
B N /2 VRNV
o#ves o] T opver. [l

Tomando logaritmo, dividiendo entre n > 1, haciendo n — 400, y usando una de las
igualdades de (a), y otra de (b), se obtiene x < x &, probando (c).

La parte (d) resulta de la igualdad x . (z) = ¥(z), y de la igualdad (4.62). Entonces Xi
es una funcién f-invariante. Observando las igualdades (a) y (b) notamos que —xp. ¢
para el difeomorfismo f, coincide con x . F.p-1 bara el difeomorfismo f~!. Entonces x5 Ff
es también una funcién f-invariante, terminando de demostrar el Teorema 4.4.8. [

Corolario 4.4.9. . En las hipotesis del Teorema 4.4.8, si ademdas se cumple

Xp(2) = xp(z) p-ctp. ze Ap,

entonces para p-c.t.p. v € Ap y para todo 0 # v € F,, existen los siquientes limites,
son funciones medibles del punto x € M, invariantes por f, iguales entre si, y a

X5 (@) = xp(2):
i eslldfzoll /Il _ o o loglldfs ™ll/llv]

n—-4o0o n n—-4o0o —nN

Nota: Debido al Corolario 4.4.9, cuando xj(z) = xz(z), este nimero se denota
simplemente como xp(x), y se llama exponente de Lyapunov para el futuro y para el
pasado en las direcciones del subespacio F,.

Por lo tanto este Corolario, asi como el siguiente, dan condiciones suficientes para la
existencia de exponente de Lyapunov, coincidente para el futuro y para el pasado e
independiente de la direccién que se tome en el subfibrado F.

Demostracion.
log(int 7211, ) _ logtsup [dfzol/I0l) o
n - n o
Luego:
i 28I ) g g BUdElD gy e g,
n—-+o0o n n—-+o0o n
lim log(sup ||dfy'| . |} > lim sup M VO0#veF,.
n—-+00 n n—-—400 n
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Aplicando las partes (a) y (b) del Teorema 4.4.8, las funciones medibles X} v x5
cumplen, para todo 0 # v € I, las siguientes desigualdades:

loa(iuf izl ) _ (. Joa(ldfzvl/lel)

_ g
Xp(z) = lm - < lim inf -
1 df’™ 1 df’™
< timup PBULID) g, WIS _ ey ()
n——+oo n n—-+o0 n

Como por hipétesis x5, = X;?, entonces el liminf coincide con el limsup. Es decir,
existe el exponente de Lyapunov para el futuro en cualquier direccién 0 £ v € F,, y
coincide con x5 = X;C. Ahora veamos el limite de Lyapunov para el pasado:

loginf ||df ™ 1 df—m
—xh(@) = lim og inf [|df; " |r, || < liminf og(|ldf.™v|l/||v]) -

n—-+4oo n n—-—+o0o n

< imsup DU D) gm0

Como por hipétesis x5, = X;?, entonces el liminf coincide con el limsup. Es decir,
existe el exponente de Lyapunov para el futuro en cualquier direccién 0 # v € F, es
igual al del para el pasado, y coincide con x5 = X;,C. O

Corolario 4.4.10. En las hipotesis del Teorema 4.4.8, asumimos ademds lo siguiente,
para p-c.t.p. v € Ap:

Hipdtesis adicional: Para todo 0 # v € F,, existe el siguiente limite (exponente
de Lyapunov hacia el pasado), y es igual a x}():

o gt 0l/0])

n—-+oo —n

= Xp(). (4.72)

Asumimos ademds que la convergencia por abajo al limite (4.72) es uniforme para
todo v € F, \ {0}; es decir:
Para todo € > 0 existe N = N (e, x) tal que

1 af; "

—-n

Entonces, también existe el siguiente limite (exponente de Lyapunov hacia el futuro),
y es igual a x;():
L loa(ldizol/ Il

n—-+4oo n

= xp(2),

y ademas

Xp(z) = XJ};(UC)
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Demostracion. Por la hipdtesis de uniformidad en el convergencia por abajo al limite
X1, para todo € > 0 existe N = N (e, z) tal que

log(|ldf, " vl/[lv])

n

< —xf(@)+e Yn>N VO#£veEFR,.

Entonces tomando supremo en v € F;,\ {0} (y observando que el logaritmo del supremo
es el supremo de los logaritmos), tenemos:

z < — 4+ VYn>N
" = XF((E) € n =

Luego, tomando limite cuando n — +oo y usando la parte (b) del Teorema 4.4.8,
deducimos:

1 ar,; "
i) = tim el e ]

n—-+4oo n

Xp(x) +e
Deducimos la desigualdad —x () < —x 1 () + € para todo € > 0. Entonces
Xp () = X (),
c) del Teorema 4.4.8, implica

Aplicando el Corolario 4.4.9, deducimos que existe el limite de la tesis (el exponente de
Lyapunov hacia el futuro en todas las direcciones de F;), y es igual a x () = x (%),
como queriamos demostrar. O

lo cual, junto con la desigualdad de la parte (
Xr (@) = Xp

En el siguiente enunciado generalizamos el Teorema 4.4.8 a otras transformaciones
lineales T' que no son necesariamente el diferencial df.

Definicién 4.4.11. Transformaciones lineales de subfibrados

Sea F' un subfibrado medible del fibrado tangente (no necesariamente df-invariante)
tal que dim(F,) = dim(F(,)) para todo x € M.

Decimos que una aplicacion L : F — F' es lineal invertible si

Lo Fy = Fya)

es una aplicacién lineal invertible para todo € M. Denotamos como L™!: F + F a
la aplicacién lineal tal que (L71), : F), — Fy1(yy eslainversade Ly—1(y) @ Fy1(y) —
F, para todo x € M.

Decimos que una aplicacién lineal L : F' — F es medible si la aplicacién tal que a cada
x hace corresponder L, € L(Fy, Fy(,) es medible. Esto significa que para todo atlas
de cartas locales &, : U, — &(U,) C R™ de la variedad diferenciable m-dimensional
M, la transformacién x +— dgfé)Lxdfx € L(R4 RY) es medible, donde d = dim(F,).
(Se recuerda que dado un espacio vectorial V' de dimensién finita, el espacio L(V, V)
de todas las transformaciones lineales invertibles, es un espacio vectorial normado, y
por lo tanto un espacio topoldgico, donde la norma || L|| de una transformacién lineal



Teoria Ergédica de los Sistemas Dinamicos Discretos 131

L € L(V,V) se define por ||L|| := méxoxvey ||Lv||/||v|. Luego L(V, V) es un espacio
medible, con la sigma-dlgebra de Borel definida a partir de su topologia.)

Decimos que la aplicacién lineal invertible L es bimedible si L y L~! son medibles. Se
puede chequear que si L : F' — F es lineal, invertible y medible, entonces es bimedible.

Teorema 4.4.12. Generalizaciéon del Teorema 4.4.8

Sea [ € Diff l(M) y sea (1 una medida de probabilidad f-invariante. Sea F un sub-
fibrado medible (no necesariamente df -invariante). Sea L : F — F una aplicacion
lineal invertible medible.

Sea
Ap={x e M: F, #{0}}.

Asumimos que u(Ar) > 0.

Entonces, existen los siguientes limites para p-c.t.p. © € Ap, son funciones med-
ibles del punto x, uniformemente acotadas en wvalor absoluto por logk, donde k =
max,en{|| L, 1L }; v satisfacen las siguientes igualdades (a), (b), (d), y la de-
sigualdad (c):

(a)

log su Lol /Nl
(@) =t P 1B/l _

n—-+o0o n

g oginfozeer L 0l

n——+oo —n

(b)

log su L="ull/llv
Xp,p () := lim 85U Lver, [|Ls "vll/ Il _

n—-+o00 —n

o loginfoser, [ Zoll/I]

n—-+o0o n

(c) Xpo(®) Sxfp(@)  p— ctp z€Ap

(d) Xt (f@)=xho(@), xpo(f@)=xfo (@) p—ctp zeAp.

Demostracion. Basta repetir todas las definiciones y demostraciones de esta seccion,
en particular la del Teorema 4.4.8, reemplazando df,|F, : F, — Fy;) por la transfor-
macion lineal L, : F, — Fya).- O

4.5. Primer subfibrado de Oseledets

El propésito de esta seccién es enunciar el Teorema 4.5.1, que construye un primer
subfibrado vectorial E! de dimensién no nula del fibrado tangente TM, para el cual
los exponentes de Lyapunov en el futuro y en el pasado son iguales (cf. Definicién
3.9.2). Este fibrado define entonces un subespacio no nulo E! C T,,M para casi todo
punto z € M que constituye un primer subespacio de Oseledets. El Teorema 4.5.1 es
la esencia para demostrar en forma recursiva el Teorema 3.9.8 de Oseledets.
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Teorema 4.5.1. .

Primer subespacio de Oseledets.

Sea f € Diﬁl(M). Sea p una medida f-invariante. Sea E un subfibrado vectorial
medible de T M , invariante con df, y tal que

dim(E;) > 1

para un conjunto de puntos x € M con medida p positiva.

Entonces, existe un subfibrado vectorial E* C E medible y df-invariante (llamado
primer subespacio de Oseledets) tal que:

(a) No nulidad del primer subfibrado de Oseledets E':

dim(EL) > 1 para p-c.t.p. tal que E, # {0}.

(b) Existencia del exponente de Lyapunov y; en E':

Para p-c.t.p. tal que E, # {0}, para todo 0 # v € EL, existen los siguientes limites
(exponentes de Lyapunov x; (z) y x7 (), para el futuro y para el pasado respectiva-
mente, en todas las direcciones de EL), son independientes de la direccion v, e iguales

entre si:
@) = tim UL -y g, sl @I/l

n—-+4oo n n—-+4oo —nN
(¢) Maximalidad de xi:
El exponente de Lyapunov xi (z) = x7 (z) en las direcciones de E} (que denotamos
como x1(x)), satisface:

x1(x) = xh () = xp () = X5 (2),

y es una funcion medible y f-invariante.

Nota: Esta propiedad es de maximalidad (respecto al fibrado dado E) del ex-
ponente de Lyapunov x; en el primer subfibrado de Oseledets E', porque por la
parte (a) del Teorema 4.4.8, cuando existen exponentes de Lyapunov para el futuro

o log ||df"v||
o para el pasado para vectores no nulos de F (es decir existen lim,,_, oo ———— y
n
log ||df v
lim, o W), estos deben ser siempre menores o iguales a XE - c¢.f. Desigual-

dades (4.70) y (4.71).
(d) Subespacio complementario de E':
Sea G el complemento de E' en E, definido por

Go = {0}U (B, \ By)

para p-c.t.p x € M tal que E, # {0} y definido por G, = {0} para los demds puntos
x € M. Entonces G es invariante por df y para todo subfibrado wvectorial medible
F! C G invariante con df, y para p-c.t.p. x tal que F} # {0}, se verifica la siguiente
desigualdad:

, log(||df}vl|/|lv
Sup hm Sup M S X;l (ZZT) < Xl (Qj) = XE(ZZ?)

0£vEF! n—+00 n



Teoria Ergédica de los Sistemas Dinamicos Discretos 133

Nota: La afirmacién (d) significa que la propiedad de maximalidad del exponente
de Lyapunov xi(z) = XJEC(:E) en el primer subespacio E! de Oseledets, es exclusiva de
E!l. Es decir, si existiera algiin otro subfibrado F'* invariante con dimensién no nula,
contenido en el complemento de E', entonces le debe ser estrictamente menor que

x1().

(e) Subfibrado complementario de E':
Existe un subfibrado F* C G medible y df -invariante (llamado subfibrado comple-
mentario del primer subfibrado de Oseledecs), tal que u—c.t.p. se cumple:

EyC E. = F; #{0}, E,®F, = E,.

Nota: La propiedad (e) es la que permite aplicar un proceso inductivo para demostrar
el Teorema 3.9.8 de Oseledecs. Al subfibrado complementario F'* podemos aplicar este
mismo Teorema 4.5.1: existird un subfibrado de Oseledecs E2 C F'', con exponente de
Lyapunov y2 = x}l < X1, etc, y asi sucesivamente, hasta agotar la dimensién finita
de la variedad M. Por lo tanto, la demostracién de este Teorema 4.5.1 es en esencia,
la del Teorema de Oseledets.

La demostracién del Teorema 4.5.1 se encuentra en el Apéndice del Capitulo 10 y
estd basada en el Lema 10.2.2 de Pliss [P1 1972].

Corolario 4.5.2. Sea M wuna variedad compacta riemanniana con dimension finita.
Sea [ € Diﬁl(M). Para p-casi todo punto débilmente reqular x € M eziste el sigu-
iente limite y es igual al mayor exponente de Lyapunov xT(z) en las direcciones del
espacio tangente T, M :

log su df™ (v v
@) = lim —2 Pozver,m 4" ()I/]] ||'

n—-+o0o n

Demostracion. Tomando como fibrado E medible y df-invariante a todo el fibrado
tangente E = T'M, y aplicando la parte (A) del Teorema 4.4.8, existe el limite sigu-
iente y es igual a x,,(z) para p-c.t.p. z € M:

log su df™ (v v
X (z) = lim gsupgsver, m |ldf" ()|I/|] H'

n—-+4oo n

(4.73)

La funcién logaritmo es creciente, y por la definicién de supremo, tenemos:

log(|ldf" W)II/IIv]}) 108 SuPozver. 1df™ ()l/ o

n n

VO£veT,M.  (4.74)

Por hipétesis el punto x es débilmente regular. Aplicando la Definicién 3.9.2 de pun-
to débilmente regular, para todo 0 # v € T, M existe el siguiente limite, llamado
exponente de Lyapunov hacia el futuro en la direccién de v:

o log(ldr @)1/11])

n—-+o0o n

(

X" (z,v) =
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Juntando esta igualdad con la desigualdad (4.74) y la igualdad (4.73), resulta:
log(lldf™ (@)[I/1lvl)

Ve = iy P
log supg_,er, ar [df" (V)[|/ |0
< s :X¥M($)-

n
Entonces, el mayor exponente de Lyapunov a lo largo de la 6rbita de x es menor o igual
que X4,,(x). Pero por la partes (a), (b), (c) del Teorema 4.5.1, existen direcciones
0 # v € B! (en el primer subespacio de Oseledets), tales que el exponente de Lyapunov
en la direccién v coincide con x;,,(z). Concluimos que x;,,(z) es igual al mayor
exponente de Lyapunov en las direcciones de T, M. O

4.6. Teorema Ergédico Multiplicativo
(Oseledets)

Recordamos la definiciéon 3.9.6 de puntos Lyapunov regulares y el enunciado del Teo-
rema 3.9.8 de Oseledets:

El conjunto R de puntos Lyapunov regulares para f es medible y tiene probabilidad
total. Ademds, los exponentes de Lyapunov son funciones medibles del punto x € R.
Vamos a generalizar este resultado introduciendo la siguiente definicion:

Definicién 4.6.1. .
Puntos Lyapunov regulares para un fibrado
Sea E un subfibrado vectorial medible y df-invariante de T'M; es decir:

dfac(Ez) - Ef(m) Ve M,

tal que dim(F,) > 1 para un conjunto de puntos x € M con probabilidad total.
Decimos que © € M es un punto Lyapunov regular para el fibrado E si existe un
splitting

E, = &7 E;

en k(r) > 1 subfibrados E! tales que para todo 0 # v € E! existen, reales, los
siguientes limites para el futuro y para el pasado, y coinciden entre si:

i o lldfzoll _
im ——— =

n—=+oo n

Xi(z)

Ademss, x;(x) # x;(z) para todo i # j € {1,...,k(z)}. Entonces siempre se pueden
ordenar los subfibrados de forma que

X1(2) > x2(®) ... > Xi(a) ().

Los ntimeros x;(z) se llaman exponentes de Lyapunov para el subfibrado E, de (la
6rbita del) punto Lyapunov regular z. Los subespacios Ei se llaman subespacios de
Oseledets de E,.
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Teorema 4.6.2. .

Teorema Ergédico Multiplicativo (versién diferenciable)

Sea f € Diﬁl(M) un difeomorfismo en una variedad compacta riemanniana M.
Sea E un subfibrado vectorial df -invariante, medible y tal que dim(E) > 1 para un
conjunto de puntos con probabilidad total.

Entonces:

(a) El conjunto R de puntos Lyapunov requlares para el fibrado E es medible, y los
exponentes de Lyapunov son funciones medibles del punto x € R

(b) El conjunto R de puntos Lyapunov regulares para el fibrado E tiene probabilidad
total: es decir u(R) =1 para toda medida de probabilidad p que sea f-invariante.

Antes de demostrar el Teorema Ergédico Multiplicativo 4.6.2, veamos su Corolario
inmediato:

Corolario 4.6.3. Teorema de Oseledets.

Sea f € Diﬁl(M). Entonces, el conjunto de puntos Lyapunov requlares (para el
fibrado tangente TM ) es medible, tiene probabilidad total, y las funciones exponentes
de Lyapunov son medibles.

Demostracion. Basta aplicar el Teorema 4.6.2 al caso particular en que el fibrado
medible F invariante dado es T'M, es decir el subespacio F, es todo espacio tangente
T, M para todo x € M. O

4.6.4. Demostracion del Teorema Ergédico Multiplicativo 4.6.2

Demostracion. En realidad la verdadera dificultad en la la demostraciéon del Teorema
de Ergddico Multiplicativo fue resuelta en la prueba del Teorema 4.5.1 de la seccién
anterior, en que probamos la existencia de un primer subespacio de Oseledets con
exponente de Lyapunov maximo, y la de su subespacio invariante complementario.
Ahora solo resta mostrar como se pega el Teorema 4.5.1 con el enunciado del Teorema
Ergédico Multiplicativo:

Paso 1. Aplicando el Teorema 4.5.1, existe un primer subfibrado medible E' C F
definido para todo x € M (primer subfibrado de Oseledets), que es no nulo u-c.t.p.
para cualquier 4 € M, que es df-invariante y tal que para todo 0 # v € E. (para p-
c.t.p. ¢ € M) existe, y no depende de la direccién v, el exponente de Lyapunov x1(z).
Ademis el Teorema 4.5.1 afirma que existe un subfibrado medible F'', complementario
E! en el fibrado dado E (E. & F! = E, para todo x € M), df-invariante y tal que
para todo 0 < v € F} (para p-c.t.p. # € M para toda u € My), si existe exponente
de Lyapunov, entonces este es estrictamente menor que x1(z).

Como E! es subfibrado medible, el conjunto A! de puntos z donde E! # {0}, es
medible.

Ademas el teorema 4.5.1 demuestra que el primer exponente de Lyapunov y; es una
funcién medible.

En todo punto € M sucede uno de los siguientes dos casos: o bien E! = E,, o
bien E. # E,. En el primer caso, el punto z satisface la definicién de ser Lyapunov
regular para el fibrado dado E, con un splitting de Oseledets trivial E! = E, y un
tnico exponente de Lyapunov. El conjunto de estos puntos es medible, pues es aquel
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donde el subfibrado medible complementario F'! es nulo (ya que E. @ F! = E, para
todo z € M). Denotando By = {x € M : F! # {0}}, en resumen tenemos:

V x € Ay \ By, z es Lyapunov regular

con un splitting
E,=E} dim(E})>1,

y un tnico exponente de Lyapunov x;.
Ademas:
Ay, By son medibles y u(A41) =1 V p e M.

Paso 2. En el segundo caso, si el conjunto de puntos x € By C A; donde F} # {0}
tiene probabilidad nula (es decir p(B1) = 0V p € My), entonces no hay més nada
que demostrar ya que el conjunto R de puntos Lyapunov regulares es Aj.
Si existe alguna medida de probabilidad p € M tal que u(B;1) > 0, tomamos ahora
el subfibrado F' en el rol de E. Aplicando de nuevo el Teorema 4.5.1 a F!, en vez
de E, existe, para todo x € B!, un subfibrado medible E? C F' y df-invariante
(segundo subfibrado de Oseledecs), tal que para p-c.t.p. x € B! es E? # {0} para
toda p € M para la cual p(By) > 0. Ademds, el Teorema 4.5.1 afirma existe el
exponente de Lyapunov y» en toda direccién no nula de E? p-c.t.p. y que X2 es una
funcién medible.
El conjunto

Ay C By

de puntos x € B; donde E? # {0} es medible, pues el subfibrado E? es medible y
tiene probabilidad 1 para toda u € M/ para la cual p(B;1) > 0. Por la propiedad
demostrada en el Teorema 4.5.1 para el complementario F'! del primer subfibrado de
Oseledets:

X1 > X2

(porque E? C F'). Adem4s, el Teorema 4.5.1 afirma la existencia del subfibrado
medible F2, complementario de E? en F! (i.e. F! = E? ® F?, definido para todo
punto x € By, tal que si para alguna direccién no nula de F? existe el exponente de
Lyapunov, entonces éste exponente debe ser estrictamente menor que yo.
Distinguimos dos casos para todo punto x € By: o bien E? = F!, o bien E? # F'. En
el primer caso FZ = {0} ya que E2 @ F? = F!. El subconjunto de los puntos = € B;
en este primer caso, es medible, ya que es el complemento en el conjunto medible By
del conjunto By := {z € By : F2 # {0}},y F?, por el Teorema 4.5.1, es un subfibrado
medible. En resumen, en este primer caso del segundo paso, tenemos:

V€ (Ay\ Ba) C By, x es Lyapunov regular

con splitting
E,=E.®E? dim(EL?) >1

y dos exponentes de Lyapunov respectivos

X1 > X2-
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Ademis:
Ay, By son medibles y u(As) = p(B1) ¥V ue Mjy.

Paso (i + 1)-ésimo En el segundo caso del paso anterior i-ésimo, si el conjunto
medible B; = {x € M : F! # {0}} tiene medida p nula para toda p € My, no hay
mas nada que probar ya que el conjunto R de puntos Lyapunov regulares es

(A1 \ B1)U (A2 \ B2)U...(4;\ B))

Si u(B;) > 0 para alguna medida 1 € M tomamos el subfibrado F*, complementario
del subespacio de Oseledets E* construido en el paso anterior i-ésimo. Usando F? en
el rol de E para aplicar el Teorema 4.5.1, deducimos que existe, para todo x € B, un
subfibrado medible E**! C F*, df-invariante (i + 1-ésimo subfibrado de Oseledecs),
tal que para p-c.t.p. x € B es E't! £ {0} para toda y € M para la cual u(B;) >
0. Ademss, el Teorema 4.5.1 afirma existe el exponente de Lyapunov y;i1 en toda
direccién no nula de B! p-c.t.p. y que y;4+1 es una funcién medible.

El conjunto

A1 C B

de puntos z € B; donde E‘T! #£ {0} es medible, pues el subfibrado E**! es medible
y tiene probabilidad 1 para toda u € M para la cual u(B;) > 0. Por la propiedad
demostrada en el Teorema 4.5.1 para el complementario F* del subfibrado de Oseledets
anterior:

Xi > Xi+1
Ademss, el Teorema 4.5.1 afirma la existencia del subfibrado medible F*!, comple-
mentario de B! en F* (i.e. F* = E'1 @ F**L definido para todo punto x € B;.
El conjunto de puntos = € B; tal que E*T! = F?, es medible, ya que es el complemento
en el conjunto medible B; de B, 41 := {x € B; : Fit! #£{0}},y F'™!, por el Teorema
4.5.1, es un subfibrado medible. En resumen, en este paso i + 1, tenemos:

Va € (Aij41 \ Biy1) C B;, x es Lyapunov regular

con splitting
E,=E.®FE* . . oE ¢E*',

dimEL- i+ > 1,

e i + 1 exponentes de Lyapunov respectivos, todos diferentes:

X1> X2 > oo > Xi > Xit1-

Ademas:
Ait1, Big1 son medibles y pu(Aip1) = p(B;) ¥V € My.

Paso final Como en cada paso se construye un subespacio de Oseledecs nuevo, L.I.
con los anteriores, y siempre de dimensién mayor o igual que 1, pero la variedad M
tiene dimension finita, el proceso anterior debe terminarse después un nimero finito
k de pasos. Concluimos que:
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El conjunto R de puntos Lyapunov regulares es la siguiente unién de conjuntos dis-
juntos dos a dos:

R:(Al\Bl)U(AQ\Bg)U...U(Ai\Bi)U...UAk.

R es medible pues cada A; y cada B; lo es. R tiene probabilidad total, pues 4;11 C By,
y para toda p-invariante p(A;y1 \ Biy1) = 1. (Mds precisamente, se observa que
R = A; y ya desde primer paso tenfamos que pu(A4;) =1).

Las funciones exponentes de Lyapunov y; obtenidas en cada paso, son medibles por
aplicacién del Teorema 4.5.1. Con esto termina la demostracién del Teorema Ergédico
Multiplicativo 4.6.2. O



Capitulo 5

Atractores topologicos y
ergodicos

5.1. Atractores topolégicos

A lo largo de esta seccién f : X — X es una transformacién continua en un espacio
métrico compacto X.

Definicién 5.1.1. Estabilidad Lyapunov y orbital.
Sea K C X un conjunto compacto no vacfo invariante por f (es decir f~}(K) = K.)
K se dice orbitalmente estable (hacia el futuro) si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

dist(p, K) < § = dist(f"(p),K) <e Vn>0.
K se dice Lyapunov estable (hacia el futuro) si para todo € > 0 existe § > 0 tal que
dist(p, K) <0 = Jqe K tal que dist(f"(p), ["(q)) <€ Vn>0.

De las definiciones anteriores se deduce que si K es Lyapunov estable, entonces es
orbitalmente estable. Sin embargo el reciproco no es cierto en general.

Definicién 5.1.2. Atractor topolégico I
Un atractor topoldgico es un conjunto K compacto y no vacio tal que
1) K = f~1(K) = f(K).
2) Existe un abierto V' O K, llamado cuenca local de atraccion topoldgica de K, tal
que

lim dist(f"(z),K)=0 VzeV. (5.1)

n—-+o0o

Consideramos, de particular importancia, los atractores topolégicos que sean orbital-
mente estables (para los cuales daremos una definicién equivalente en 5.1.10).
Un atractor topolégico K se llama minimal (como atractor topoldgico) si el tnico
compacto no vacio K’ C K que cumple 1) y 2) es K’ = K.

139
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Observacién 5.1.3. Muchos autores requieren ademds de las condiciones 1) y 2), que
el compacto no vacio K sea orbitalmente estable o Lyapunov estable, para llamarse
atractor topolégico. La condicién de estabilidad orbital en la Definicién 5.1.2 no es
redundante con las otras dos condiciones 1) y 2). En el ejemplo 5.1.8 parte (B), se
muestra un conjunto compacto {pg} formado por un solo punto fijo pp que cumple
las condiciones 1) y 2) de la definicién 5.1.2, pero que no es orbitalmente estable.

Ejemplo: En el capitulo 1 vimos que toda 6rbita periédica hiperbdélica tipo pozo (de
un difeomorfismo f : M +— M en una variedad M), es un atractor topoldgico.

Ejercicio 5.1.4. Probar que una 6rbita periédica hiperbélica tipo pozo es un atractor
topolégico Lyapunov estable.

Ejercicio 5.1.5. (a) Sea f : M — M un homeomorfismo transitivo en una variedad
compacta M. Probar que M es un atractor topoldgico y que es minimal (como atrac-
tor topoldgico). Deducir que M es el tnico atractor topoldgico. Sugerencia: De la
transitividad deducir que existe alguna 6rbita futura densa en M. Para probar que
M es minimal como atractor topolégico y el tnico atractor asumir que K C M es un
atractor topoldgico. Su cuenca local de atraccion topolégica V' contiene algin punto
x de una érbita futura densa. Probar que la érbita futura de x es densa. Usando la
definicién de atractor, probar que el omega-limite de x para cualquier z € V debe
estar en K. Deducir que K = M.

(b) Probar que el tinico atractor topoldgico del autormorfismo lineal f = ( ? 1 )
en el toro T? es todo el toro.

Ejercicio 5.1.6. Sea K C X un atractor topolédgico. Sea en K la topologia inducida
por su inclusion en el espacio métrico X. Suponga que existe x € K tal que la d6rbita
futura de = es densa en K. Demostrar que K es minimal como atractor topolégico.

Ejercicio 5.1.7. Sea X C R? ~ C un disco compacto de centro en el origen y radio
1 < 7 < 2. Consideremos en X coordenadas polaresp = pe’? € X 1 (p,¢): 0<p <
r, 0<¢ <27 Sea f: X +— X el homeomorfismo dado por las siguientes ecuaciones

f(p) = f(pe'¥) = pxe'?*, donde

p*:p(43 P —pta
donde a es una constante 0 < a < 27.
(a) Dibujar algunas de las drbitas y probar que la circunferencia K de centro en
el origen y radio 1 es un atractor topolégico Lyapunov estable. (Sugerencia: ver la
demostracién de que K es atractor topoldgico en el ejemplo 5.1.8).
(b) Probar que si a/(2m) es irracional entonces K es minimal como atractor topolégico.
(Sugerencia: usar el ejercicio 5.1.6)

(c) Sia/(2m) es racional, jes K minimal como atractor topolégico?
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Ejemplo 5.1.8. .

Sea X C R? ~ C el disco compacto de centro en el origen y radio 1 < 7 < 2, como en
el ejercicio 5.1.7.

(A) Sea, en coordenadas polares, el siguiente homeormorfismo f:

f(p) = f(pe'?) = p*e" donde

«_ pPl—p *
p:7(3 ), r=p+(p-1)

Tenemos p* — 1 = (3 — p)(p —1)/3. Luego [p* — 1| < Ap—1|sip > 3-(1—N)
donde 0 < \ < 1. Entonces, por induccién en n se deduce que lim,, o [p(™ — 1| =0
donde p(™ es la distancia al origen de f™(p) para cualquier p # (0,0). Deducimos
que la distancia de f"(p) a la circunferencia K de centro 0 y radio 1 tiende a cero
con n — 400, para cualquier punto inicial 0 # p € X. Ademds p* = 1si p =1, de
donde p™ = 1 si p(® = 1. Entonces la circunferencia K de centro en el origen y
radio 1 es invariante por T' y por lo probado antes dist(f™(p), K) — 0. Luego K es
un atractor topoldgico de acuerdo con la definicién 5.1.2. Ademds K es orbitalmente
estable porque |p* — 1| < |p — 1|. Entonces |p(™ — 1| es decreciente con n si p # 0.
Luego, la distancia de f™(p) a la circunferencia K decrece con n. Por lo tanto, es

menor que € > 0 si inicialmente es menor que § = €. Esto prueba la estabilidad orbital
de K.

Figura 5.1: Algunas 6rbitas del Ejemplo g en 5.1.8 (B). El punto 1 es fijo, es un
atractor topolégico no orbitalmente estable
(B) Sea ahora g : X +— X dado por las ecuaciones

g(p) = f(pe'?) = p*e¥”, donde

4—
p*:u7 90*:()0(2—£) para ¢ € [0, 2m).
3 2T

En la figura 5.1 se representan algunas de las érbitas. Como en la parte (A), se prueba
que la circunferencia K de centro en el origen y radio 1, es un atractor topolédgico
orbitalmente estable. Ademds, si graficamos ¢* en funcién de ¢ para todo ¢ € [0, 27],
observamos que es creciente, con puntos fijos en 0 y 27, siendo 0 repulsor (a la derecha
de 0) y 27 atractor (a la izquierda de 27). Entonces, si ¢(™) es el &ngulo en coordenadas
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polares del punto f™(p), para p = pe'®, se tiene que lim,,_, ;o ©™ = 27 ~ 0. Luego,
en este ejemplo, 1 = 1e2™% es un punto fijo, y lim,, .1 f™(p) = 1 para todo p # 0.
Entonces {1} C K también es atractor topoldgico segun la definicién 5.1.2. Pero {1}
no es orbitalmente estable: Por un lado 1 es un punto fijo, por lo tanto, si {1} fuera
orbitalmente estable, toda orbita futura con punto inicial p suficientemente cercano
a 1, deberia mantenerse arbitrariamente cerca de 1. Consideremos la érbita futura
0:={f"(p)}tn>o por 0 # p = pe'? ¢ K con 0 < ¢ < § (para § > 0 suficientemente
pequefio). Aunque o se acerca a K cuando n crece, y ademds lim,, f™(p) = 1, el dngulo
©(™ (esto es la coordenada angular de f"(p) en polares) no se mantiene a distancia
menor que € > 0 de 0. Dicho de otra forma, la érbita {f"(p)},, para algunos n > 1,
se aleja del punto fijo 1 mds que una constante positiva (digamos 1/6, si 6 > 0 es
suficientemente pequeno), aunque finalmente tiende a 1 cuando n — 400 (ver Figura

5.1).

El siguiente resultado da una caracterizaciéon de los atractores topoldgicos orbital-
mente estables. Debido a este resultado algunos autores definen atractor topolégico
agregando, a las condiciones 1) y 2) de la Definicién 5.1.2; la condicién de que sea
orbitalmente estable.

Proposicion 5.1.9. .

Caracterizacion de atractores topolégicos orbitalm. estables
Sea f: X — X un homeomorfismo en un espacio métrico compacto X .
(a) SiV es un abierto no vacio tal que f(V) CV y si

+oo
K= (), (5.2)
n=0

entonces K es compacto no vacio, es un atractor topologico orbitalmente estable y V'
es cuenca local de atraccion de K.

(b) Reciprocamente, si K es un atractor topolégico orbitalmente estable, entonces
existe un abierto V que es cuenca local de atraccién de K, tal que f(V) C V' y

K =N,2f"(V).

Demostraremos la Proposicion 5.1.9 méds abajo en esta seccién. Antes veamos sus
consecuencias:

Definiciéon de conjunto maximal invariante: Si K es compacto invariante no
vacio que satisface la igualdad (5.2) para un abierto V' O K, entonces K se llama
conjunto mazimal invariante (hacia el futuro) de V.

La Proposicion 5.1.9 justifica la siguiente definicién:

Definicién 5.1.10. Atractor topoldégico II

Sea f : X +— X es un homeomorfismo en un espacio métrico compacto X . Un subcon-
junto no vacio, compacto e invariante K C X se llama atractor topolégico orbitalmente
estable o también atractor topoldgico mazximal invariante si existe un entorno abierto
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V O K, llamado cuenca local de atraccion topoldgica de K, tal que

+oo
fV)cv, y K=[)fW).
n=0

Demostraciéon de la Proposicién 5.1.9

Demostracion. (a) Como f(V) C V' y f es un homeomorfismo, tenemos, por induc-
cién:
vy c frr vy c fM(V)VneN.
K =n2f"(V) =V (2" (V)) c V(2 fr(v)) =
=M (V) c Mz (V) = K.

Luego, todas las inclusiones anteriores son igualdades y tenemos

o0 +N
K=, Ofrv=mMw), (frV)=F(V)VN=>L

n=1

Por la propiedad de intersecciones finitas no vacias de compactos, deducimos que K
es compacto no vacio. Ademas

FHE) =M (V) =mSfr(V) =VnK =K,

pues, por construccién K C V. Hemos probado que K es compacto no vacio e invari-
ante con f.
Para ¢ > 0, denotamos B.(K) := {z € X : dist(z, K) < €}.

Afirmacién A: Para todo € > 0 existe N > 1 tal que fN(V) C B.(K).

Por absurdo, si existe € > 0y para todo n > 1 existe x,, € f*(V) tal que dist(z,,, K) >
€, entonces tomando una subsucesién de {x,} convergente a un punto z, tenemos
dist(z, K) > €. Ademés z € fN(V)V N > 1 (pues 2y € fN(V) = nd_, f(V), de
donde z,, € fN(V) para todo m > N). Entonces z € Ny>1fN(V) = K, lo cual
contradice que dist(z, K') > e. Hemos probado la afirmacién A.

Para probar que K es un atractor topoldgico, y que V' es cuenca local de atraccién
de K, basta probar que si y = lm; . f™(x) para algin z € V y para algu-
na subsucesién n; — 400, entonces y € K. En efecto para todo € > 0, tenemos
dist(y, f7(V)) < e para todo j suficientemente grande. Luego, usando la afirma-
cién (A), como f (V) C B.(K) para todo n; suficientemente grande, deducimos:
dist(y, K) < 2e. La desigualdad anterior vale para todo € > 0. Entonces dist(y, K) = 0;
es decir y € K, como queriamos demostrar.

Ahora resta probar que K es orbitalmente estable. Dado € > 0 sea N > 1 como en la
afirmacién (A). Siendo f un homeomorfismo, f¥ (V) es abierto. Ademas K C f (V)

porque K := (5o fN(V). Como K es compacto, existe § > 0 tal que Bs(K) C
fN(V). Si z € Bs(K) entonces, para todo m > 0 se cumple f™(z) € f™(Bs(K)) C
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(N WV)) c fmtN(V) € fN(V) C Be(K). Hemos probado que si dist(z, K) < §
entonces dist(f"(x),K) < e para todo m > 0. Luego K es orbitalmente estable,
terminando la demostracién de la parte (a).

(b) Sea K un atractor topolégico orbitalmente estable y sea V' un abierto que es
cuenca local de atraccién de K, segin la condicién 2) de la Definicién 5.1.2. Sea € > 0
tal que

B, (K) C V/,
donde B.(K) := {x € X : dist(z, K) < €}. Por la definicién de estabilidad orbital
de K existe 0 < 6 < e tal que f™(B2s(K)) C Bc(K) para todo m > 0. Como
Bs(K) C Bys(K), tenemos

J™(Bs(K)) C B(K) ¥Y'm > 0.

Afirmacién (B): Existe N > 1 tal que

f™(x) € B(K)Ym >N, ¥Ya &€ By(K).

En efecto, como B (K) C V' y V' satisface la condicién 2) de la Definicién 5.1.2,
para cada r € Ba.(K) existe N, > 1 tal que dist(f"=(z), K) < §. Como f es continua,
existe un entorno abierto U, de x tal que dist(f™=(y), K) < 6 paratodo y € U,. Siendo
By (K) compacto, existe un subcubrimiento finito {Us,,Us,,...,Us, }. Deducimos

que para todo y € Ba (K) existe N, > 1 tal que dist(fNei(y), K) < §. Por la
construccién de § deducimos que dist(f™(y), K) < € para todo m > N,,. Luego, si
N = méx{N,, : 1 <i < h}, se cumple f™(y) € B.(K) para todo m > N y para todo

y € By (K), terminando la prueba de la Afirmacién (B).

Definimos el abierto V' de la siguiente manera:
V=B, (K) U f(Be(K)) U f*(Be(K)) U
U fA(Be(K)) U ... U fY(Bey(K)),

donde ei:—e(1—|—2LN><2e vV 0<i<N.

Probemos que f(V) C V. En efecto, por un lado si 0 < i < N — 1 entonces

F(F{(B,(K))) € fFH(Be, (K)) € f7(Be,, (K)) C V.

Por otro lado, si « = N entonces

FFN (Bey (K))) € F(fN(Bae(K)) = fY T (Bac(K)) € Be(K) C V,

debido a la construccién del natural N segin la afirmacién (B).
Ahora probemos que V' es cuenca local de atraccién de K. Sea =z € V. Entonces
x € f{(Bae(K)) paraalgin 0 < i < N, es decir z = f(y) paraalgtiny € By (K) C V',
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donde V' es por hipdtesis una cuenca local de atraccién de K. Entonces, por la
propiedad 2) de la Definicién 5.1.2, tenemos lim,, , o dist(f™(y), K) = 0. Luego

lim dist(f™(z), K) = h’r}rl dist(f™ "(y), K) =0 Yz €V.

m——+o00

Hemos probado que V' satisface la condicién 2) de la Definicién 5.1.2. Entonces, por
definicién V' es cuenca local de atraccién topoldgica de K.

Para terminar la demostracién solo falta probar que K = N7 f*(V). Por un lado
como f(K) = K (porque por hipdtesis K es invariante con f), y como K C V por
construccién, entonces K = f*(K) C f*(V) paratodon > 0. Luego K C N9 (V).
Ahora probemos la inclusién opuesta. Sea y € ﬂ:{i% f™(V). Entonces

Vn>1 3 a2, € f(V)tal quey = f" (z,).
Sea x el limite de una subsucesién convergente de {z,,} C f(V), es decir

r= lim x,, n;— 4oo.
jotoo

Tenemos z € f(V) C V.

Dado € > 0, por la estabilidad orbital de K, existe ¢’ > 0 tal que f"(Bs (K)) C
B./(K) para todo n > 0. Como V es cuenca local de atraccién de K, y z € V,
deducimos que existe N tal que dist(f™(z), K) < ¢ V m > N, en particular

dist(fN (z), K) < ¢'.
Por la continuidad de fV, existe un entorno abierto U, de x, tal que
dist(fN(2),K) < 8" V¥ z € U,.
Por construccién del punto z, z,,; € U, para todo j suficientemente grande. Luego:
dist(fN (2,,), K) < ¢’ V j suficientemente grande.

Por la construccién del ntimero §’ a partir de la estabilidad orbital de K, deducimos
que
dist(f™(xp,), K) <€ ¥V m > N.

Luego, en particular, para m = n; — 1, si elegimos j suficientemente grande tal que
nj Z N + 1,

tenemos
dist(f™ " (xy,), K) < €.

Por construccién de la sucesién {z,} tenemos y = f"f_l(xnj). Deducimos que
dist(y, K) < €. Como € > 0 es arbitrario, concluimos que y € K como querfamos
demostrar. (|
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5.2. Cuenca global de atraccién topoldégica

Definicién 5.2.1. Cuenca global de atraccién topolégica

Sea f: X +— X continua en un espacio métrico compacto X. Sea K C X (no vacio,
compacto e invariante) un atractor topolégico segin la Definicién 5.1.2. Se llama
cuenca de atraccion topoldgica (global) de K al siguiente conjunto:

CK)={zeX: ngrfoodist(f"(:zr),K) =0}. (5.3)

Nota: Dado un compacto K no vacio e invariante cualquiera, aunque el conjunto C'(K)
construido mediante la igualdad (5.3) resulte no vacio, en general no se llama a este
conjunto “cuenca de atraccion topoldgica’de K, si K no es un atractor topoldgico.
Es decir, cuando se usa el nombre “cuenca de atraccién topoldgica”, previamente
sabemos que K satisface todas las condiciones de la Definicion 5.1.2, en particular la
condicién 2) de existencia de un entorno abierto de K contenido en la cuenca global
de atraccién topoldgica.

Proposicion 5.2.2. .

Propiedades de la cuenca global de atraccion topolégica.

Sea f : X — X continua en un espacio métrico compacto X. Si K C X es un
atractor topoldgico, entonces su cuenca (global) de atraccidn topoldgica C(K), tiene
las siguientes propiedades:

(a) C(K) es abierto y no vacio.

(b) C(K) es invariante con f, es decir f~1(C(K)) = C(K).

(c) K cC C(K).

Como consecuencia de (a) y (b) si X es conexo, entonces o bien K = X (en cuyo caso
C(K) =K = X), o bien la cuenca de atracciéon C'(K) contiene propiamente a K (no
coincide K con su cuenca).

Demostracion. (b) Sixz € C(K) entonces, por la igualdad (5.3):
lim,, 1 oo dist(f™(x), K) = 0. Luego,

It _dist(f"(f(x)), K) = lin_dist(/"7(f(2)), K) =

n—-+4oo
= lfIJIrl dist(f"(x), K) = 0.

Esto muestra que f(z) € C(K) para todo z € C(K). Hemos probado que f(C(K)) C
C(K), o lo que es lo mismo, C(K) C f~}(C(K)).
Sea ahora y € f~'(C(K)). Entonces f(y) = x € C(K). Luego, para todo n > 0
tenemos f"(x) = f"T1(y). Entonces:

lim dist(f™(y), K) = lfm dist(f" " (y), K) =

n—-+4oo
= lfIJIrl dist(f"(x), K) = 0.

Se deduce que y € C(K) para todo y € f~1(C(K)), probando que f~1(C(K)) C
C(K).
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(a) y (c) Por hipétesis K es un atractor topolégico. Entonces existe V' O K abierto,
cuenca local de atraccién topoldgica de K, de acuerdo a la condicién 2) de la Definicién
5.1.2. De la definicién de C'(K) en (5.3), junto con la igualdad (5.1), tenemos V' C
C(K), probando que K C C(K) y, por lo tanto, C'(K) es no vacio. Si z € C(K),
entonces lim,, dist(f"(x), K) = 0. Como V es un entorno abierto de K, deducimos
que existe N > 1 (que depende de z € C(K)), tal que

fz)eV ¥ n>N.

En particular, la afirmacién de arriba vale para n = N. Luego, por la continuidad de
f vy la apertura de V, existe un entorno abierto U, de z tal que

fN(x)eV ¥V zeU,.

Como V C C(X), deducimos que f¥(U,) € C(X), o dicho de otra forma U, C
FN(C(X)) = C(X). Luego C(X) es abierto. O

Proposicion 5.2.3. Sea f : X — X continua en un espacio métrico compacto X.
Sea K C X un atractor topoldgico con cuenca global de atraccion topoldgica C(K).
Entonces:

(a) Ewristen medidas de probabilidad invariantes para f|c(k)-

(b) Euzisten medidas de probabilidad ergédicas para flc (k-

(c) Toda medida de probabilidad invariante para f|c (k) estd soportada en el atractor
K (es decir p(K)=1).

Demostracion. (a) y (b) Consideremos f|x : K — K. Es la restriccién al atractor
K c C(K) de flek) : C(K) +— C(K). Como f es continua y K es compacto, en-
tonces, por lo demostrado en el capitulo 1, existen medidas de probabilidad invariantes
para f|x, y también existen medidas de probabilidad ergddicas para f|x. Tomemos
una de estas medidas v invariante para f|x. Definamos la medida de probabilidad
en los borelianos B de C(K) de la siguiente forma:

w(B):=v(BNK) ¥V BC C(K) boreliano .

(Observar que u(C(K)) = v(C(K)NK) = v(K) = 1, porque K C C(K).) Veamos que
la probabilidad p es invariante para f|c(k). Sea B C C(K) un boreliano cualquiera:

p(f~H(B)) =v(fHB)NK) =v(f~H(B) N fHK)) =
=v(fTH(BNK))=v(BNK)=u(B),

pues v es invariante con f|x. Ahora veamos que si v es ergddica para f|x entonces u
es ergddica para f|o (k). Sea B C C(K) boreliano tal que f~!(B) = B. Tenemos que
fTYUBNK)=f"YB)nfY(K)= Bn K. Luego, como v es ergédica para f|x, se
cumple ¥(B N K) € {0,1}. Entonces:

w(B) =v(BNK) € {0,1}, lo que prueba la ergodicidad de u.

(c) Sea p un medida de probabilidad invariante para f|c(x). Entonces:
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u(C(K)) = 1. Debemos probar que u(K) = 1 (lo cual implica que pu(C(K)\ K) = 0).
Por el Lema de Recurrencia de Poincaré, u-c.t.p. es recurrente; es decir 2 € w(z) para
p-c.t.p. z € C(K). Para probar que u(K) = 1 basta probar que x € K para cualquier
xz € C(K) tal que z € w(z). Para esto, alcanza demostrar que w(xz) C K para todo
x € C(K). En efecto, por la definicién de omega-limite, si y € w(z) entonces

y= lim f"(z), n; — +oc.
J—+oo
Luego:
dist(y, K) = _h'gl dist(f" (x), K) < limsup dist(f"(z), K).
J—7T o0 n—-+oo

Como z € C(K), por la definicién de cuenca de atraccién topolégica dada en (5.3),
tenemos:

limsup dist(f"(x), K) = h'IJP dist(f"(x), K) = 0.

n—-+oo n—-400
Luego dist(y, K) = 0, o 1o que es lo mismo y € K para todo y € w(x), como queriamos
demostrar. O

5.3. Atractores hiperbdlicos cadticos

En esta seccién consideramos el caso particular en que X = M es una variedad
diferenciable compacta y riemanniana, y f € Diff *(M).

Se llaman atractores hiperbdlicos, a aquellos atractores topolégicos K que estan sopor-
tados en las variedades inestables de un conjunto compacto no vacio (unif. o no unif.)
hiperbdlico A C K. Més precisamente: K es un atractor hiperbdlico si es un atractor
topolégico y existe un conjunto invariante compacto y (unif. o no unif.) hiperbélico
A C K tal que K C J,c, W"(p).

El caso no trivial es cuando la dimensién de estas variedades inestables es mayor o
igual que 1, para p- casi todo punto x € K para alguna medida invariante i, soportada
en el atractor K. Como son variedades inestables de puntos de un conjunto hiperbdli-
co, los exponentes de Lyapunov en las direcciones tangentes a estas variedades (tan-
gentes al atractor) son positivos. Llamaremos a tales atractores topoldgicos, atractores
hiperbolicos cadticos.

La busqueda de variedades inestables que soporten el atractor, es una de las moti-
vaciones mas relevantes de la teoria de sistemas dinamicos diferenciables. Significa
que la dindmica dentro de un atractor topoldgico K (es decir la dindmica de f|x)
puede ser expansiva en el futuro, o en otras palabras, cadtica; por tener exponentes de
Lyapunov positivos. Dicho de otra forma, veamos el caso en que el atractor K sea or-
bitalmente estable (6 Lyapunov estable, respectivamente). La estabilidad orbital (de
Lyapunov, resp.) rige en la cuenca de atraccién C(K). En efecto, por definicién, la
estabilidad orbital (de Lyapunov resp.) tiene significado no trivial solo para las érbitas
de C(K) fuera de K. Sin embargo, no es contradictoria con una dindmica inestable
y expansiva, dada por los exponentes de Lyapunov positivos, dentro del atractor K
(ver Ejercicio 5.3.1).
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El siguiente ejercicio muestra un ejemplo en el que la dindmica dentro del atractor
topolégico es expansiva o cadtica: el atractor estd formado por las variedades inesta-
bles de puntos con exponentes de Lyapunov positivos:

Ejercicio 5.3.1. Atractor Solenoide (Smale-Williams)
Sea S C R? el toro sélido compacto, definido como la imagen en R3 de la siguiente
parametrizacién con tres pardmetros reales (en coordenadas cilindricas)

(r,,0) €10,a] x [0,27] x [0, 27],
donde 0 < a < 1/2 es una constante real:

x = (r—1/2)cosfcosp
= rcosfsenyp

z = rsenf

(a) Interpretar el significado geométrico de los pardmetros (r, ¢, #) en R? y dibujar el
toro sélido S. (Sugerencia, dibujar primero el disco circular de radio a en el plano xz
(es decir el plano {¢ = 0}). Luego, observar que S es el sélido de revolucién que se
obtiene haciendo girar ese disco alrededor del eje de las z).

(b) Sea f : S ~— int(S) continua, tal que lleva cada disco circular D, que se ob-
tiene cortando S con el plano ¢ constante, en un disco circular f(D,) de radio a/4,
contenido en la seccién Ds,, de modo que f|p, = fz o fa o fi donde:

e f1 es una rotacién con eje z de dngulo ¢ (esto implica que fi(D,) = Day; cuando
escribimos 2¢ nos referimos a este dngulo médulo 27).

e f> es una homotecia de razén 1/4 que lleva el centro del disco Da, al punto, en el
interior de Da,,, con pardmetros (a/2,2¢,0)

e f3 es una rotaciéon de dngulo ¢ alrededor del eje perpendicular al plano del disco
D5, que pasa por el centro del circulo Da,,.

Verificar que f : S +— f(S) es inyectiva, y que f(S) es un compacto contenido en el
interior de S. Dibujar f(S). Sugerencia: f(S) da dos vueltas alrededor del eje de las
z. Ver por ejemplo [Pi 2007, Figure 1].

(c) Sea K = (1,5 f"(S) el atractor topoldgico con cuenca local de atraccién S. Sea,
para cada N > 0 el compacto Ky = ﬂﬁ;o f™(S). Sea Ay = Kn N {(r,p,0) € S:
¢ = 0}. Dibujar Ay, Ao, K1, Ko, y probar que Kyy1 C int(Ky) para todo N > 0.
(Sugerencia: induccién en N).

(d) Para cada punto p € K se define la variedad inestable de p del siguiente modo:

W*(p) =

={geS:3 /M@ eSYn=0y lim dist(f"(q), /" (p)) = 0}.
n—-1+0oo
Probar que W"(p) es una variedad inmersa en R? de dimensién 1. Sugerencia: Fijar
un punto cualquiera ¢ € W*(p). No es restrictivo asumir que la coordenada ¢ de ¢
es cero. Usando las secciones Ay definidas en la parte (c¢) probar que la componente
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conexa de la interseccién de W*(p) con un entorno pequeno de punto g en R3, es un
arco diferenciable.
(e) Probar que el atractor K es:

K= W“®).

peK

(f) Probar que K es un atractor topolégico cadtico. Esto significa que para alguna
medida invariante p soportada en K, para p-c.t.p. p € K y para toda direccion
tangente inestable 0 # v € T,,(W*(p)) = T,(K) el exponente de Lyapunov de v hacia
el futuro es positivo. Alcanza con probar que:
log ||df™ (v
o Tog ()]

n—-+4oo n

>log2>0 VpeK, VO0#£veT,(Wp)).

(Sugerencia: probar que ||df,(v)||/||v]] > 2 para todo p € K y para todo 0 # v €
T,(W*(p))-)

El siguiente ejemplo muestra, ademéds del atractor solenoide expuesto en el Ejercicio
5.3.1, otro atractor topolégico formado por la clausura de la variedad inestable de un
conjunto hiperbdlico.

Ejemplo 5.3.2. Herradura de Smale en el disco

Sea T : [0,1]? C R? — T'([0,1]?) C R? la herradura de Smale lineal, definida en 3.5.1.
Sea el “disco "rectangular D = [0,1] x [-3,3] C R%. D es homeomorfo a un disco
compacto. Ver Figura 5.2. Tenemos

[0,1]> C D.

Denotamos
D= D1 UQU DQ, donde

Dy ={(z,y) €D:y< -2}, Do={(z,y)€D:y>2}, ¥y
Q={(z,y) € D:-2<y <2} Luego: [0,1]> C Q, int(Q)\[0,1]* # 0.

Sea f: D f(D) C int(D) un difeomorfismo construido como se describe a contin-
uacién (ver Figura 5.2):
[ =20 f1, donde
1
fi:D— fi(D) CR? tal que fi(w,y) = (5, 5y) ¥ (@) € D,
f2: f1(D) — f(D) C int(D) tal que

® f2|f,(p,) es una traslacién compuesta con la transformacion lineal (z,y) — (z,y/10),
tal que

f(D1) = f20 fi(D1) C int(Dy).
® f2|f,(p,) €s una traslacién compuesta con la transformacién lineal (z,y) — (—z, —y/10),

tal que
f(D2) = fao fi(D2) Cint(D1), f(D1)Nf(D2) =0.
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y B f(D) C int(D)
D=D,UD,UQ qDZ) 3 ~
_ [orea Qi
3 \\
D2 f1 2 \\\
2 N Y
1 A H N
[0,1] e A
. N § P
: \ : a
D, I TR R — — ey e
3 f(D,) - L1 (D)
X f1“31) -3\ >
N

Figura 5.2: Herradura de Smale en el disco D (las escalas estan deformadas).

e f(Q) = f20 f1(Q), tal que f restringida al cuadrado [0, 1]? C int(Q) es la transfor-
maciéon T' definida en la Seccién 3.5:

Floa = fao filpae =T 0,12 = T([0, 1)) C int(Q U D).
e fI(Q\]0, 1]2) es tal que
{peQ\[0,1>: I f"(p)€Q\[0,1]*V n>0}=0.

(a) La construccién anterior puede realizarse de modo que f sea un difeomorfismo
sobre su imagen, a pesar que las férmulas de construccion de f|p,, flp, v fljo,1)2
estan fijas de antemano. Esto es porque D1, Da, [0, 1]? son compactos disjuntos dos a
dos, cuyas imagenes son compactas disjuntas dos a dos.

(b) De la definicién de f|p, se deduce que es una transformacién afin (lineal com-
puesta con una traslacién) cuya matriz asociada es diagonal con valores propios 1/5
y 1/2. Ademds f|p, es continua y f(D1) C intD;. Entonces f|p, es una contraccién
uniforme del conjunto compacto Dy en su interior. Por el teorema del punto fijo de
Banach, existe po = (zo,y0) € int(D1) tal que f(py) = po. Ademds, como los valores
propios de df (pg) son 1/5y 1/2, po es un pozo hiperbdlico. Consideremos su variedad
inestable W"(pg) definida por

W po) ={qeD:3 f™(q)VneNy lim dist(f~"(¢q),po) =0}.

n—-+o0o

Siendo po un pozo, deducimos que W%(pg) tiene dimensién cero. Precisamente

W*(po) = {po} = () /"(D1),

n>0
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(c) Sea A C int([0,1]?) el conjunto compacto maximal invariante de la Herradura de
Smale lineal 7' : [0,1]? +— int(D) (segtin Definicién 3.5.3). Por construccién de A =
Nyez /™([0,1]). Entonces, para todo p € A existe f~"(p) y estd en [0,1]? cualquiera
sea n € N.

Para cada p € A consideramos su variedad inestable W*(p), definida por:

W(p):={aeD:3f"(@¥neNy Ilim dist(f~"(q),f"(p)) =0}
Definimos W*(A), que llamamos variedad inestable del conjunto A por:

W (A) == | W (p).

pEA

Sea W} (A), que llamamos variedad inestable local en el cuadrado [0, 1]? del conjunto
A, definida por:

Wiee(A) == {g € W*(A) = f™"(q) € [0,1]* ¥ n > 0}.
Por construccién
ACWE(N) CWEA) v f"p)€[0,1]>VneZsiysolosipeA.
Ejercicio 5.3.3. En el ejemplo 5.3.2 probar que

Wise(A) = () (0, 1%) = () ([0, 1) ¥

n>0 n>0
N "0 1%) = [0,1% () ( N (Do, 1]2)) VN > 0. (5.4)
n=0 n>N

Deducir que para todo p € A, W} (p) es una subvariedad de dimensién uno.
Probar que W*(A) = U,,»o f"(WE.(A)).
Probar que f(W“(A)) = W“(A)

Del Ejercicio 5.3.3 y teniendo en cuenta que f es un difeomorfismo, deducimos que
W(p) es una variedad inmersa de dimensién uno para todo p € A. En la Figura
5.3 ilustramos graficamente un arco de la variedad inestable global W*(p) para un
punto p € A. Esta subvariedad global se arrolla infinitamente sobre si misma, de tal
forma que resulta imposible dibujarla completamente, pero si puede ser imaginada
mentalmente en su totalidad.

En el Ejemplo 5.3.2 sea Ax el conjunto hiperbdlico definido por

Ax:=A U {po}. (5.5)
Sea W"(Ax) la variedad inestable de A* definida por
We(Ax) = | ) W*(px) = {po} UW™"(A),
pxEAx

donde pg es el pozo construido en D C D. En efecto, se que como py es un pozo,
entonces

Wy ={geA™: lm dist(f7"(q), f"(po)) = 0} = {po}.

I
n—-+oo
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Figura 5.3: Arco de la variedad inestable W*(p) por el punto p en el atractor de la
Herradura de Smale.

Proposicién 5.3.4. Sea A* el conjunto hiperbdlico construido por la igualdad (5.5)
en el Ejemplo 5.3.2. Entonces W"(A*) es un atractor topoldgico e int(D) es cuenca
local de atraccion de W™(A*).

Demostracion. Como por construccién f(int(D)) C int(D), aplicando la Proposicién
5.1.9, basta demostrar que

W"(A*) =K = ) f"(D).
n>0
Wu(A*) € Dy fr(W*(A*)) = W¥(A*) para todo n > 0. Luego W*(A*) € f™(D)
para todo n > 0. Luego W*(A*) C K. Ahora demostremos la inclusién opuesta. Sea
P € (),>0 f"(D). Entonces, teniendo en cuenta que f : D — f(D) es inyectiva, para
todo n > 0 existe tnico p, € D tal que

p= fn(pn)a Pn = f(pn-i—l)'

Tenemos D = D; U Do U @, siendo estos tres conjuntos disjuntos dos a dos. Por
construccién de f se cumple f(D1) C int(D1), f(D2) C int(D1), {p: f"(p) €
Q\ [0,12 V n > 0} = 0. Luego, existen solo dos posibilidades para la sucesién de

puntos {pn fn>o0:

Caso 1: Existe N > 0 tal que p,, € [0,1]? para todo n > N.
Caso 2: p, € D; para todo n > 0.

En el Caso 1:

+00
pe () F0.12) = PN (Wi () € W),

m=0

En el Caso 2: N
pE m J™(D1) = {po}-
m=0
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Hemos probado que p € {po} UW*“(A) = W*(A*) € W*(A*), como querfamos.

Para terminar la demostracién de la Proposicién 5.3.4, resta probar que K = W*(Ax)
es un atractor hiperbdlico cadtico: es decir existe una medida invariante u soportada
en K tal que para p-c.t.p. p € K la dimensién de la variedad inestable es uno.

En efecto, ya probamos que W*(p) tiene dimensién uno para todo p € A = A« \{po}.
Entonces basta demostrar que existe una medida invariante u tal que p(A) = 1. En
efecto, como A es el conjunto maximal invariante de la Herradura de Smale lineal
definida en la seccién 3.5, se tiene A compacto y f(A) = A. La transformacién f|a es
continua de un espacio métrico compacto A en si mismo. Por el teorema de existencia
de medidas invariantes, existe alguna probabilidad v invariante para f|a. Definimos
la siguiente medida p, en los borelianos B C D:

w(B) =v(BNA).

Es inmediato chequear que p es una probabilidad en D, invariante por f: D — D'y
que u(A) = 1, terminando la demostracién de la Proposicién 5.3.4. [l

5.4. Atractores ergédicos

En esta seccion consideraremos f: M +— M continua en una variedad compacta
y riemanniana M. Por el teorema ergddico de Birkhoff-Khinchin, cualquiera sea la
medida invariante p, para p-c.t.p. ¥ € M y para toda funcién ¢ € L'(u) (en particular
para toda funcién continua 1) existe el promedio temporal asintético {/JV (en el futuro)
definido por:

Y(z) = lim Z (7 (@

n—+oo n
Es decir, para p-c.t.p. = fijo en la variedad M, estd definido el funcional lineal
¥ e COM,R) — o(z).

Por el teorema de Representacion de Riesz, existe una medida de probabilidad pu, tal
que

:/wduw para p—ct.p. v € M, YV pe My,

donde M denota el espacio de todas las medidas de probabilidad en la sigma-alge-
bra de Borel de M que son f-invariantes. En los capitulos anteriores probamos que
He € My. Ademads, dotando el espacio M de probabilidades (no necesariamente f-
invariantes) de la topologia débil-estrella, tenemos:

e = lim Z(Sf] para pt —ct.p. x € M, V pue My,

n—-+oo N

donde el limite es tomado en M con la topologia débil* y 4, denota la probabilidad
Delta de Dirac soportada en el punto y € M.
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En las secciones anteriores vimos ademas que p, es ergddica para p-c.t.p. v € M,
para toda u € M. Luego, el promedio temporal asintético ¢ (z) coincide con el valor
esperado de 1 con respecto a la probabilidad p,..

Por un lado, notamos que la teoria ergdédica desarrollada hasta ahora es valida para
pu-c.t.p. x € M, y en general, no para cualquier punto € M. Dicho de otra forma, si
el criterio de seleccion de los puntos iniciales € M no es p.c.t.p. para alguna medida
i € My, entonces no necesariamente existen los promedios asintéticos de Birkhoff
{/)v(x) Y si existen, en general, no coinciden con el promedio espacial que resulta de
integrar v respecto a una medida ergodica.

Por otro lado, cuando se tiene un atractor topoldgico K con cuenca local V' (abier-
ta), el criterio de seleccién de los estados iniciales, por la propia definicién de atractor
topolégico, reside en tomar los puntos = € V para algtin abierto V. El criterio topolégi-
co de relevancia u “observabilidad” de conjuntos de drbitas, es que estos conjuntos
sean abiertos, o més en general, con interior no vacio.

Sin embargo, en la mayoria de los ejemplos de atractores topolégicos que vimos en
la seccién anterior, el atractor K (que estda contenido en su cuenca local V') tiene
interior vacio. Ademds vimos (Proposicién 5.2.3), que las medidas p invariantes por
flv (que siempre existen) estdan soportadas en K. Entonces p-c.t.p. z de la cuenca
V', estd en K. Luego, el teorema ergddico de Birkhoff, y el teorema de existencia de
medidas invariantes y ergddicas, no aseguran la existencia de los promedios temporales
asintoticos, para las orbitas con punto inicial en un conjunto de estados iniciales
relevante u “observable”, desde el punto de vista topoldgico.

Notamos que, en general, no hay esperanza que los promedios temporales asintéticos
existan para las érbitas con punto inicial en un conjunto de estados iniciales con inte-
rior no vacio (es decir, relevante u “observable”, desde el punto de vista topolégico).
En efecto, si K es un atractor topoldgico con cuenca de atracciéon C'(K) (abierta), se
puede demostrar que si f|c(x) no es tinicamente ergédica (y en general no lo es), en-
tonces el conjunto de estados iniciales © € C(K) para los cuales no existe el promedio
asintético de Birkhoff, es denso. Luego, el conjunto de estados iniciales para los cuales
existe ese promedio temporal asintdtico, tiene interior vacio.

Por estos motivos, entre otras razones, se adopta otro criterio de “observabilidad” de
las 6rbitas o de seleccién de los estados iniciales. Es un criterio medible en vez de
topolégico, pero que considera a la mayoria de los puntos de la cuenca C(K).

Definicién 5.4.1. Criterio de observabilidad medible
Cuando el espacio es una variedad riemanniana M, el criterio medible de “observabil-
idad” de las orbitas, es que formen un conjunto con medida de Lebesgue positiva.

Lo anterior justifica las siguientes definiciones:

Definicién 5.4.2. Atractor ergddico

Sea f: M +— M continua en una variedad compacta y Riemanniana M de dimensién
finita. Denotamos con m a la medida de Lebesgue en M. Notamos que m no es
necesariamente f-invariante.

Un conjunto compacto no vacio K se llama atractor ergodico si:

o [THK) =K = f(K)
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e Existe un abierto V O K tal que

lim dist(f"(x), K) =0 para Lebesgue-c.t.p. z € V. (5.6)

n—-+4oo

3 p ergddica tal que: p(K) =1,
u(K') < 1 para todo compacto K' C K, K' #K, 'y

n—-+4+oo N

30 = din LS u( ) = [ v (5.7
7=0

para Lebesgue-c.t.p. €V 'y V€ CO(M,R).

Un abierto V' O K que satisface las condiciones anteriores, se llama cuenca local de
atraccion del atractor ergddico K.

Nota: No todos adoptan la Definicién 5.4.2. Algunos autores exigen que K sea,
por definicién, un atractor topoldgico que satisface ademéds la condicién (5.7), para
llamarlo atractor ergddico (ver por ejemplo [Pug-Shu 1989]).

Definiciéon: Medida SRB o fisica soportada en un atractor ergédico

Se observa que cuando existe una medida u ergddica, soportada en el atractor ergédico
K, que satisface la igualdad (5.7) para Lebesgue-c.t.p. € V, donde V es un entorno
de K, entonces esta medida es unica. En efecto, dos medidas diferentes no pueden
satisfacer la igualada (5.7), ambas para Lebesgue c.t.p. € V, pues cuando un punto
satisface la igualdad (5.7) para una medida, no puede satisfacerla para otra medida
diferente.

Tal medida ergddica tnica p se llama medida SRB ergddica o también medida fisica
ergodica, del atractor ergodico K dado.

En 5.5.6 definiremos medida SRB o medida fisica u, en un contexto mas general,
aunque g no esté soportada en un atractor ergddico.

Observacion: Dado cualquier atractor topolégico K con cuenca local V', debido a la
Proposicién 5.2.3 siempre existen medidas invariantes y ergédicas para f|y, y estdn
soportadas en K. Si alguna de estas medidas ergddicas p satisface la condicién (5.7)
para Lebesgue-casi todo punto x € V| entonces K es un atractor ergédico.

Ejercicio 5.4.3. Sea K el atractor topologico del Ejemplo 5.3.2 de la Herradura de
Smale f en el disco D bidimensional.

(a) Probar que para todo k > 2 natural, existe en K drbita periddica o de periodo
k. Probar que la medida invariante soportada en esa orbita peridédica es ergddica,
soportada en el atractor, pero no es medida SRB.

Sugerencia: probar que el conjunto de puntos x € D tales que dist(f"(x),0) — 0
es la variedad estable global W*(0) de la drbita peridédica o. Probar que W?*(0) es
localmente, alrededor de o, el producto cartesiano de un conjunto de Cantor en el
intervalo, por un segmento de recta. Demostrar que ese conjunto de Cantor tiene
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medida de Lebesgue (unidimensional) igual a 0 y concluir que la medida de Lebesgue
(bidimensional) de W#*(0) es nula.

(b) Probar que existe un tnico punto fijo pg € D por f en el disco D tal que
Lebesgue-c.t.p. € D cumple dist(f™(z),pp) — 0. Concluir que {pp} es un atractor
ergddico.

(c) Probar que el atractor ergédico {po} no es cadtico de acuerdo a la siguiente
definicién:

Definicién (atractor ergddico cadtico): Un atractor ergédico se llama cadtico,
si para p-c.t.p. existen exponentes de Lyapunov estrictamente positivos, donde p es
la (dnica) medida SRB ergddica del atractor.

(d) Concluir que el atractor K del Ejemplo 5.3.2 es atractor topoldgico hiperbdlico
cadtico (cf. definicién en la Seccién 5.3), pero no es atractor ergédico cadtico.

Observacién 5.4.4. (Observabilidad Lebesgue-medible de la cuenca)

A diferencia de los atractores topoldgicos, para los atractores ergédicos K la atraccion
a K de las 6rbitas en su cuenca V' dada por la igualdad (5.6) es solo para Lebesgue
c.t.p. x € V, y no necesariamente para todo punto x € V. Es un criterio de ob-
servabilidad medible Lebesgue-c.t.p. de la cuenca. Entonces un atractor ergédico no
es necesariamente un atractor topolégico. En el Ejercicio 5.4.6 se muestra un ejemplo
de atractor ergdédico que no es topoldgico.

Por otra parte, un atractor topoldgico satisface la igualdad (5.1) para todo =z € V.
Luego satisface (5.6). Pero no necesariamente satisface la condicién de existencia de
una medida SRB ergédica para la cual valga la igualdad (5.7). Entonces un atractor
topoldgico no es necesariamente un atractor ergédico. En el ejercicio 5.4.5 se muestra
un ejemplo de atractor topoldgico que no es ergddico.

Ejercicio 5.4.5. Sea en Q = [0, 1]? la aplicacién T'(z,y) = ((1/2)z,y). Probar que el
segmento K = {0} x [0, 1] es un atractor topoldgico pero no es un atractor ergédico.
Sugerencia: para probar que K no es atractor ergddico, demostrar que toda medida
1 ergodica es delta de Dirac en un punto fijo y que el conjunto de puntos x € ) para
los cuales vale la igualdad (5.6) tiene medida de Lebesgue cero.

Ejercicio 5.4.6. Sea en el disco D = {z € C: |z| < 1} la transformacién f : D +— D
que deja fijo el origen y tal que para todo z # 0 expresado en polares, f(z) estd dado
por la siguiente férmula:

Fpe'®) = pe'?,
donde 3
o= 3% si 0 < ¢ < m(mdd27),

@:w—i—% sim < < 2m(méd2n),

. P
- 1——) .
P ( 27rp

(a) Bosquejar las érbitas (Sugerencia: los puntos ¢ = 0 son fijos, y las demds dérbitas
son tales que el argumento tiende a 27 por abajo y el médulo tiende a cero).
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(b) Probar que toda drbita con punto inicial z que no se encuentre en el segmento
@ = 0 es tal que la distancia al origen tiende a cero y la sucesiéon de promedios de
Birkhoff de las funciones continuas ¢ tiende a [ ¢ ddy, donde dy es la Delta de Dirac
soportada en el origen.

(¢) Concluir que K = {0} es un atractor ergédico pero no es atractor topolégico.
Nota: En este ejemplo f es discontinuo en el semieje real positivo. Sin embargo, puede
construirse un ejemplo continuo con bosquejo similar de érbitas.

Observacién 5.4.7. Por un lado tenemos el criterio de observabilidad de la cuenca
local V' del atractor. O bien la atraccién se produce para todo estado inicial x en el
abierto V' (criterio de observabilidad topoldgica) o bien la atraccién se produce solo
para Lebesgue c.t.p. © € V (criterio de observabilidad Lebesgue-medible). El criterio
de observabilidad de la cuenca es entonces el criterio con el cual se eligen los estados
iniciales para observar a dénde son atraidas las orbitas.

Definiciéon 5.4.8. Atraccién topolégica En forma independiente al criterio de
observabilidad de los estados iniciales en la cuenca local, la atraccion en si misma,
definida por la igualdad (5.1) para los atractores topoldgicos, y por la igualdad (5.6)
para los atractores ergddicos se llama atraccion topoldgica. Esta significa, por defini-
cién, que el limite de la distancia al atractor K existe y es cero, desde los puntos
iniciales elegidos segun el criterio de observabilidad que corresponda.

Definiciéon 5.4.9. Atraccién estadistica. Esta significa, por definicion, que los
promedios de Birkhoff de las funciones continuas convergen (o por lo menos, en un
contexto mds general, tienen subsucesiones convergentes) al valor esperado respecto
a alguna medida invariante p soportada en el atractor K, desde los puntos iniciales
elegidos segiin el criterio de observabilidad que corresponda. En un contexto mas
general, u no es necesariamente ergddica.

Lo usual es que cuando se estudia la atraccién estadistica, el criterio de seleccion de
puntos iniciales sea el de observabilidad medible Lebesgue c.t.p.

En los préximos ejemplos veremos casos particulares de existencia y de no existencia
de atractor ergddico.

Ejemplo 5.4.10. En el tent map del intervalo, todo el intervalo es un atractor
topolégico y ergddico a la vez, cuya medida ergédica SRB (o fisica) es la medida
de Lebesgue (ver por ejemplo [Bu 2011]).

Ejemplo 5.4.11. En el flujo Polo Norte-Polo Sur, el Polo Sur es atractor ergédico y
topolégico a la vez, cuya media ergédica SRB (o fisica) es la delta de Dirac soportada
en el Polo Sur.

Ejemplo 5.4.12. .

Contraejemplo: Rotacién irracional de la esfera.

En este ejemplo no existen atractores ergédicos. Sea f : S? — S? continua, definida en
la superficie esférica S? por la siguiente parametrizacién en coordenadas “esféricas”:
S?: {(z,y,2) ER3: x =cospsend, y=senpsend, z=cosf, 0<p<2m, 0<
0 <m}
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f esta definida por las siguientes ecuaciones en coordenadas esféricas:

-~

f(p,0) = ($,0) donde:

¢ = ¢+ta

siendo a € (0, 27) una constante tal que a/2w es irracional.

Es inmediato chequear que los polos Cy = {# = 0} y Cr = {# = 7} son puntos
fijos por f, vy que cada circunferencia Cy, con 6 constante diferente de 0 y de 7, es
invariante por f. Ademds, f|c, es una rotacién irracional si @ # 0, 7. Por lo tanto
toda orbita por f es densa en la seccion Cy donde estd contenida. Deducimos que no
hay 6rbitas densas en S?. Luego, f : S? — 52 no es transitivo.

Sea m la medida de Lebesgue bidimensional en la esfera S? (normalizada para que
sea una probabilidad, es decir, dividimos la medida de Lebesgue en la esfera, entre el
drea de toda la esfera, para que m(S?) = 1). Esta medida es invariante con f, pues
el Jacobiano |detdf| es idénticamente igual a 1. Sin embargo m no es ergédica, pues
m es positiva sobre abiertos pero f no es transitivo.

Afirmacion: No existen atractores ergodicos para la rotacion irracional f en la
esfera S2.

Demostracion. Por absurdo, supongamos que existe un atractor ergddico K y llamem-
os V a su cuenca local de atraccién. Entonces K es compacto no vacio e invariante por
[y V es abierto que contiene a K. Sea p € V. Vimos que w(p) = Cy, donde Cp, es la
seccién horizontal de la esfera que contiene al punto p. De la igualdad (5.6) deducimos
w(p) C K para Lebesgue c.t.p. p € V. Entonces Cy, C K,y como p € Cy, deducimos
que p € K. Hemos probado que, bajo la hipdtesis de absurdo, Lebesgue c.t.p. p € V
estd contenido en K. Como K es compacto, tenemos V' C K. Pero por definicién de
atractor ergédico K C V. Entonces K = V es compacto y abierto a la vez, y es no
vacio. Como S2 es conexo concluimos que, si existiera un atractor ergédico K, éste
seria toda la esfera K = S2.

Por (5.7), el promedio temporal asintético J(p) deberia ser constante para m-c.t.p.
p € V = 82, para cualquier funcién continua 9 : S? — R. Como en este ejemplo m es
invariante, entonces m seria una medida ergddica, contradiciendo que m es positiva
sobre abiertos y f no es transitivo. O

Nota: En este ejemplo 5.4.12 toda la esfera es un atractor topoldgico (en realidad
es el dnico atractor topoldgico). Luego, este ejemplo prueba que no todo atractor
topoldgico es un atractor ergédico.

2 1

11 }méd(l, 1)
la medida de Lebesgue m. Entonces todo el toro T2 es un atractor ergédico y m es la
medida ergédica SRB o fisica.

Ejemplo 5.4.13. Sea f = [ en el toro T?. Es ergddico respecto a
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5.5. Atraccion estadistica y medidas SRB o fisicas

Independientemente de si existe o no un atractor ergédico, dada un medida de prob-
abilidad u (no necesariamente ergddica ni invariante) definimos el siguiente conjunto
B(u) en el espacio X donde actia f:

Definicién 5.5.1. Cuenca de atraccion estadistica

Sea f : X — X una transformacién continua en un espacio métrico compacto. Sea
1t € M una probabilidad.

Se llama cuenca de atraccion estadistica de p al siguiente conjunto:

n—-+oo N 4

+oo
B(p):={zecX: lim lzw(fj(:v)) = /wdu Ve COX,R)}.
7=0

Usando la caracterizaciéon de la topologia débil* en el espacio M obtenemos:

B(p)={z e X: lim,_yoo0ne=pu}f, dénde (5.8)

n—1

1
Ona *= 5 ijo O (x)-

Observacion: La cuenca de atraccion estadistica de cualquier medida de probabilidad
i es un conjunto medible. En efecto, tomando una familia numerable {1;};en de
funciones reales continuas 1 : X ~— [0, 1] que sea denso en el espacio C°(X, [0,1]), la
igualdad dentro de la definicién de la cuenca B(pu), se verifica para toda 1) € C°(X,R)
si y solo si se verifica para 1; para todo ¢ € N. Para cada i fijo, la igualdad se
satisface para un conjunto medible, pues el limite puntual de una sucesién de funciones
continuas es medible. Luego, B(u) es la interseccién numerable de conjuntos medibles;
es decir, es medible.

Definicién 5.5.2. Probabilidades empiricas

Se observa que oy, ,, definida por la igualdad (5.9), es una medida de probabilidad,
para todo n > 1 y para todo z € X (en general o, , no es f invariante). Es la
probabilidad promedio concentrada en los puntos de tramos finitos de la 6rbita futura
por .

Las probabilidades o, ,, (para cualquier n > 1, con z € X fijo) se llaman probabilidades
empiricas de la érbita futura por z. Este nombre proviene de que un experimenta-
dor no puede observar los promedios temporales asintéticos (en tiempo infinito), sino
que observa los promedios hasta tiempo n finito. Estos promedios se pueden calcu-
lar como el valor esperado integrando respecto a las probabilidades empiricas. Mas
precisamente, debido a la igualdad (5.9) tenemos:

1 n—1

LS w( ) = [vdon. ¥ e COXR)
§j=0
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Observacion 5.5.3. Si p es una probabilidad tal que su cuenca de atraccién es-
tadistica B(u) es no vacia, entonces p es invariante con T (Ejercicio 5.5.5 a)). Se
puede caracterizar a una medida ergédica por la siguiente afirmacién (Ejercicio 5.5.5
b)):

i es invariante y ergédica si y solo si u(B(u)) = 1.

Para cualquier medida de probabilidad g no invariante, y para cualquier medida
de probabilidad invariante no ergddica, se cumple u(B(n)) = 0 (Ejercicio 5.5.5 ¢)),
aunque B(p) puede ser no vacio.

Observacién 5.5.4. La cuenca de atraccion estadistica B(u) de una medida invari-
ante |1 no ergodica, puede ser no vacia, y ademds puede cubrir Lebesgue c.t.p.

En efecto, un ejemplo de homeomorfismo no diferenciable en un disco bidimensional
compacto D (que es adaptacién de un difeomorfismo en el disco compacto, atribuido a
Bowen) exhibe una medida invariante y no ergddica p tal que B(u) # () (ver [Cat 2012,
Example 7.2, case B]). Mds atn, en este ejemplo, B(u) contiene Lebesgue casi todo
punto z € D a pesar que u(B(p)) = 0, es decir, el soporte de u tiene medida de
Lebesgue nula. Luego, en este ejemplo, existe una medida SRB p no ergddica, la
medida de Lebesgue m no es invariante, existe un atractor topolégico no ergédico
cuya cuenca de atraccion topoldgica es abierta y cubre Lebesgue casi todo punto, y
no existen atractores ergddicos.

En la versién C! del ejemplo atribuido a Bowen (ver [Go-KI1 2007]), se cumple
m(B(u)) = 0 para toda medida de probabilidad p invariante soportada en el atractor
topolégico. Luego, no existen medidas SRB. Ademas en este ejemplo, toda medida in-
variante es hiperbélica (tiene exponentes de Lyapunov no nulos) y tiene exponentes de
Lyapunov positivos. Como no existen medidas SRB, no existen atractores ergddicos.
Sin embargo, existe un atractor topolégico cuya cuenca es abierta y cubre Lebesgue
casi todo punto.

Ejercicio 5.5.5. Sea f : X — X continua en un espacio métrico X. Denotamos
M el espacio de todas las probabilidades de Borel (no necesariamente f-invariantes),
dotado de la topologia débil*. Sea yu € M.

a) Probar que si la cuenca de atraccién estadistica B(u) es no vacia, entonces p es
f-invariante.

b) Probar que u es invariante y ergddica si y solo si u(B(u)) = 1.

c) Probar que si g no es invariante, o si p es invariante pero no ergédica, entonces

u(B(n)) = 0.

(Sugerencias: B(u) es siempre un conjunto f-invariante. En el caso u invariante,
aplicar el teorema de descomposicién ergédica).

De la parte ¢) del Ejercicio 5.5.5 deducimos:
Una medida de probabilidad v es f-invariante y ergddica si y solo si
w(B(p) =1,

donde B(u) denota la cuenca de atraccion estadistica de fi.
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Definicién 5.5.6. Medidas SRB o fisicas

(Sinai [Si 1972]- Ruelle [Rue 1976]-Bowen [Bow 1971, Bow-Rue 1975))

Sea f : M — M continua en una variedad compacta y riemanniana M. Sea m la
medida de Lebesgue en M, normalizada para que sea una probabilidad: m(M) = 1.
(En general, m no es necesariamente f-invariante.) Sea u € M.

Decimos que la medida de probabilidad p es SRB (Sinai-Ruelle-Bowen) o, indistin-
tamente, que es fisica, si

m(B(p)) > 0,
donde B(u) es la cuenca de atraccién estadistica de p, definida en 5.5.1.

Nota: Si p es SRB, entonces B(u) # ), y por lo observado en la parte (a) del
Ejercicio 5.5.5, it € My (es decir las medidas SRB son invariantes con f).

De acuerdo a la Definicién 5.5.6, una medida SRB puede no ser ergédica. En efecto,
en el ejemplo mencionado en 5.5.4, que es adaptacién C° de un ejemplo atribuido a
Bowen, existe medida SRB no ergddica.

Sobre la nomenclatura “SRB” y “fisica”. La Definicién 5.5.6 de medida SRB
no es adoptada por todos los autores. En general se utiliza esta definiciéon que solo
requiere m(B(u)) > 0, solo para llamar fisica a la medida u. Pero, para una parte
importante de mateméticos (por ejemplo [Bu 2011], [You 2002]), medida SRB no es
sinénimo de medida fisica. Llaman fisica a cualquier probabilidad p cuya cuenca de
atraccion estadistica B(u) tenga medida de Lebesgue positiva. Pero para llamar SRB
a p, requieren que la probabilidad u sea ergddica, tenga exponentes de Lyapunov
positivos, y tenga medidas condicionales inestables absolutamente continuas (vere-
mos mds adelante qué significa esta propiedad adicional, al introducir las medidas de
Gibbs, mediante las Definiciones 6.1.9, 6.2.1 y 6.2.3). Esto es debido a que, entre otros
motivos, en el contexto restringido de los difeomorfismos de clase C*** uniformemente
hiperbdlicos, ambas definiciones son equivalentes (ver Teorema 6.3.4).

Nosotros adoptamos la definicién de, por ejemplo, [Bon-Dia-Via 2005, Definition 1.9] o
[Jo 2005, Definition 22]. Aqui, en la Definicién 5.5.6, no estamos asumiendo ninguna
condicidn adicional a la fisicalidad de la medida para llamarla SRB o fisica (ni la
ergodicidad, ni la positividad de exponentes de Lyapunov, ni la continuidad absoluta
condicionada inestable). En resumen, usamos ambas palabras “SRB 7¢ “fisica”, como
SINONIMOS.



Capitulo 6

Teoria de Pesin

6.1. Desintegraciéon en medidas condicionales

En esta seccién asumimos que X es un espacio métrico compacto, provisto de la sigma-
algebra de Borel B, y que u es una medida de probabilidad en (X, B). Expondremos
el enunciado de un resultado de la teorfa de la medida (el Teorema de Rohlin), valido
aunque no exista una dinamica definida en el espacio X. En la seccién siguiente vere-
mos el uso del Teorema de Rohlin, junto con la Teoria de Pesin, en sistemas dindmicos
de clase C'-més Hélder (cuando X tiene ademés, una estructura de variedad).

Definicién 6.1.1. Particion medible
Se llama particion en X a una coleccién (puede ser finita, infinita numerable o infinita
no numerable)

P = {W(‘T)}LEEX

de subconjuntos W(z) C X (pueden ser medibles o no medibles) tales que:

(a) € W(x) para todo x € X (esto implica que |,y W(z) = X)

(b) Los conjuntos W (z) son dos a dos disjuntos; es decir, para toda pareja de puntos
z#yen X, 6 bien W(z) =W (y) 6 bien W, N W, = 0.

La particién P se dice medible, si sus piezas W (z) son todas medibles y P estd gen-
erada por una coleccién numerable de particiones finitas con piezas medibles. Esto
es:

(c) Existe una colecciéon numerable {P,},>1 donde:

(c1) Pu:={En;}1<i<k,

es una particién finita de X para todo n > 1, con exactamente k,, piezas F, ; C X
medibles (disjuntas dos a dos al cambiar j con n fijo, y cuya unién en j es X para
todo n fijo).

(c2) Ppy1 <Pn Vn>1.

163
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Esto significa que cada pieza de la particion P, 41 estd contenida en alguna pieza de
la particién P, (Se dice que Py, 11 es mds fina que P, y se denota P11 < Pp).

(e3) Ve eX: W)= m Evjn) €P

n>1

donde 1 < j,(z) < Ky, es el tinico indice, para cada n fijo, tal que = € Ey, j () V10 >
1. Observar que esta tltima condiciéon implica que para todo = € X y para todos
n>1y1<j<ky, obienz ¢ E, ;, o bien W(z) C E, ;. En otras palabras, cada
conjunto medible FE,, ; estdn formado por piezas enteras de la particién P. Dicho de
otra forma: P < P,, para todon > 1.

La condicién (3) establece una condicién més fuerte que P < P, para todo n > 1: La
“interseccion” decreciente de las particiones P, es P. Esto se denota como

—+o0
P=\ Pu
n=1
donde para cualquier pareja R,S de particiones finitas se define

RVS:={RNS: ReR, SeS}

La condicién (¢3) (junto con la propiedad de medibilidad de las piezas de cada par-
ticién P,,) implica, en particular, la medibilidad de las piezas de P. Sin embargo el
reciproco es falso, como veremos en el ejemplo del Ejercicio 6.1.5: existen particiones
P cuyas piezas son todas medibles y que no cumplen la condicién (c). Estas par-
ticiones, no son particiones medibles, de acuerdo a esta definicién, a pesar que sus
piezas son todas medibles, porque no esta generada por ninguna coleccién numerable
de particiones con piezas medibles.

Ejercicio 6.1.2. Probar que si P es una particion con piezas medibles, y si P es
finita o infinita numerable, entonces P es una particion medible.

En los siguientes ejercicios veremos ejemplos de particiones medibles y no medibles,
con una cantidad no numerable de piezas:

Ejercicio 6.1.3. Sea X = [0,1]%. Para cada (z9,y0) € X se denota S(z¢,yo) :=
{(z,y) € X : ® = x0} al segmento vertical de X que se obtiene seccionando X con la
recta x = xy constante.

(a) Probar que la foliacién F := {S(z,¥)}(2,)ex es una particién medible de X.
(Sugerencia: considerar la coleccién numerable {Ey, ; }n>11<i<n de borelianos E,, ; :=
(i —=1)/n,i/n) x [0,1] sii <mn, Ey,:=[n-1)/n,1]x]0,1].)

(b) En el intervalo [0,1] sea K = NI2)K,, el conjunto de Cantor de los “tercios
mitad”, i.e. Ko =[0,1] y K1 se obtiene de K,, retirando de cada intervalo cerrado
I que forma a K, el subintervalo abierto con punto medio en el punto medio de I
y con longitud (1/3)long(I). Sea en X, la particion {P} = {P(x,y)}(4,)ex definida
por P(zo,y0) = S(x0,%0) si xo € K,y P(xo,y0) :={(z,y) € X : ¢ K} sixg & K.
Probar que P es una particion medible en X.
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(c) Sea ¢ :X +— Y un homeomorfismo. Sea en Y la siguiente foliacién G:

G:= {5(5(5_1(% y)))}(xyy)GY'

(Se dice que ¢! es una trivializacién C° de la foliacién G). Probar que G es una
particién medible.

(d) Sean X e Y espacios métricos compactos, y sea en X x Y la particion F =
{S(z,9)} (z,y)exxy por secciones verticales S(zo,y0) := {(z,y) € X XY : = = x0}.
Probar que F es una particién medible.

Ejercicio 6.1.4. Sean (X, A) e (Y,B) dos espacios medibles. Sea £ : X +— Y una
transformacién bimedible. Sea en X una particion P = {P(z)}.ex cualquiera (no
necesariamente medible).
Sea en Y la particiéon Q := {£(S(£71(y)))}yey. Probar que P es particién medible si
y solo si Q lo es.
Ejercicio 6.1.5. Sea f : Diff *°(T?) en el toro T? el autormorfismo lineal f =
< ? 1 > ( méd. Z?). Sea W"(p) la variedad inestable (global) por cada punto p €
T2, ie.:

Wh(p) ={g €T lm dist(f"(p),f "(2)) =0},

(a) Probar que W"(p) es un conjunto medible para todo p € T?.

(b) Probar que la particién P := {W"(p)}per2 no es medible.

Sugerencia: Considerar la medida de Lebesgue m en el toro. Chequear que m(W"(p)) =
0 para todo p. Sea E C T? medible con m(E) > 0 y tal que si p € E entonces
W(p) C E. Probar que m(E) = 1 (Recordar que T? = R?/Z?. Tomar un levantado
E a R? del conjunto E: si p € E entonces toda la recta con direccion inestable en
R? que pasa por p estd contenida en E. Mirar la interseccién de E con cada recta
horizontal de altura entera en R2. Proyectar todas esas intersecciones, siguiendo las
verticales en R?, sobre una sola recta horizontal. Observar que esa proyeccién (méd.
1) en [0,1] = R/Z, es invariante con la rotacién irracional y tiene medida de Lebesgue
positiva en el intervalo.) De la propiedad m(F) = 0 6 m(E) = 1, deducir que para m-
c.t.p. p € T2 no se puede verificar la condicién (c3) de la Definicién 6.1.1) de particién
medible.

Ejercicio 6.1.6. (a) Probar que si P y Q son dos particiones medibles, entonces
PV Q es una particién medible. (Sugerencia, construir P, V Q,, donde P,, y Q,, son
las particiones finitas que satisfacen, para P y Q respectivamente, la condicién (c¢) de
la Definicién 6.1.1.)

(b) Probar que si Q es medible, entonces P es medible si y solo si PV Q es medible.

Espacio cociente por una particién medible.

Dada una particién medible P = {W(z)},ex de (X,B) consideramos el conjunto
cociente X/ ~ por la relacién de equivalencia x ~ y si y solo st W(zx) = W(y).
Denotando [z] a la clase de equivalencia que contiene a z, tenemos

X/ ~={lzl}zex donde [z] =W(x)
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Dotamos el conjunto X/ ~ de la estructura medible cociente, definiendo la sigma-
algebra: R
(X))~ A/ ~): A€ A/~ siysolosi

A={zeX:W(x)ec A} e A

Para cada W(x) € X/ ~, es decir, en cada pieza W (x) de la particién medible P,
definimos la sigma-algebra Ayy () que resulta de restringir la sigma-algebra A a W (z).
Esto es:

(W(x), Aw()): YVACW(z), A€ Ay siysolosi Ac A

Teorema 6.1.7. Desintegracién Medible (Teorema de Rohlin)

Sea X un espacio métrico compacto y sea A la sigma-dlgebra de Borel. Sea {W (x)}zex
una particion medible. Sea p una medida de probabilidad en (X, A). Entonces:

(i) Euziste una medida de probabilidad fi en el espacio medible cociente X/ ~, tal que
para fi-c.t.p. W(z) € X/ ~, existe una medida de probabilidad 1"V *) en el espacio
medible (W (z), Aw (z)), tal que:

e Para todo A € A:

/ Xa dp :/ (/ xa(y) duw(z)) dji. (6.1)
X [z]e X/~ y€Elz]=W(x)

e Mds en general, para toda v € L*(p):

/X v = /[;]EX/N o (/1/6[11_W(m) v dluW(z)) ' 02

(ii) La medida de probabilidad ji, y para [i-casi todas las piezas W (z) € X/ ~, las
medidas de probabilidad """ ®) que verifican las igualdades (6.1) y (6.2), son nicas.

La prueba original del Teorema de Rohlin se encuentra en [Roh 1966], o también
en [Roh 1962]. La demostracién se encuentra reformulada también, por ejemplo, en
[Led 1984] o en [Via 2012D].

El teorema de Rohlin generaliza a un contexto medible, y para cualquier medida
de probabilidad, el teorema de Fubini que vale para la medida de Lebesgue en un
rectangulo de R® x RP. En efecto, por el Teorema de Fubini en un rectangulo, la
integral con respecto a la medida de Lebesgue se obtiene como la integral doble en una
seccion “horizontal” del rectangulo, de las integrales sobre las secciones “verticales,”
con respecto a las medidas de Lebesgue a lo largo de dichas secciones, respectivamente.

Definicién 6.1.8. Medidas condicionales

En las hipétesis y conclusiones del Teorema 6.1.7 de Rohlin, las medidas x" se llaman
medidas condicionales de p a lo largo de las piezas W de la particion P.

También las llamamos, en breve medidas P-condicionales de (i, o si la particién
estd clara en el contexto, simplemente medidas condicionales de p.

Observar que cada medida condicionada " estd soportada en una pieza W, es una
probabilidad (es decir p"V (W) = 1). Ademéds, u"V estd definida para fi-casi todas las
piezas W de la particién P, y no necesariamente para todas las piezas.
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Continuidad absoluta de las medidas condicionales.

Cuando el espacio métrico X tiene una estructura de variedad compacta y rieman-
niana M (es decir X = M), y si las piezas W de la particién medible P son subvar-
iedades de M, se considera, como medida privilegiada a lo largo de cada una de estas
subvariedades, la medida de Lebesgue en W, que denotamos m" .

En un contexto general, las medidas condicionales u"V de u a lo largo de las piezas
W de la particién P, podrian no tener relacién con las medidas de Lebesgue m" a
lo largo de estas piezas. Sin embargo, dentro de la Teoria de Pesin que veremos en la
proxima seccion, tienen especial importancia las medidas p que cumplen la siguiente

definicion:

Definicién 6.1.9. Se dice que p tiene medidas P-condicionales absolutamente con-
tinuas cuando para [i- casi toda pieza W de la particién P, se cumple:

Vo <mW, e p!"(A) =0si mY(A) =0,

donde A C W es medible, W es una subvariedad u-dimensional de M, y m" es la
medida de Lebesgue u-dimensional a lo largo de la subvariedad W.

6.2. Medidas de Gibbs

Definicién 6.2.1.

Medidas condicionales inestables

Sea M una variedad compacta y riemanniana y sea f :€ Diff ! (M) tal que el siguiente
conjunto

Whz) ={ye M: lm dist(f~"(«), /" (y)) =0} (6.3)

es, por hipétesis, una subvariedad C! inmersa en M para p-casi todo punto = € M,
para cierta medida de probabilidad p invariante con f. Bajo esta hip6tesis W (z) se
llama subvariedad inestable global por el punto z. Debido a la continuidad de f, es
inmediato chequear que f~1(W¥(z)) = W*(f~!(x)) para todo x € M.

Sea Bs una bola (compacta) de radio suficientemente pequeno con p(Bs) > 0, y sea
en ella la particién F¢ = {W(z)}renmr definida como sigue:

o Wi (x) = c.c.,(W"(2) N Bs(x)) es la componente conexa que contiene al punto = de
la intersecciéon W*(x) N Bs(x), para todo punto x tal que W*(x) es una subvariedad
Cl-inmersa en M (es decir para p-c.t.p z € M). Por hipétesis, esta subvariedad
Wit(x) estd C'-encajada en M para p-c.t.p. z € Bs. Se llama subvariedad inestable
local por el punto x.

e Abusando de la notacién, para los restantes puntos x € Bj, denotamos Wy (z) :=
{y € Bs: no existe subvariedad inestable por el punto y}. Por construccién, esta tinica
pieza de la particién F* (que no es necesariamente una variedad) tiene p-medida cero.
Rescalando p para que u(Bs) = 1, tenemos lo siguiente:

Si la particion F* = {Wi(p)}peps de subvariedades inestables locales asi construida,
fuera una particion p-medible, llamamos medidas condicionales inestables de i, a las
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medidas condicionales Vs (?) de i a lo largo de las piezas W3t(p) de esa particidn, es
decir a lo largo de las variedades inestables locales.

Por simplicidad en la notacién escribiremos p* = p"s a las medidas condicionales
inestables, y m* = m"s a las medidas de Lebesgue a lo largo de las subvariedades
inestables Wy'.

Definicion 6.2.2. Medidas condicionales inestables absolutamente conti-
nuas. En el contexto de la Definicién 6.2.1, una medida p se dice que tiene medidas
condicionales inestables absolutamente continuas cuando

ut << m"

para [i- casi toda variedad inestable local W' de la particién F*, donde i y p* son las
medidas del Teorema 6.1.7 de desintegraciéon de Rohlin en la particién de variedades
inestables locales.

Se recuerda que, por definicién, dadas dos medidas v1 y vs, se dice que vy es abso-
lutamente con respecto de vo, v se denota v; < v cuando para todo boreliano A se
cumple

1/2(14.) =0 = I/l(A) =0.

Dos medidas finitas v y vo cumplen vy < v siy solo si existe una funcién h € L (vs),
llamada derivada de Radon-Nikodym de v; con respecto de v, tal que para todo
conjunto medible A se cumple

V1 (A) :/A hdvs.

(Ver por ejemplo [Fo 1984, page 85] o [Rud 1979a, page 113].)

Luego, si p tiene medidas condicionales inestables absolutamente continuas, entonces
para p-c.t.p. * € M existe una funcién h, € L'(mY), donde m! es la medida de
Lebesgue a lo largo de la variedad inestable local W (), tal que la medida condicional
inestable p a lo largo de Wj'(x) cumple:

panwE) = [ )

para todo boreliano A C M.

Definicién 6.2.3. Medidas de Gibbs

Sea M una variedad compacta y riemanniana y sea f € Diff 1(M ). Una medida de
probabilidad p f-invariante se dice que es medida de Gibbs cuando cumple:

(i) Para p-c.t.p. x € M el conjunto definido por la igualdad (6.3) es una subvariedad
C'-inmersa en M (subvariedad inestable global por el punto ).

(ii) Para § > 0 suficientemente pequeno, si Bs C M es una bola compacta de
radio radio ¢ tal que pu(Bs) > 0, entonces la siguiente familia de variedades inestables
locales, es una particion p-medible

Fi={W(x)}seps, donde Wi'(x):= c.c.,(W"(x) N Bs).
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(c.c., denota la componente conexa que contiene al punto ).
(iii) p tiene medidas condicionales inestables absolutamente continuas, de acuerdo
a la definicién dada en el dltimo parrafo de 6.2.1

Veamos ahora que la propiedad de tener medidas condicionales absolutamente con-
tinuas a lo largo de las piezas de una particién, se transmite de una medida invariante
1 a sus componentes ergodicas, y reciprocamente. Por lo tanto una medida invariante
1 es de Gibbs, si y solo si sus componentes ergddicas son medidas de Gibbs.

Corolario 6.2.4. del Teorema de Rohlin

Sea f: X +— X continua en el espacio métrico compacto, sea p una medida de proba-
bilidad f-invariante y sea P = {W(x)}recx una particion medible y f-invariante (i.e.
f7t(W(x)) = W(f*(z)) para todo z € X).

Entonces:

(a) Las medidas condicionales u"V de p1 a lo largo de las piezas W de P, y la medida
inducida [1 por p en el espacio cociente X/ ~ de la particion, son medidas invariantes
con f.

(b) Mgv(z) =@ para p—c.t.p. x € M, donde W (x) denota la pieza de la parti-
cion P que contiene al punto , y fi, denota la componente ergodica de la medida 11 a la
que pertenece el punto x segin el Teorema 4.1.2 (es decir, lim,,—, ;- (1/n) Z;:ol Ofi(a) =
s en la topologia débil estrella).

(c) Si ademds X = M es una variedad compacta y riemanniana, f € Diff (M), y P =
{Ws(x)}zenm es una particién medible de la bola Bs(x) formada por subvariedades
Ws(z) C* inmersas en M para p-c.t.p. z € X, entonces:

e Las medidas condicionales "V de p son absolutamente continuas a lo largo de las
subvariedades W € P si y solo si para p-c.t.p. * € X las medidas condicionales "
de las componentes ergédicas pu, de u, son absolutamente continuas.

e 1, es una medida de Gibbs si y solo si las componentes ergédicas u, de p son
medidas de Gibbs para p-c.t.p. z € M.

Demostracion. (a) Por el Teorema 6.1.7 de Rohlin y la f-invariancia de p tenemos,
para todo conjunto medible A:

p = [ i [l e -
[z]eX/~ z€|x]
- / (MWWW(x)mA) dji =
[z]€X/~
—u ) = [ [ @t -
[z]e X/~ z€|x]

- /MEX/N (B @ W (@) 0 5 (A)) dp (6.4)

Las medidas de probabilidad "V (®) estan definidas para fi-casi toda pieza de la par-
ticién P. Para las otras piezas tomamos por convencién cualquier medida de proba-
bilidad soportada en ellas. De esta forma tenemos definidas 1"V (*) para todo = € M.
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Debido a la f-invariancia de las piezas W € P, se cumple:
W(z) N f7HA) = f7HW(f(2)) N A)
Definimos la siguiente medida (V' ®))* a lo largo de la pieza W (y) para todo y € M:
(W) (B) = IO (FU(B) VB e A,
donde A denota la sigma-algebra de Borel en X. Entonces:
PO W () 0 f7HA) = (TIED) (W (f(2) N A),

y sustituyendo en (6.4) obtenemos

pA) = [ (@) (@) 0 A)) i =
[x]eX/~

- /MGX/N (" @) (W) 0 4)) (@), (6.5)

donde (@)* es la medida de probabilidad en X/ ~ definida por

[edi = [eosdn v ve L@,

(En la dltima igualdad f : X ~+— X ~ denota la aplicacién que lleva la pieza W € P
en la pieza f~1(W)). De (6.5) deducimos

p) = [ (v n ) dg) -

=/ dﬁ*/ xay)d(p™ W) v Ae A
lylex/~ y€E(y]

Luego hemos encontrado otra desintegracién de Rohlin de la medida p con respec-
to a la particién P. Por la unicidad de las medidas de probabilidad i y p" de la
desintegracion de Rohlin, se cumple

(=i u W@y,
demostrando la f-invariancia de i y de p'V.

(b) Paratodo conjunto A € A, por el Teorema de Descomposicién Ergddica (Teorema
4.1.2) tenemos:

H(A) = / 12 (A) d.

Por el Teorema de Descomposicién de Rohlin, aplicado a cada medida ergddica p,,
se cumple:

pn(A) = /,%(A) dpu :/ du/ dﬁx/ xadplV® =
zeX lylex/~ yely]
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- / a / XA dul’ @), (6.6)
lyle X/~ Y€y

donde la medida de probabilidad 7 en el espacio cociente X/ ~, A estd definida por:

/X/NS"da = /mex (/HEX/N so([y])dﬁm) du Y pe L'(f).

Luego, la igualdad (6.6) es una descomposicién de Rohlin de la medida p con respecto
a la particiéon P. Por la unicidad de las probabilidades de la descomposicién de Rohlin,
concluimos que fi = vy u¥ = u".

(c) Como consecuencia de la parte (b) p"V < m" siy solo si p/ < m". En el
caso particular en que la particién medible P es la particién de una bola B C M en
variedades inestables locales, obtenemos que p es medida de Gibbs si y solo si u; lo
es para p-c.t.p. x € M. (|

6.3. Relacion entre medidas de Gibbs y SRB

En esta secciéon asumimos que M es una variedad compacta y riemanniana y que
f € Diff " (M). Algunos de los teoremas que veremos en esta seccién se obtienen de
resultados de la Teoria de Pesin, bajo la hipdtesis de que f es de clase C'*%. Pero son
falsos si f es solo de clase C'. En particular las condiciones de continuidad absoluta
de las medidas condicionales inestables (existencia de medida ergédica de Gibbs que
es también SRB) no rige para todo f € Diff *(M).

Mas adelante, en las secciones posteriores de este capitulo, veremos algunas formas
de reformular los resultados de esta seccion, generalizando algunas definiciones (me-
diante la introduccién de las medidas SRB-like) y modificando adecuadamente los
enunciados, para que sean aplicables a todo difeomorfismo de clase C! en la variedad

M (y mds ain, algunos de ellos son aplicables también a transformaciones continuas
f:Mw— M).

Teorema 6.3.1. de Gibbs ergdédica implica SRB o fisica
Sea f € Diff "T*(M) y sea p una medida invariante hiperbdlica.
St es una medida de Gibbs, entonces las componentes ergodicas de p son medidas

SRB o fisicas.

En el parrafo 6.5.3 veremos la demostracién de este Teorema, reduciéndola a resulta-
dos de la Teoria de Pesin. También se puede encontrar la demostracion del teorema
6.3.1 en [Pug-Shu 1989] o en [Bon-Dia-Via 2005, Proposition 11.24].

Es cierto también el reciproco del Teorema 6.3.1, bajo hipétesis de C'*+-hiperbolicidad
uniforme: si las componentes ergodicas de una medida invariante p son medidas SRB
o fisicas, entonces p es una medida de Gibbs. Més precisamente:
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Teorema 6.3.2. SRB ergddica implica de Gibbs

Sea f € Diff *T*(M), sea A C M un atractor ergédico uniformemente hiperbélico,
y sea i la medida ergddica SRB o fisica soportada en A (de acuerdo a la Definicién
5.4.2 de atractor ergddico).

Entonces i es medida de Gibbs.

El Teorema 6.3.2 es consecuencia del siguiente Teorema de Pesin-Sinai, que demuestra
la existencia de medida SRB ergddica, bajo hipdtesis de hiperbolicidad uniforme en
el contexto O+

Teorema 6.3.3. Pesin-Sinai [Pe-Si 1982]

Sea f € Diff "t (M). Sea A un atractor topoldgico uniformemente hiperbélico. En-
tonces:

Existen medidas SRB-ergddicas soportadas en A. Toda medida SRB ergddica sopor-

tada en A es de Gibbs. Reciprocamente, toda medida ergédica de Gibbs soportada en
A es SRB. (cf. Teorema 6.3.1).

En el caso particular que f sea Anosov, demostraremos este resultado més adelante
en este capitulo (Teorema 6.3.4).

Generalizacién del Teorema 6.3.3 para difeomorfismos C'T® no uniforme-
mente hiperbdlicos

La implicacién SRB-ergodica = Gibbs, como en el Teorema 6.3.3 de Pesin-Sinai, rige
aun en hipdtesis mas generales que la hiperbolicidad uniforme que nosotros enunci-
amos en ese Teorema, asumiendo siempre que f € Diff 1J”)‘(M ). En efecto, el atrac-
tor topoldgico A puede no ser hiperbdlico, sino que alcanza que sea parcialmente
hiperbdlico (ver Definicién, por ejemplo en [Bon-Dia-Via 2005, Definition B.3, page
289]). Puede ser no uniformemente hiperbélico con singularidades, como el atractor
de Lorenz [Pe 1992], por ejemplo.

Para los difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos, las medidas invariantes no son
necesariamente hiperbodlicas, sino que puede existir un subespacio de Oseledets con
exponente de Lyapunov igual a cero. Sin embargo, puede existir una separacién aco-
tada uniformemente lejos de cero, entre los exponentes de Lyapunov positivos y los
no positivos.

La demostracién de Pesin-Sinai del Teorema 6.3.3 se encuentra en [Pe-Si 1982] para
difeomorfismos C'*®-parcialmente hiperbdlicos; en particular para los que son uni-
formemente hiperbdlicos 6 Anosov. También puede encontrarse la demostraciéon gen-
eral para difeomorfismos C1*t¢ parcialmente hiperbélicos, en [Bon-Dia-Via 2005, The-
orem 11.16].

Observemos que la hiperbolicidad parcial no implica que la medidas invariantes sean
hiperbdlicas, y por lo tanto, aunque existan medidas de Gibbs ergédicas, no podremos
aplicar el Teorema 6.3.1 para deducir que estas son SRB. En general, el problema de
existencia de medidas SRB para difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos, esta es-
encialmente abierto. Recientemente, en [Via-You 2013] se demuestra que los difeo-
morfismos parcialmente hiperbélicos con dimensién central 1 (1 es la dimensién del
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subespacio de Oseledets con exponente de Lyapunov igual a cero), C'**% genérica-
mente existe una, y a lo sumo una cantidad finita, de medidas ergédicas SRB cuyas
cuencas de atraccién estadistica cubren Lebesgue c.t.p.

Los difeomorfismos hiperbdlicos son un caso particular de los llamados difeomorfis-
mos con splitting dominado. La definicion, los enunciados y las demostraciones de
propiedades dinamicas topoldgicas de los difeomorfismos con splitting dominado se
encuentran en [Puj-Sam 2009]. El problema de existencia de medidas SRB para los
difeomorfismos con splitting dominado, salvo en casos particulares, esta esencialmente
abierto.

Otro caso en el que la existencia de medidas SRB se ha estudiado, es el de los lla-
mados difeomorfismos derivados de Anosov. La demostracion de la misma tesis del
Teorema 6.3.3 para difeomorfismos derivados de Anosov transitivos con exponente de
Lyapunov positivo y de clase C'7, y ademads la unicidad de su medida SRB, fueron
dadas por MLF. Carvalho en [Car 1992] (o también, mds detalladamente explicadas,
en [Car 1991]).

También existen otras generalizaciones del Teorema 6.3.3 para ciertas clases de difeo-
morfismos no uniformemente ni parcialmente hiperbdlicos ni derivados de Anosov y
que no tienen splitting dominado (por ejemplo en [Hu 2000], [Enr 1998] y

[Cat-Enr 2001]). Estas clases de difeomorfismos tienen C" regularidad para valores de
r > 2 suficientemente grande y se componen de ciertos difeomorfismos f; llamados
casi-Anosov, que estén en el borde de los de Anosov en el espacio Diff "(M) para cierto
r > 1 suficientemente grande. Por definicién, un difeomorfismo f; es casi Anosov, o
almost Anosov, si f1 se obtiene por medio de una isotopfa (es decir, por medio de una
deformacién continua f; € Diff "(M) para t € [0,1] C R), tal que f; es de Anosov
transitivo para todo 0 < ¢t < 1. La isotopia en un casi-Anosov debe cumplir la siguiente
condicién: el splitting T, M = St @ U! es un splitting uniformemente hiperbélico de
f+ para todo t € [0,1) fijo, y para todo @ € M. Ademés, por hipdtesis, existe una
érbita o(zg) tal que para todo = & o(zg) existe un splitting S. & U} invariante por fi,
obtenido como el limite cuando ¢ — 1 del splitting hiperbdlico de S @ UL. Finalmente,
el difeomorfismo f1, o bien posee también un splitting (no hiperbélico) definido como
St@ U, donde S! = lim,_,;- S, U! = lim,_,;- U? (cuando existen dichos limites en
la érbita de xo y son mutualmente transversales); o bien existen dichos limites pero
son tangentes; o bien no existen.

La existencia de una tunica medida de Gibbs ergddica que es SRB, en ejemplos del
primer caso de difeomorfismos C? casi-Anosov, es demostrada en [Car 1992], donde
xo es un punto fijo por f; para todo 0 <t < 1,y los exponentes de Lyapunov en leo
(para t = 1) son estrictamente positivos. En cambio, en el ejemplo de casi-Anosov
también del primer caso, estudiado en [Hu-You 1995], se prueba que no existe ninguna
medida de probabilidad de Gibbs, si se toma como foliacién inestable, la formada por
las C'-subvariedades que son tangentes a E! en todo punto x € M. En este ejemplo,
el difeomorfismo f;, de clase C? casi-Anosov, se construye tomando g en un punto
fijo, pero tal que los exponentes de Lyapunov en U;O son nulos. Sin embargo, atin
en este ejemplo, en [Hu-You 1995] se demuestra que existe una tnica medida SRB
ergddica y que su cuenca de atraccion estadistica cubre Lebesgue casi todo punto.
En el segundo caso de difeomorfismos casi-Anosov, en el toro T?, [Enr 1998] prueba
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la existencia de la medida de Gibbs ergddica que es SRB, cuando o(z) es una drbita
no periédica (mds precisamente una érbita de tangencia heteroclinica). También en
el segundo caso (cuando S;O y U;D son tangentes) y en T2, la existencia y unicidad
de una medida SRB ergddica con cuenca de atraccién que cubre Lebesgue-c.t.p., es
demostrada en [Cat-Enr 2001], cuando xg es un punto fijo (no hiperbélico) para f;
de clase C?, y ademéds una de las derivadas segundas parciales de f; en zg se anula.
Este caso incluye los ejemplos de difeomorfismos casi-Anosov en el toro bidimensional
introducidos por Lewowicz en [Lew 1980], en los que las direcciones estable e inestable
en un punto fijo xg parat < 1, se hacen tangentes cuando el pardametro ¢ de la isotopia
alcanza el valor 1 (sin saber a priori si los exponentes de Lyapunov en casi todo punto
diferente de zp, son o no son, diferentes de cero).

El tercer caso de difeomorfismos casi-Anosov, en que los limites S} Y U;D no existen,
es estudiado en [Hu 2000] cuando z( es un punto fijo, f es de clase C" para r > 2
suficientemente grande, y se cumplen ciertas hipétesis sobre las derivadas de orden
mayor que 1 en xg.

Estos resultados parciales, fueron obtenidos en subclases muy particulares de difeo-
morfismos casi-Anosov. La dificultad grande para demostrar la existencia de medidas
SRB, cuando no se tienen a priori hipétesis de existencia de una constante uniforme
que separe los exponentes de Lyapunov positivos de los no positivos, provoca que el
problema general de existencia de medidas SRB para los casi-Anosov, permanezca
aun mayormente abierto.

Ahora re-enunciamos el Teorema 6.3.3 en el caso particular de
f € Diff ***(M) difeomorfismo de Anosov. Més precisamente:

Teorema 6.3.4. Sinai

Sea f € Diff "t (M) un difeomorfismo de Anosov. Entonces:

(a) Existen medidas ergddicas SRB (o fisicas).

(b) Toda medida SRB (o fisica) es de Gibbs ergddica, y reciprocamente

(c¢) La unidn de las cuencas de atraccion estadistica de las medidas SRB cubren
Lebesgue c.t.p. © € M.

(d) Si ademds f es topoldgicamente transitivo, entonces existe una unica medida
SRB, es ergodica y de Gibbs, y su cuenca de atraccion estadistica cubre Lebesgue
c.t.p.x € M.

Demostraremos el Teorema 6.3.4 mas adelante en este capitulo, en el paragrafo 6.7.2.

Corolario 6.3.5. Sea f € Diff "7 (M) de Anosov transitivo que preserva la medida
de Lebesgue m. Entonces, m es ergodica, es la unica medida SRB de f y es de Gibbs.

Demostracion. Por la parte (d) del Teorema 6.3.4, Lebesgue c.t.p. € M cumple

n—1

1
I —E 8 ti(my =
n~1>IJIrloo7’Lj70 P K

donde p es la unica medida SRB de f, es ergddica y de Gibbs.
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Por el Teorema 4.1.2, como la medida de Lebesgue m es invariante, entonces para
m-ct.p.x € M

1 n—1
m D ity = ma,

Jj=0
donde m, es la componente ergddica de m a la que pertenece f.
Cuando existe, el limite de una sucesién de medidas de probabilidad en la topologia
débil estrella, es tnico (esta es una propiedad de todo espacio métrico). Concluimos
que m, = u para m-c.t.p. € M. Dicho de otra forma, la descomposicién ergédica de
m tiene una linica componente ergddica que es p. Entonces m = p, como queriamos
demostrar. O

Observacion 6.3.6. En la demostracion del Teorema 6.3.4, probaremos ademas los
siguientes resultados:

Las medidas condicionales inestables p¥ de cualquier medida u que sea SRB (para un
difeomorfismos de Anosov de clase C**%) no solo son absolutamente continuas respec-
to a las medidas de Lebesgue inestables mY (a lo largo de las respectivas variedades
inestables locales W§'(z) para p-c.t.p. x € M), sino que son ademds equivalentes a
estas; es decir:

e K my, py<<my p—ctp. x€ M.

Ademds, la derivada de Radon-Nikodym dul/dm? (es decir la densidad de las medi-
das condicionales inestables) es una funcion continua h,(y) y positiva, y estd definida
por:

u +00 14 i "
%(y) = hx(y) = g% c CO(M,R+) f—ctp. zeM,

donde J*(z) := |det(dfz|pu

se llama Jacobiano inestable de f en el punto x.

Cuando intentamos generalizar el Corolario 6.3.5 a difeomorfismos no uniformemente
hiperbdlicos que preservan la medida de Lebesgue, el método de demostracion que
usamos para los Anosov transitivos no funciona si uno no sabe a priori, o demuestra
primero, la existencia de una medida SRB:

Conjetura 6.3.7. (Viana [Via 1998]) Sea f un difeomorfismo que preserva la
medida de Lebesgue m. Sim es una medida hiperbdlica (cf. Definicién 3.11.3) entonces
existe alguna medida SRB.

La demostracion de la conjetura de Viana, o el hallazgo de un contraejemplo, es un
problema abierto.

6.4. Sobre la Formula de Pesin para la entropia

Como consecuencia de los teoremas 6.3.1 y 6.3.2, la busqueda de medidas SRB o
fisicas en el caso de difeomorfismos de clase C' mas Hélder, se centra en la btisqueda
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de medidas de Gibbs, o sea, de medidas invariantes cuyas medidas condicionales in-
estables sean absolutamente continuas (ver Definiciones 6.2.1 y 6.2.3). Por ese motivo,
la caracterizacién de las medidas invariantes que son medidas de Gibbs, adquiere en el
contexto C1T® especial relevancia. Una tal caracterizacién estd dada por la igualdad
del siguiente Teorema 6.4.1, llamada Férmula de Pesin para la entropia.

Entropia métrica Para poder enunciar la Férmula de Pesin, introducimos breve-
mente el concepto de entropia métrica h,(f) de una transformacién continua f :
M +— M con respecto a una medida de probabilidad p invariante con f. La defini-
cién de entropia métrica, y el estudio de las primeras propiedades que dan su forma
de célculo para difeomorfismos de Anosov, son debidos a Kolmogorov [Ko 1958] y a
Sinai [Si 1959]. La definicién precisa y sus propiedades, puede encontrarse ademds, por
ejemplo en [Wa 2000, §4.4], [Man 1983a, Capitulo 4], [Kat-Has 1995, pag. 168-170],
[Si 2007], [Si 1994, pag. 55-76], [Jo 2005, §4.1-4.2], [Ke 1998, Chapter 3], o [Ki 2011],
entre muchos otros textos que tratan mateméticamente el concepto de la entropia
métrica para los sistemas dindmicos.
Para comprender los enunciados siguientes, admitase que tenemos definido un nimero
real no negativo h,(f) > 0, llamado entropia métrica de f con respecto de la medida
de probabilidad f-invariante p, que depende solo de f y de p y tal que h,(f) es
invariante por isomorfismos de espacios de medida. El nimero h,(f), por la forma en
que se define, mide con respecto a la probabilidad pu, la tasa exponencial maximal en
que los iterados futuros de f desordenan los pedazos de cualquier particion finita P
del espacio M, ponderados con la probabilidad .
Maés precisamente, consideremos la particién P, = \/;1:_01 f79(P), definida por la
siguiente condicién: z,y € A € P,, si y solo si para todo 0 < j < n — 1 existe P; € P
tal que z,y € P;. Cada pedazo diferente de esta particién Py, es el conjunto de puntos
x que mutuamente se acompanan dentro de un mismo pedazo de P, al ser iterados
hacia el futuro. Cuando mayor es la cantidad de pedazos diferentes de la particién P,
al crecer n, mas desordena el iterado f™ a las orbitas en el espacio, en relacién a la
particién inicial P.
Se define

) 1

hy(f,P) :=limsup — Z w(A)log pu(A).
n—too T fep,

> aep, H(A)log u(A) es un promedio ponderado de logaritmos. Luego, se interpreta
como un exponente (ponderado). Entonces, al dividirlo entre n, da una tasa o coefi-
ciente de crecimiento exponencial con n. Por este motivo, ese cociente se interpreta
como la tasa o velocidad de crecimiento exponencial con n (hasta el instante n), del
“desorden espacial” que producen los iterados de f, ponderado con la medida de
probabilidad p. Por lo tanto, intuitivamente hablando, h,(f, P) es la tasa exponen-
cial, p-ponderada y asintética, en que los iterados de f (mejor dicho p-casi toda érbita
de f) desordenan a la particién inicial P con la que mirdbamos, como referencia, la
distribucién de puntos iniciales.

Finalmente, se define la entropia métrica

h#(f) = ?)%I?Ph#(fa P)a
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donde PP denota el conjunto de todas las particiones finitas de M en piezas medibles.
Luego h,(f) > 0 puede interpretarse como la tasa exponencial asintética maximal
de crecimiento del desorden espacial de f™ al hacer n — —+oo, ponderada con la
probabilidad . Si h,(f) > 0, el sistema restringido al soporte de p se llama cadtico
en sentido medible. Cuanto mayor es h,(f), més rdpidamente se desordena el espacio
al iterar f.

Luego, al observador que quiera cuantificar el caos, interesan, si existen, aquellas
medidas de probabilidad invariantes ;1 que maximicen la entropia métrica h,(f) en
relacién al valor esperado de cierta funcién real, llamada potencial (el cual, gruesa-
mente hablando, cuantifica el significado de “optimizar la observacién del caos”). Estas
medidas que maximizan la diferencia entre la entropia métrica y el valor esperado de
una funcién potencial, se llaman estados de equilibrio. Su estudio se constituye en la
sub-teoria, dentro de la teoria ergédica de los sistemas dinamicos, llamada formalismo
termodindmico (ver por ejemplo [Ke 1998, Chapter 4]).

Teorema 6.4.1. Féormula de Pesin para la entropia
Sea f € Diff "t (M) que preserva una medida p hiperbélica y de Gibbs. Entonces

dim(M)

=[S @ (6.7

donde h,(f) es la entropia métrica de f con respecto de i, y

X () == médx{0, xi(x)},

siendo {Xi}lgigdim(M) los exponentes de Lyapunov de f en el punto x, repetido cada
uno de ellos tantas veces como la dimension del espacio de Oseledets E' correspondi-
ente.

Se recuerda que, por el Teorema de Oseledets, p-c.t.p. es regular. Por lo tanto existe
la funcién real no negativa Z?;T(M) Xi (z) y es medible. Si ninguno de los exponentes
de Lyapunov y;(z) positivo, resulta Z?;T(M) Xi (z) =0.

La demostracién de la Férmula de Pesin se encuentra en [Pe 1977]. Una prueba difer-
ente que prescinde de la propiedad de continuidad absoluta de la foliacién estable se
encuentra en [Man 1983b]. La demostracién también se encuentra, por ejemplo, en
[Ba-Pe 2001, Theorem 5.4.5]. Finalmente, en [Ta 2002] se generaliza el Teorema 6.4.1
para difeomorfismos C'-genéricos.

Si una medida p satisface la férmula de Pesin, entonces ella mide 6ptimamente el
caos medible del sistema en relaciéon al valor esperado de la suma de los exponentes
de Lyapunov positivos. En efecto, la igualdad (6.7) da el méximo posible de la entropia
métrica h,(f) en relacién a ese valor esperado, ya que para toda aplicacién de clase
C"' rige la siguiente cota superior de h,,(f):
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Teorema 6.4.2. .
Desigualdad de Margulis-Ruelle [Mar 1966], [Rue 1978]
Sea f : M — M de clase C*. Sea pu una medida de probabilidad invariante por f.

FEntonces
dim (M)

<[ Y @ (63)
i=1
donde h,(f) es la entropia métrica de f con respecto de i, y

X () == médx{0, xi(x)},

donde {Xi}1<i<dim(m) son los exponentes de Lyapunov de f en el punto x, repeti-
do cada uno de ellos tantas veces como la dimension del espacio de Oseledets E
correspondiente.

La demostracién de la Desigualdad (6.8) de Margulis-Ruelle se puede encontrar en
[Rue 1978], o también en [Ba-Pe 2001, Theorem 5.4.1].

La férmula de Pesin, caracteriza a las medidas de Gibbs, debido al siguiente reciproco
del Teorema 6.4.1:

Teorema 6.4.3. [Ledrappier-Young, [Led-You 1985]]
Sea f € Diff >(M) y sea u una medida invariante tal que

dim(M)
Z XF(®) >0 p—ctp. xe M.

=1

Si se verifica la Formula de Pesin (6.7) de la entropia métrica h,(f), entonces la
medida p es de Gibbs, es decir, j tiene medidas condicionales inestables absolutamente
continuas.

La demostracién del Teorema 6.4.3 se encuentra en [Led-You 1985], y también en
[Led 1984] con la hipédtesis adicional de p hiperbdlica.

Corolario 6.4.4. Sea A un atractor topoldgico uniformemente hiperbdlico de f €
DiﬁQ(M). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) p es una medida ergédica SRB (o fisica).

(ii) p es una medida ergddica de Gibbs.

(iii) 1 es una medida ergddica que satisface la Férmula (6.7) de Pesin para la entropia.

Demostracion. Se obtiene inmediatamente de reunir los Teoremas 6.3.3, 6.4.1 y 6.4.3.
O

6.5. Demostracion del Teorema 6.3.1

Para poder demostrar los Teoremas 6.3.1 y 6.3.4, necesitamos introducir algunos re-
sultados relevantes de la llamada Teoria de Pesin: Esta teoria estudia el compor-
tamiento de p-casi toda érbita, para f € Diff 1JFO‘(M) donde p es una medida de
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probabilidad f-invariante e hiperbdlica. Es decir, la regién de Pesin X (i.e. el conjunto
de los puntos regulares cuyos exponentes de Lyapunov son todos diferentes de cero)
tiene p-probabilidad igual a 1.

Definicién 6.5.1. Holonomia
Sea u una medida de probabilidad invariante hiperbdlica de
f € Diff "**(M). Es decir, la regién de Pesin ¥ cumple p(X) = 1. Tomemos z € ¥
tal que para todo 6 > 0 la bola Bs(xg) C M de centro zp y radio 6 > 0 cumple
1(Bs(zg)) > 0. Por el Teorema 3.12.1, existen para p-c.t.p. x € Bs(zo) las variedades
estables e inestables locales por el punto z, que denotamos Wj(z), Wy'(z) C Bs(zo)
(Si fuera necesario tomamos la componente conexa que contiene al punto z de la
interseccién de la variedad estable o inestable local por el punto  con la bola Bs(zg)).
Definimos la holonomia

hs : By (x0) — W5 (z0),

donde
Bj(z0) = {y € Bs(wo) N X: (W5 (y) N W' (z0)) =1

como la transformacién que a cada punto y € B*§(xg) hace corresponder el tnico
punto hs(y) € Wg(y) NW§(xo). Debido al Teorema 3.12.1, si § > 0 es suficientemente
pequetlo, entonces hy existe, pues el conjunto Bj(xg) contiene por lo menos a la
variedad estable local W (xzg) que interseca transversalmente a Wi (zo) en el punto
Zo-

La transformacién hg se llama holonomia a lo largo de las variedades estables locales
en la bola Bs(z) sobre la variedad inestable local del punto z, o en breve, holonomia
local estable.

Decimos que la holonomia estable hs es absolutamente continua si para p-c.t.p.
xog € X y para todo boreliano A C Bs(x) se cumple:

m(h; (A) =0 < m“(ANW(z)) =0, (6.9)
donde m es la medida de Lebesgue en la variedad M y m" es la medida de Lebesgue
a lo largo de la subvariedad inestable local Wi (z).

Andlogamente se define holonomia inestable y continuidad absoluta de la holonomia
inestable, intercambiando entre si los roles de las variedades estables e inestables
locales en la definicién anterior.

Teorema 6.5.2. Pesin [Pe 1976]

(Teorema fundamental de la Teoria de Pesin)

Sea f € Diff " (M) y sea p una medida ergddica e hiperbdlica. Entonces existe § > 0
suficientemente pequeno, tal que la holonomia estable y la holonomia inestable en las
bolas Bs(xo) para p-c.t.p. xo € M son absolutamente continuas.

La prueba del Teorema 6.5.2 se encuentra en [Pe 1976], y también, por ejemplo, en
[Theorem 4.3.1][Ba-Pe 2001].

Observamos que el Teorema 6.5.2 es falso en la topologia C'*. En efecto, en [Bow 19754
vy [Rob-You 1980] (y también en [Sch-Gor 1989] para endomorfismos) se construyen
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ejemplos de atractores hiperbdlicos para los cuales la holonomia a lo largo de las
variedades estables locales no es absolutamente continua.

Por ese motivo la demostracion del Teorema 6.3.1 no funciona para difeomorfismos
de clase C! que no sean C't<. En particular, la demostracién que daremos del Teo-
rema 6.3.4 no funciona para difeomorfismos de clase C' que no sean de clase C1*+2,
Mis adelante expondremos algunos resultados utilizando las medidas “SRB-like” (ver
Definicién 7.6.4), que no son necesariamente medidas de Gibbs, pero que existen para
difeomorfismos y endomorfismos sin mas regularidad que C' manteniendo propiedades
de atraccién estadistica similares a las medidas SRB.

Ahora, veremos que la demostracién del Teorema 6.3.1, que relaciona para difeomor-
fismos de clase C'T® las medidas de Gibbs hiperbélicas y ergédicas con las medidas
SRB o fisicas, se reduce al Teorema fundamental de la Teoria de Pesin que establece
la continuidad absoluta de la holonomia estable local.

6.5.3. Demostracién del Teorema 6.3.1

Demostracion. Por la parte (c) del Corolario 6.2.4 si p es medida de Gibbs, entonces
p-casi toda componente ergddica ., de p es medida de Gibbs. Ademds como p es
hiperbdlica por hipdtesis, entonces u(3) = 1, donde ¥ es la regién de Pesin. Luego,
por el Teorema 4.1.2 de descomposicién ergodica p-casi toda componente ergddica fi,
de p cumple 1, (X) = 1; es decir p, es hiperbdlica y de Gibbs, ademés de ser ergédica.
Tomemos una tal p, y renombremosla como p.

Para probar el Teorema 6.3.1, aplicando la Definiciéon 5.5.6 de medida SRB o fisica,
debemos probar que la cuenca B de atraccién estadistica de u, definida por:

n—-+4oo

n—1
1
B= M: lim =Y b =
{z € im n 2 13 (x) I

tiene medida de Lebesgue m(B) positiva.
Como p es ergédica, p(B) = 1. Por el Teorema 6.1.7 de Descomposicién de Rohlin en
una bola Bs(xg) con p-medida positiva, se cumple:

BB W (2)) = 1

para p-c.t.p. xgp, donde u* es la medida condicionada inestable de p. Como pu es
medida de Gibbs, por la Definicién 6.2.3, se cumple p* < m", para u-c.t.p. zo, donde
m" es la medida de Lebesgue a lo largo de la variedad W' (o). Luego deducimos

m* (BN Ws(z)) >0
Aplicando el Teorema 6.5.2 de la Teoria de Pesin, obtenemos:
m(h; (BN WE(xg)) > 0.

Entonces, para terminar de demostrar que p es una medida SRB, es decir para termi-
nar de probar que m(B) > 0, basta demostrar ahora que h;'(B N W¥(xg)) C B. En
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efecto, sea y € hy ' (BNW§(z0)). Probemos que y € B. Por definicién de la holonomia
estable hg, se cumple y € By tal que hs(y) = z := W3 (y) N Wy*(zo) € B. Entonces,
como z € BN W;(y), obtenemos

n—1

1
lim_ dist(f"(2), f"(y)) = lim — > 8y =
Jm dist(f"(2), f"(y)) = 0, n;glwnj:05fj<z> 7

Aplicando el resultado probado en el Ejercicio 2.1.12, resulta

n—1
, 1
nEI-ll-loo n Zo Of;(y) = My
j=

es decir y € B, como queriamos probar. O

6.6. Lema de Distorsion Acotada

Al final de este capitulo probaremos el Teorema 6.3.4 que establece, en el contexto
C'*t>_Anosov, la equivalencia entre las medidas SRB ergddicas y las medidas de Gibbs
ergddicas, y la existencia de estas.

La demostracién del Teorema 6.3.4 esta fuertemente basada en el siguiente Lema 6.6.1
de Distorsién Acotada. La prueba de este lema se basa en la hipétesis f € Diff *(M).

Lema 6.6.1. Lema de Distorsién Acotada Sea f € Diff '™ (M) de Anosov.
Sea TM = E* & E* el splitting uniformemente hiperbdlico del fibrado tangente, y sea
Wi (x) la variedad inestable local por el punto x para 6 > 0 constante, suficientemente
pequeno. Denotamos con

T(x) = | det dfy|gs| >0

al Jacobiano inestable en el punto x. Sean x,y € M dos puntos tales que y € Wi (x)
y sean, para todo n > 1, las funciones

[T, J“(f ()
T, J“(f (1))
T ()
TR y))

definidas solo para las parejas (x,y) de puntos en el conjunto:

hn(‘rv y) =

Bz, y) == € 0, 4o
Hs :={(z,y) € M tales que y € Wy'(z)}.

Entonces:
(1) Ewiste una constante real K > 0 tal que

1
Ve < h(z,y) < K V (z,y) € Hy
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(i) La funcién h: Hs — RT es continua.
(iii) Para todo € > 0 existe N > 1 (independiente de la pareja de puntos (z,y) € Hy)
tal que:

—e _ hn(z,y)
e f< ——=<e® V(x,y) €Hs, Yn>N.
ey 7Y
Demostracion. (i) Definamos log : [0, +00] — [—00, +00] acordando que log 0 = —co

y log(+00) = +4o00. Para demostrar la afirmacién (i) basta probar que existe una
constante real ¢ > 0 tal que |logh(x,y)| < c. Por construccién de la funcién h : Hs —
[0, +00] tenemos:

+oo
|log h(w, )| = | Y (log J*“(f 7 (x)) —log J*(f 7/ (y)))| <
j=1
+Oo . .
> log J" (£ (@) ~log J*(f 7 (1)) (6.10)
=1

J% : M ~— RT es continuo (porque df, es continuo pues f es de clase C' y E¥
depende continuamente de z). Entonces la funcién J" estd uniformemente acotada
superiormente e inferiormente por constantes reales positivas. Luego, por el Teorema
del valor medio del calculo diferencial aplicado a la funcién real logt¢ de variable real
positiva t, existe una constante c¢; > 0 tal que

[log J*(z1) —log J*(22)| < ex|J*(21) — J*(22)]
para toda pareja (z1, z2) de puntos en la variedad M. Sustituyendo en (6.10) resulta:

+oo

[log h(z,y)| < e Y [J*(f 7 (2)) = J(f 7 ()]. (6.11)

j=1

Siendo f de clase Ot las variedades inestables son de clase C1T< (cf. la tltima
parte del enunciado del Teorema 3.6.1). Entonces el subespacio tangente T, W¥ (z) =
E, depende a-Holder continuamente del punto y cuando y varia a lo largo de la
subvariedad Wi (x). Es decir, para cada x existe una constante ca(z) > 0 tal que

dist(Ey, £Y) < ca(z)dist(y, 2)" ¥V y,z € W'(x). (6.12)

Afirmamos que para 6 > 0 fijo suficientemente pequetio, existe una constante co
uniforme tal que
co(x) <co VaeM.

En efecto, fijando x; € M y una constante C(x1) > ca(z1), la desigualdad (6.12)
se satisface para cualquier punto T en un entorno suficientemente pequenio de 1,
sustituyendo ca(x) por C(z1). Luego, cubriendo la variedad compacta M con una
cantidad finita de tales entornos, centrados en puntos x1, ..., z,, respectivamente, y
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tomando ¢z = max;~; C(z;), deducimos que se satisface la desigualdad (6.12) para
todo & € M, con la constante ¢z en lugar de co(z).

Por otra parte, como f es de clase C'*®, su derivada df, depende a-Hélder continu-
amente del punto z. Es decir, existe una constante cs > 0 tal que

ldfy — df-|| < cadist(y,2)* Vy,z € M.
Por otra parte existe una constante ¢4 > 0 tal que
|det A| < eyl Al

para toda aplicacion lineal A de un espacio vectorial de dimensién igual a dim(E“)
en otro de la misma dimensién. Reuniendo las cuatro tltimas desigualdades que in-
volucran las constantes ca(x), ca,c3 y ¢4, Obtenemos

[T (y) = J*(2)| = | | det(dfy|py] — | det(dfz|px|| <

[ det(dfy |y | — | det(df. ||| + || det(df ]| — | det(df:] 2] <
| < calldfy — drl + ealmx | | dist (B, BY) <

(cacs + 04(1153[( df-1)c2) - dist(y, 2)* V (y,2) € Wy'(z), Yz e M.

Sustituyendo en la desigualdad (6.11), obtenemos una constante c; > 0 tal que

+oo
[log h(z,y)| < 5 Y dist(f I (x), f 7/ (y))* ¥ (w,y) € H; (6.13)

j=1

Nota: Para obtener la desigualdad (6.13) observamos que no necesariamente se cumple
FTIWE(x) € WE(f7(x)), y por lo tanto, aunque (z,y) € Hs no necesariamente son
aplicables directamente todas las desigualdades anteriores para la pareja de puntos
(f77(x), f77(y)) para cualquier j > 1. Sin embargo, fijado § > 0 suficientemente
pequeno, aplicamos la parte B) del Teorema 3.6.1, y observamos que hay convergencia
uniforme a cero de las distancias a lo largo de las variedades inestables locales al
iterar hacia el pasado, pues los vectores tangentes u € E se contraen uniformemente
hacia el pasado segin la Definicién 3.3.1 de difeomorfismo de Anosov. Luego, existe
N > 1 uniforme tal que f~"Wg(z) C W(f "(x)) para todo n > N para todo
x € M. Entonces, basta elegir 0 < §’ < § tal que f~IW¥(x) C W¥(fI(x)) para
j € {0,...,N — 1}, para que esa misma inclusién valga también para todo j > 0.
Finalmente renombramos ¢’ como d para deducir la desigualdad (6.13).

Por la Definicién 3.3.1 tenemos:

dist"(f 7 (x), f 7 (y)) < Co~Idist"(x, y), (6.14)

donde C' > 0 y ¢ > 1 son las constantes dadas en la Definicién 3.3.1, y dist"(x,y)
es la distancia entre los puntos x e y a lo largo de la variedad inestable local W' ().
Ademas la distancia dist en la variedad ambiente M entre dos puntos que estan en la
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misma variedad inestable local, es siempre el minimo de las longitudes de curvas que
unen esos puntos (con la métrica riemanniana dada en M). Por lo tanto es menor o
igual que la distancia dist" a lo largo de la variedad inestable local. Sustituyendo en
la desigualdad (6.13) resulta:

+oo
[log h(z,y)| < c5 C¢ Z o (dist™(z,y))* < ce(dist™(x, y))®
j=1
V (z,y) € Hs, (6.15)
donde ¢ = ¢ C*1/(1 — 0~ %) (observar que 0 < 0~ < 1 porque o > 1y a > 0).
Como Wj'(x) es una variedad Cj-encajada en M que depende continuamente de x,
existe

Diam(W(x)) := sup dist"(z,y) € RT
yeWs (z)

y es una funcién continua real de © € M. Luego, estd acotada superiormente por una
constante uniforme ¢z > 0. Sustituyendo en (6.15), concluimos:

[log h(z,y)| < cg (dist"(z,y))* <csc¥ =c V (x,y) € Hs, (6.16)
terminando la demostracién de la parte (i) del Lema 6.6.1.

(iii) Fijemos n > 1. Por la definicién de las funciones h y h,, tenemos

ho(z,y) IS0 7))

W) Lo I (@)

Luego, aplicando la férmula (6.15) a los puntos f~""1(x) y f~""!(y), en lugar de x
e y respectivamente, obtenemos

‘ log (%)‘ < cG(dist“(f_"_l(x),f_"_l(y)))a.

Usando ahora la desigualdad (6.14), deducimos:

ho(,y) —(n+1 . a —(n+1

log (7)‘ =< cgC%g—(ntha dist“(z,y)) <csCcSo (nt+1a
o2 (e ( ) 7

Como 0 > 1y a > 0, el término de la derecha tiende a cero cuando n — +o0. Luego,

existe N > 1, independiente de (z,y) tal que

h(z,y)
lo 7"<e VY n >N,
o8 ey

terminando de probar la afirmacién (iii) del Lema 6.6.1.

(ii) Debido a la afirmacién (ii), la sucesién de funciones h, (x,y) converge uniforme-
mente a h(z,y) para todo (x,y) € Hs. Ademas h,(x,y) es continua en Hs, porque el
Jacobiano inestable J"(z) = |det df?|gu| es una funcién continua de z, pues df, es
continuo y EY también. El limite uniforme de una sucesién de funciones continuas es
continuo. Concluimos que h es una funcién continua, finalizando la prueba del Lema
6.6.1. O
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6.7. Demostracion del Teorema 6.3.4

En la demostracién del Teorema 6.3.4, usaremos, ademéas del Lema de Distorsion
Acotada, el siguiente resultado, valido para cualquier difeomorfismo de Anosov (no
necesariamente de clase C1T%)  y generalizable también (reformulando adecuada-
mente el enunciado) para los entornos locales de atractores topoldgicos uniformemente
hiperbdlicos.

Teorema 6.7.1. Estructura de producto local Sea [ € Diﬁl(M) Anosov.
Eristen constantes 0 < ¢’ < & suficientemente pequenas, tales que [ tiene estructura
de producto local en entornos de radio o'.

La estructura de producto local significa, por definicién, que para toda pareja de
puntos (z,y) tales que dist(x,y) < §’, existen, son tinicos y dependen continuamente
de (x,y) los puntos [x,y] v [y, 2] definidos por:

[z,y] = W5'(x) " W5 (y), [y, ] = Wi (y) " W5 (),

donde W;"*(x) denota la componente conexa de W**(x) N Bs(x) que contiene al
punto x.

Una prueba del Teorema 6.7.1 puede encontrarse en [Bow 1975b, Theorem 3.12] o
en [Kat-Has 1995, Proposition 6.4.21]. El Teorema 6.7.1 es consecuencia del llamado
“shadowing lemma” (lema de sombreado).

Ahora estamos en condiciones de demostrar el Teorema 6.3.4 que establece la existen-
cia, y mutua equivalencia, de las medidas ergddicas de Gibbs y de las medidas SRB,
para los difeomorfismos de Anosov de clase C1 .

6.7.2. Demostracion del Teorema 6.3.4
Esta prueba consta de tres partes:

Afirmacion I: Ezxisten medidas de probabilidad p de Gibbs tales que:

e Las probabilidades condicionales inestables u* son equivalentes a las medidas de
Lebesgue m™ a lo largo de las respectivas variedades inestables locales W§t(x) para
p-c.t.p. x € M. (Nota: La equivalencia entre p* y m* se define como p* < m" y
mt << ut).

e La derivada de Radon-Nikodym du™/dm* (la densidad de las medidas condicionales
inestables p*) es una funcidn real continua y estrictamente positiva.

Una vez probada la Afirmacién I, como consecuencia, debido al Teorema 4.1.2 de De-
scomposicién en componentes ergddicas, y por las partes (b) y (¢) del Corolario 6.2.4
del Teorema de Rohlin, concluimos que existen medidas de probabilidad ergédicas de
Gibbs u tales que u" es equivalente a m" para p-c.t.p. Aplicando entonces el Teore-
ma 6.3.1 ya demostrado, toda medida de probabilidad ergddica y de Gibbs, es SRB.
Deducimos que existen medidas SRB ergddicas, es decir, concluimos la parte (a) del
Teorema 6.3.4. Ademads la Afirmacion I implica que existen medidas SRB ergddicas,
que son de Gibbs, cuyas probabilidades condicionales inestables son equivalentes a la
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medida de Lebesgue a lo largo de las variedades inestables respectivas para p-c.t.p.,
y cuyas densidades son funciones reales continuas y estrictamente positivas.

Afirmacion II: Sea p una medida de Gibbs ergodica i tal que la derivada de Radon-
Nikodym (densidad dup"/dm™ de las medidas condicionales inestables u") es una
funcidn continua (no necesariamente estrictamente positiva). Entonces la cuenca de
atraccion estadistica de p cubre Lebesque c.t.p. de un entorno abierto de su soporte.

De esta propiedad, una vez demostrada, deducimos que dos medidas de Gibbs ergddi-
cas diferentes cuyas densidades inestables sean continuas (en particular dos medidas
de Gibbs ergédicas que satisfagan la Afirmacién I), deben tener soportes disjuntos a
distancia positiva. En efecto, por la Definicion 5.5.1, las cuencas de atraccién estadisti-
ca de medidas diferentes deben ser disjuntas. Debido a la Afirmacién II los soportes
de esas dos medidas estdn mutuamente aislados. De aqui deducimos (usando que M
es un espacio métrico compacto y por lo tanto existe base numerable de abiertos) que
las medidas de Gibbs ergddicas que satisfacen la Afirmacién I (y por lo tanto también
la IT) son a lo sumo una cantidad numerable.

Afirmacion III: Lebesgue casi todo punto de la variedad M pertenece a la union de
las cuencas de atraccion estadistica de las medidas de Gibbs ergddicas cuyas medidas
condicionales inestables cumplen las dos propiedades de la Afirmacion 1.

Supongamos probada la afirmacién III. Tomando en particular una medida SRB o
fisica cualquiera v, con cuenca de atraccién estadistica A, deducimos que A esta con-
tenido en la unién de las cuencas de atraccién estadistica (que son disjuntas dos a
dos) de una coleccién finita o infinita numerable de medidas de Gibbs ergddicas que
satisfacen la Afirmacion I. Como las cuencas de atraccion estadistica de medidas difer-
entes son disjuntas, deducimos que toda medida SRB o fisica es de Gibbs ergddica
y satisface la Afirmacion I, y por lo tanto también la II. Esto, junto con el Teorema
6.3.1, prueba la parte (b) del Teorema 6.3.4.

Ademsds, la afirmacién IIT implica inmediatamente la parte (¢) del Teorema 6.3.4, y
mas adn, toda medida SRB no solo es de Gibbs ergddica, sino que ademas satisface
las afirmaciones I y II.

Supongamos ahora ademas que f es topoldgicamente transitivo. Si hubiera dos me-
didas SRB (ergddicas) diferentes p y v, entonces sus cuencas de atraccién estadistica
B(p) y B(v) serian disjuntas. Como p y v satisfacen la Afirmacién II, existen abiertos
disjuntos U y V tales que Lebesgue c.t.p. de U pertenece a B(u) y Lebesgue c.t.p.
de V pertenece a B(v). Como B(u) es f-invariante, entonces m(f™(U) \ B(u)) = 0
para todon > 1. Como f es topoldgicamente transitivo existe n > 1 tal que el abierto
f™(U)NV # (. Todo abierto (en particular f™*(U) N V) tiene medida de Lebesgue
positiva, y Lebesgue c.t.p. de f™*(U) NV pertenece a B(u) (por pertenecer a f(U)),
y pertenece también a B(v) (por pertenecer a V). Luego las cuencas de atraccién
estadistica B(u) y B(v) no son disjuntas, de donde p = v. Esto prueba la unicidad
de la medida SRB, es decir, la parte (d) del Teorema 6.3.4.

En resumen, para demostrar completamente el Teorema 6.3.4, basta probar las Afir-
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maciones I, IT y III.

Primera parte de la demostracion del Teorema 6.3.4
(Prueba de la Afirmacion I de §6.7.2)

Demostracion. .

Paso 1: Construcciéon de candidata a medida de Gibbs

Elijamos una variedad inestable local cualquiera Wy y consideremos la medida mg de
Lebesgue a lo largo de Wy. Tenemos m{ (Wy) > 0. Definimos la siguiente medida de
probabilidad pg en la variedad ambiente M:

- m“(A n Wo)

po(A) := (o) VAeA,

donde A es la sigma-algebra de Borel. Para todo n > 1 definimos las siguientes
medidas de probabilidad v, y pn:

S

Un(A) = puo(f~"(A)), wun(4):= 2 vi(A) YV AeA (6.17)
j=0

Finalmente tomamos una subsucesion {f,, };cny convergente a p en el espacio M de
las medidas de probabilidad en (M, .A) con la topologia débil*. Probaremos que la
medida p satisface la Afirmacion L.

Paso 2: Descomposicion de Rohlin de las medidas v,.
Consideremos un punto z, en el soporte de p tal que existe una bola B = Bs(xg) C M
de radio 6 > 0 suficientemente pequeno, tal que u(B) > 0. Entonces, por la definicién
de la topologia débil estrella (tomando por ejemplo una funcién continua no negativa
que vale 1 en xg y estd soportada en B), existe N > 1 tal que uy(B) > 0, de donde
deducimos que, para todo n > N existe j € {0,...,n — 1} tal que vj(B) > 0, y por
lo tanto

pn(B) >0 Vn>N. (6.18)

Esto implica, por la definicién de la medida v; que f7(Wy) N B # (. Fijemos n > 1
tal que

f"(Wo)n B # 0.

Por construccién, para todo boreliano A C M, se cumple:

1 u
vn(ANB) = W /Xf*"(A)(y)XWoﬂf*"(B)(y) dmg (y).

Haciendo el cambio de variable 2z = f"(y) y denotando J“(y) al Jacobiano inestable
en el punto y definido por

J(y) = | det dfy| puy|,
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donde By =T, W*"(y), obtenemos:

1
vn(ANB) = W/XA(UC)an(WO)mB ) |detd(f~"™)|gu(x)] dm*(z)

my

donde m"(z) denota la medida de Lebesgue a lo largo de la variedad inestable local
Wjt(x) por el punto z. Tenemos

1 1
[det (™) ez 0| = T g )]~ T 7))
1
T @)
de donde:
1 1 ,
(AN B) = s / Xa@ s () gy )

Denotamos k,, el nimero de componentes conexas de f™(Wy) N B (por convencién,
k., = 0 si el conjunto es vacio y Z?:l - =0). Para cadan > 1 fijo, si k,, > 1 denotamos

Wi nbi<i<k, al conjunto de componentes conexas de f"(Wy) N B. Observamos que
{Winh<ick, j P q
para todo x € W;,, la medida m"(x) es la de Lebesgue a lo largo de la subvariedad
W; n. Entonces:

1 uiy
Un(ANB) = - Wo Z/ Hh O ())dm(). (6.19)

Fijamos n > 1 tal que k, > 1, es decir f™(Wy) N B # (). Luego, por construc-
cién de la medida v, mediante la igualdad (6.17), tenemos v, (B) > 0. Tomemos
una subvariedad cualquiera V', encajada en By, de dimensién complementaria a la
inestable, que interseque en un solo punto cada una, a todas las variedades estables
locales inestables W*§(z) (para todo z € B). Por el Teorema 6.7.1 de estructura
de producto local, tal variedad topolégicamente transversal V' existe, ya que puede
tomarse igual a una variedad estable local.

Para cada i € {1,...,k,} consideremos el punto z; , = W; , N V. Construimos, para

cada x € Ufﬁl W, n, el siguiente valor real positivo h,(x) de la que llamaremos funcién

ho:
) o Dt U ")
[They Je(f ()
donde i € {1,...,n} es el unico indice tal que z € W, .
Consideramos la particién P,, de la bola B cuyas piezas son {W; ,, }1<i<k, v ademéds
el complemento en B de Uf;le. Denotamos con p,, la siguiente medida (finita) en
el espacio medible cociente formado por las piezas de la particién P,,:

(6.20)

, Z Wl, h,, dm*
Wo Hh 1 Jvo f(xin)

Oins (6.21)
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donde 6, , denota la Delta de Dirac soportada en la pieza Wj,, (representada por el
punto x; ). Sustituyendo (6.20) y (6.21) en la igualdad (6.19), obtenemos para todo
boreliano A la siguiente descomposicién de la medida de probabilidad v,, restringida
a la bola B:

m ] ), T e e
'n n i W1n

La igualdad anterior da la descomposicién de Rohlin con respecto de la particion
Py, de la medida de probabilidad v, /v,(B) en la bola B. En efecto, la medida de
probabilidad v condicionada a lo largo de las piezas de la particién (i.e. a lo largo
de las variedades inestables locales W; ,,) estd dada por la integral de la derecha en la
igualdad (6.22). Esta medida condicionada v cumple

h
vt = ——"—— dm",
" fW’L,n B dmt
y por lo tanto
vy <L m.

Decimos entonces que las medidas condicionales inestables de v, son absolutamente
continuas (atin cuando v, no es necesariamente invariante con f). La integral de la
izquierda en (6.22) da la medida de probabilidad 7,, en el espacio cociente de la bola
B con respecto a la particion P,,. Esta medida cociente 7y, es

. 1

B

El objetivo en los siguientes pasos de la demostracion es usar la descomposicién de
Rohlin de las medidas v; dada por la igualdad (6.22) para todo j € {0,...,n — 1},
para encontrar la descomposicion de Rohlin de la medida p, = E;:Ol L. Luego,
pasando al limite para una subsucesién {n;};cn, encontraremos la descomposicién
de Rohlin de la medida p construida en el Paso 1, para demostrar que es medida
de Gibbs y satisface la Afirmacion I. El punto dificil en este argumento es justificar
rigurosamente el pasaje al limite de los promedios de las medidas 7, y de las medidas
condicionales v*. Para ello, necesitamos e-aproximar la descomposicién de Rohlin
dada por la igualdad (6.22), para todo ¢ > 0 arbitrariamente pequenio, y para n
suficientemente grande.

Paso 3: ¢- aproximacién de la descomposicién de Rohlin de v,

Fijemos, como en el paso 2, n > 1 tal que f*(Wy) N B # . Recordamos que
{Win}i<i<k, denota a las componentes conexas de f(Wy)N B, que son por lo tanto,
variedades inestables locales contenidas en la bola B. Recordemos que para obtener la
descomposicién de Rohlin de v, dada por la igualdad (6.22), hemos elegido y dejado
fijo un punto y uno solo z;,, € W;,. Definimos ahora, para todo = € Uf;l Win el
siguiente valor h(z) € [0, +o0] de la que llamaremos funcién h restringida a Ufﬁl Wi n:

22T i)
P2 T ()

h(z) = : (6.23)
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donde i es el tnico indice en {1,...,k,} tal que x € W;,, Ahora aplicamos el Lema
6.6.1 de Distorsion Acotada que establece que: Existe una constante real K > 0 tal

que
+0o kn

1 1
7 <hl@) < VoeH:= U UWn (6.24)
n>1:=1
h:H — RT es continua (6.25)

Para todo € > 0 existe N > 1 (independiente de z € H) tal que:

kn
<e Vae|JWin V=N (6.26)
i=1

Aplicando la afirmacién (6.24) del Lema de Distorsiéon Acotada, construimos, para
cada n > 1 fijo tal que f™(Wy) N B # 0, la siguiente medida finita I,,:

/dpn/ )7 h(}”;)d dm'(z), VAe A  (627)

donde p,, es la medida definida en la igualdad (6.21). Comparando las igualdades
(6.22) y (6.27), obtenemos, para todo boreliano A la siguiente igualdad:

w(ANB) /dpn/ XA h dm“dm =

i,n VV»LY

/ dpn / h Jwi b hh TRydms ™™

Usando la propiedad (6.26) del Lema de Distorsién Acotada, deducimos, para todo
n > N tal que f*(Wy) N B # () y para todo Boreliano A:

e %I, (A) < v (AN B) < e*1,(A)

En conclusién:

/d”"/ h(;f)dmu dm"(z) < vn(ANB) <

/ don / ﬁ(}”;)dmu dm*(z) ¥ A€ A (6.28)

Paso 4: Descomposicion de Rohlin de la medida u
Sea la medida de probabilidad p construida en el Paso 1:

w= hin JT. (6.29)
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donde el limite es en la topologia débil estrella, y p, esta definida para todo n > 1
por la igualdad (6.17), como el promedio aritmético de las medidas v, para j €
{0,...,n—1}. Consideremos n > N fijo y la particién medible Q de la bola B formada
por las variedades inestables locales. Denotemos B/ ~ el espacio medible cociente de
B con respecto a esa particién. Usando las desigualdades (6.28) obtenemos, para todo
boreliano A C M la siguiente e-aproximacién de g, (A)

n—1

1 h
6_26/ d( — i / ———dm"(z) < pp(ANB) <
B/m (n;pj) WXA J"thmu ( )—:u ( )

n—1
1 h
2¢ — : - u > . '
e /dn(zm)/ XA Ty g A" (@) VAE A V=N (6.30)
j=0 w w

donde, por convencién, p; esta definida por la igualdad (6.21) si
FIWo) N B # 0,y p; :=0 en caso contrario.
Denotamos

n—1
1
=25 ) 6.31
phi= ;0 pj (6.31)

Por construccién p}; es una medida finita en el espacio cociente B/ ~ de la bola B con
respecto a la particién Q en subvariedades locales inestables. Por la igualdad (6.18)
tn(B) > 0 para todo n suficientemente grande (digamos n > N). Entonces, debido a
las desigualdades (6.30), p¥ es una medida no nula para todo n > N. Probemos que la
sucesién de medidas {p}, }n>n estd uniformemente acotada superiormente por e¢. En
efecto, por un lado la medida p, construida por la igualdad (6.17) es una medida de
probabilidad en toda la variedad M, y por otro lado, de la desigualdad a la izquierda
en (6.30), obtenemos

1> p(B) > 6*26/ dpt = p*(B/ ~).
B/~

El espacio de todas las medidas finitas en el espacio medible B/ ~ que estan uniforme-
mente acotadas por e2¢, provisto de la topologia débil estrella, de secuencialmente
compacto. Luego, existe una subsucesion {n;, }ren de {n;}ien (que por simplicidad
seguimos denotando como n;), tal que {p;, }; es convergente a una medida finita p*.
En resumen, hemos demostrado la existencia de una medida finita p* en el espacio
medible cociente B/ ~; tal que:

nifl

1
p*= lim p; = lim — Z 0 (6.32)
7=0

i—~+00 u—+oo n,; “

donde el limite de medidas es en la topologia débil estrella.
Consideremos una funcién real continua no negativa ¢ : M +— |0, 1]. Las desigualdades
(6.30) y la igualdad (6.31) implican

h
6*26/ dp;i./ widm“é/ Y dpin, <
B/N K w fwhdm“ B
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h
626/ dpfl_/ ) ————dm"* ¥ n; > N. 6.33
B/~ Sw o [y hdm® (6:33)

Aplicando la propiedad (6.25) del Lema de Distorsién Acotada, deducimos que el pro-
ducto v - h es una funcién continua en B. Luego, como también m*(Wj*(x)) depende
continuamente de x (porque el subespacio tangente E¥ depende continuamente de
x), deducimos que la integral a la derecha en (6.33) es un nimero real positivo que
depende continuamente de la variedad inestable W € B/ ~. Entonces, por la igualdad
(6.32) y por la definicién de la topologia débil estrella, deducimos que:

u

h
lim dp;. / Y ————dm" =
i—+oo Jp/n tIw fW h dm®

h
- dp*/ b dm®.

Tomando limite en las desigualdades (6.33) y recordando (6.29), obtenemos:

h
e—2f/ dp*/ widm“g/wdug
B/~ w fthm“ B

h
e / dp* / Y ——— dm" (6.34)
B/N w fW h dm“

Por linealidad, la integral de la derecha en (6.34) define un funcional lineal acotado y
positivo en el espacio C°(M,R) de todas las funciones continuas 1) : M — R. Luego,
por el Teorema de Representacion de Riesz, define una medida finita . Como las
desigualdades (6.34) valen para toda v € C°(M, [0,1], y la funcién caracteristica x4
de cualquier boreliano A puede aproximarse en L'(x) y en L'(ji) por una funcién
continua ¢ € C°(M, [0, 1]), obtenemos, para todo boreliano A las siguientes desigual-

dades: h
—2e¢ * u
e dp / XA +————dm" < u(ANB) <

h
dp*/ XA ———— dm*". 6.35

Por construccién, las medidas involucradas en las desigualdades (6.35) son independi-
entes del nimero € > 0, pero valen para todo € > 0 suficientemente pequenio. Luego,
haciendo ¢ — 07, deducimos:

wans) = [

h
dp*/ YA — dm" Y A€ A 6.36
B/~ w " Jy hdm® (6:50)

Dividiendo la igualdad (6.36) entre p(B) > 0, hemos encontrado la descomposicién
de Rohlin de la medida de probabilidad p restringida a la bola B, con respecto a la
particion Q de B en subvariedades inestables locales. En efecto, la medida 1 en el
espacio cociente B/ ~ con respecto a esa particién es p*/u(B) (es inmediato chequear
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que esta es una medida de probabilidad en B/ ~); y las medidas condicionales in-
estables p* de u estédn definidas por las integrales de la derecha en la igualdad (6.36).
Luego,

ut << m"
para [i-casi toda variedad inestable W € B/ ~. Ademds, la derivada de Radon-
Nikodym de u* con respecto a m* (la densidad) es:

du™
dm

(x) = h.
Usando las propiedades (6.24) del Lema de Distorsién Acotada, 1/h es una funcién

continua y acotada superiormente. Entonces

dm"

dp

() =3,

lo cual implica que

mY < ‘uu7
terminando de demostrar que u es una medida de Gibbs, que sus medidas condi-
cionales inestables " son equivalentes a las medidas de Lebesgue m" a lo largo de las
variedades inestables, para p-c.t.p., y que su funcién densidad inestable h es continua

y estrictamente positiva. Esto completa la prueba de la Afirmacién 1 del paragrafo
86.7.2. O

Nota: Ademads, usando la igualdad (6.23) hemos probado que la densidad de las
medidas condicionales inestables de 4 a lo largo de la variedad inestable local W (z;),
es
hoo I (1)
h=oJ" ()

demostrando también lo afirmado en la Observacién 6.3.6.

h(z) =

)

Segunda parte de la demostracion del Teorema 6.3.4
(Prueba de la Afirmacién II de §6.7.2)

Ejercicio 6.7.3. Probar la Afirmacién II de §6.7.2.

Sugerencia: Sea dada u, una medida de probabilidad de Gibbs ergédica con densidad
inestable continua. Hay que probar que existe un conjunto medible con p-medida
1 y un abierto que lo contiene, tal que Lebesgue c.t.p. de ese abierto estda en la
cuenca de atraccién estadistica B de p. Para p-c.t.p. o € M, toda bola Bs(xo)
tiene p-medida positiva. Probemos que Lebesgue casi todo punto de Bs(xg), para
6 > 0 suficientemente pequeno que depende de xg, pertenece a la cuenca B. Con-
sideremos la densidad h(zo) de puf respecto la medida de Lebesgue inestable mj; .
Cualquier funcién densidad es no negativa. Por definicién de la funcién densidad
inestable h = du*/dm™, y por el teorema de descomposicién de Rohlin, h,, > 0
para p-c.t.p. xg € M. Como por hipdtesis h es continua, entonces h, > 0 para todo
x € W (xo), si tomamos 0 > 0 suficientemente pequenio (dependiendo del punto z).
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Ahora podemos aplicar los mismos argumentos de la demostracion del Teorema 6.3.1,
usando la condicién (6.9) de continuidad absoluta de la holonomia hg a lo largo de la
foliacién estable, establecida en el Teorema 6.5.2 de la Teoria de Pesin. En extenso,
por la construccién sugerida antes, la medida condicionada inestable p* a lo largo de
la variedad Wj'(x¢) tiene densidad estrictamente positiva. Entonces es equivalente a
la medida de Lebesgue m" en esa variedad inestable local. Usar esta propiedad, y la
ergodicidad de p para probar que m" c.t.p. de Wi'(xo) pertenece a B (i.e. p-c.t.p.
pertenece a la cuenca B, lo cual implica que p* c.t.p. de Wi*(zo) pertenece a B de-
bido al Teorema 6.1.7). Usar (6.9) en ambas direcciones, para deducir que la medida
de Lebesgue m de hy—1(Wj§(xo) \ B) C M es cero. Finalmente aplicar el Teorema
6.7.1 de estructura de producto local del difeomorfismo de Anosov f, para deducir
que hy'(W¥(xg)) = Bs(zo), y el mismo argumento que en la prueba del Teorema
6.3.1 para demostrar que hy'(B N W¥(zo)) C B y concluir que m-c.t.p. de Bs(xo)
pertenece a B. Concluimos que para p-c.t.p. g € M existe § > 0 (que puede depender
de x¢) tal que m-c.t.p. de Bs(xo) pertenece a la cuenca de atraccién estadistica B de
la medida de Gibbs ergédica p. Tomando la unién de esas bolas abiertas, se obtiene
un abierto que contiene al soporte de p y tal que m-c.t.p. de ese abierto esta contenido
en la cuenca B.

Tercera y tultima parte de la demostraciéon del Teorema 6.3.4
(Prueba de la Afirmacién III de §6.7.2)

Demostracion. Debido a la Afirmacién I ya probada, existen medidas de Gibbs u
cuyas medidas condicionales inestables u' satisfacen las dos propiedades en dicha
afirmacién. Aplicando el Teorema 6.3.1, la parte (b) del Corolario 6.2.4, y la Definicién
5.5.6, deducimos que la cuenca de atraccién estadistica de las componentes ergddicas
de p tienen medida de Lebesgue positiva, y estas componentes ergddicas son medidas
de Gibbs ergddicas cuyas condicionales inestables satisfacen las dos propiedades de la
Afirmacién I. Por lo tanto, el conjunto B formado por todos los puntos que pertenecen
a las cuencas de atraccién estadistica de medidas de Gibbs ergddicas que satisfacen
esas dos propiedades, cumple
m(B) > 0.

Nota: B es medible: En efecto, , las medidas de Gibbs ergddicas son a lo sumo, una
cantidad numerable, porque por el Teorema 6.3.1 y la Definicién 5.5.6, sus cuencas de
atraccion estadistica son disjuntas dos a dos y tienen medida de Lebesgue positiva. La
cuenca de atraccion estadistica de cualquier medida de probabilidad, por su construc-
cién dada en la Definicién 5.5.1, es un conjunto medible. Luego, la unién numerable
B de conjuntos medibles, es medible.

Queremos probar que m(B) = 1, es decir m(C) = 0 donde

C=M\B.

Como la cuenca de atraccion estadistica de cualquier medida de probabilidad es in-
variante con f, tenemos:
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Tomemos § > 0 suficientemente pequenio. Como m(B) > 0, deducimos que:

Ezxiste una bola Bs(xzo) tal que m(B N Bs(xo)) > 0.

Afirmamos que
A probar: YV xo € M, m(BNBs(zg)) >0 = m(CN Bs(xg) =0. (6.37)

Primero veamos que una vez probada la afirmacién (6.37), se deduce la afirmacién
(IIT). En efecto, si la variedad M fuera conexa, entonces la afirmacién (IIT) implica
que las bolas abiertas de radio § se clasifican en dos clases disjuntas: la de aquellas
bolas tales que Lebesgue-c.t.p. de ella pertenece a B, y la de aquellas bolas tales
que Lebesgue c.t.p. pertenece al complemento de B, o sea a C. Como la variedad
es conexa, una de las dos clases es vacfa. Como existe un bola Bs(xg) en la primera
clase, entonces la segunda clase es vacia. Esto prueba que para toda bola de radio 6,
m(C N Bs) = 0. Luego 0 = m(C) = m(M \ B), de donde deducimos que m(B) = 0,
concluyendo la Afirmacién III, cuando la variedad M es conexa. Y si la variedad
M no es conexa, como es compacta por hipétesis, tiene una cantidad finita & > 2
de componentes conexas My, ..., M. Siendo f un difeomorfismo de clase C't%, en
particular, es continuo. Entonces existe un p > 1 tal que f? : M; — M, para todo
1<i<ky fPla, € Diff'**(M;). Como f es Anosov, fP|ps, es Anosov, donde M;
es una variedad compacta y conexa. Por lo probado antes m(C N M;) = 0 para todo
1 < i < k. Luego m(C) = 0, terminando de probar la Afirmacién III de §6.7.2, a
partir de (6.37).

Ahora solo resta demostrar (6.37). Supongamos por absurdo que

m(B N Bs(xg)) >0, m(C N Bs(xg)) > 0.

Denotemos
WO = Wg(l'o)

a la variedad inestable local por zo en la bola Bs(zo) (es decir, Wy*(zo) es la compo-
nente conexa que contiene al punto xy de la interseccién W (zq) N Bs(xo)).

Debido a la propiedad (6.9), establecida en el Teorema 6.5.2 de continuidad absoluta
de la holonomia estable, tenemos

m”(WoﬂB) > 0, m”(WoﬂC) >0

donde m" es la medida de Lebesgue inestable a lo largo de la variedad inestable
local Wy. Construyamos, como en el paso 1 de la demostracién de la Afirmacién I en
§6.7.2, las siguientes medidas de probabilidad en M. Para cualquier boreliano A C M,
definimos:

. m* (WO N A)

po(A) == i (Wo) = Ao, (A) + (1 — AN)po,c(A),

donde
N\ e m“(B n WQ)

. m“(C N Wo)
e (Wo) A

9 1 - - 77
m(Wo)
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(A)'_m“(WomAmB) m“(WoNANC)
Ho.BW) = T Won B)  me(Won C)

vn(A) := po(f"(A)) = Avn,B(A) + (1 = N o (A),

donde
vn,B(A) == po,8(f"(A)), vnc(A) = poc(f "(A)),
1 n—1
fon 1= Z vj = Min,B + (1 = X pin,c,
7=0
donde
1 n—1 1 n—1
Hn,B ‘= E ]go Vj B, Hn,C ‘= E J:ZO vjc-

Tomamos una subsucesién {n;};>1 tal que las sucesiones de medidas de probabilidad
{tin; }i>1, {pns,BYi>1 Y {fin;.c }i>1 son convergentes en la topologia débil estrella. Es
decir, existen medidas de probabilidad u, up y pc tales que:

pw= lm pp,, pp= 1m p,, B, pc= lUm u,, c.
12— -+00 1——+00

71— 400
Entonces:
p= lm pp, = Hm Aip, + (1= Npn, c =
1— 400 1— 400
=X lm pp, g+ (1 =X lim pn, c=up+ (1 —XNpc.
1——400 1——+00
Luego

o K .

Por el teorema de Descomposicion Ergddica, como pc < p, deducimos que:

Las componentes ergodicas jic, de pc coinciden con las componentes ergodicas (i, de
W, para po-c.t.p. x € M.

Por lo demostrado en la Afirmacién I de §6.7.2, la medida de probabilidad p es de
Gibbs y sus medidas condicionales inestables satisfacen las dos propiedades de la
Afirmacién I. Luego, usando las partes (b) y (d) del Corolario 6.2.4, obtenemos:

Las componentes ergodicas i, de pn son medidas ergodicas de Gibbs y sus medidas
condicionales inestables uY satisfacen las dos propiedades de la Afirmacion 1, para
u-c.t.p. x € M.

De las dos enunciados probados arriba, concluimos que:

Las componentes ergodicas de juc con medidas ergodicas de Gibbs cuyas condicionales
inestables satisfacen las dos propiedades de la Afirmacion 1, para po-c.t.p. v € M.
Ahora aplicamos la Afirmacién I ya probada, para deducir el siguiente resultado:
Enunciado (a) ya probado: Lebesgue c.t.p. de un abierto V que contiene al soporte
de pc, pertenece al conjunto B = M \ C.

Pero, por construccién de la medida pc = lim; iy, ¢, si tomamos una funcién real
continua no negativa ¢ : M — [0, 1] soportada en V' y tal que ¥y > 0, se cumple:
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71— 400 n;

n;—1
1 k2
= lim — }:(/}pd%xy
j=0
Entonces, existe 7 > 1 tal que
0< /dej,c = /¢Of_jdﬂo,c = /(XV ) o f dpo,c.

(La ltima igualdad proviene de que 9 estd soportada en V', es decir xy -1 = ). Por
la construccién de po, ¢, y debido a la positividad establecida en la ultima desigualdad,
deducimos que

m(f~(V)NnCNW,) > 0.

Como f es un difeomorfismo y f7(C) = C, deducimos
m*“(V N Cn fI(W)) > 0. (6.38)

Ahora tomamos una bola abierta Bs(z1) C V, de radio § > 0 suficientemente pequeiio,
centrada en un punto z; € VN CN f7(Wy)) tal que

m*(C N W(z1)) > 0, (6.39)

donde W§'(z1) es la componente conexa que contiene a z1 de la interseccién Bs(z1)N
71 (W*"(z0)), quien a su vez contiene a la componente conexa por el punto z; de
Bs(z1) N f3(Wy), cuya interseccién con C, debido a (6.38), tiene medida de Lebesgue
m" positiva.

Aplicamos la propiedad (6.9) de continuidad absoluta de la holonomia estable hy :
Bs (1) — Wi (x1), establecida en el Teorema 6.5.2. De (6.39) deducimos

m(h; ' (C N W (z1))) > 0.

Como h;'(C) C Cy hy'(Wi(z1)) C Bs(z1) C V, deducimos que m(C NV) > 0,
lo cual contradice el enunciado (a) probado antes. Esta contradiccién termina de de-
mostrar (6.37) por absurdo, y por lo tanto, con ella termina la prueba de la Afirmacién
IIT de §6.7.2 y del Teorema 6.3.4. O
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Capitulo 7

Atractores estadisticos y
medidas SRB-like

A lo largo de este capitulo f : M — M es una transformacién continua en una
variedad compacta riemanniana M de dimension finita. Denotamos con m a la medida
de Lebesgue en M, re-escalada para que sea una medida de probabilidad: m(M) =1
(i.e. si 0 < m(M) # 1, sustituimos m por la probabilidad m/m(M)).

Definiremos primero atractor de Milnor. Este no es en general un atractor estadisti-
co. Sin embargo, la demostracion de su existencia es practicamente la misma que
la demostracion de existencia de atractores estadisticos, que veremos en la seccion
siguiente.

7.1. Atractores de Milnor

Definicién 7.1.1. Atractor de Milnor [Mi 1985] Se llama atractor de Milnor a
un conjunto compacto no vacio K C M, invariante por f (i.e. f~1(K) = K), tal que

m(EK) = 1,

donde el conjunto Ex C M, llamado cuenca de atraccion (topoldgica) de K, esté definido
por
Ex:={zxe M: 11’111 dist(f"(z), K) = 0}. (7.1)

Ejercicio 7.1.2. Probar que para cualquier conjunto compacto K no vacio, el con-
junto Ex definido por la igualdad (7.1) es medible. Sugerencia: La funcién d : M +— R
definida por d(z) = dist(z, K) es medible, y f : M — M es medible porque es con-
tinua. El limite superior de una sucesién de funciones medibles es medible.

Ejercicio 7.1.3. Sean K C K’ dos atractores de Milnor. Probar que Ex C Fk-.

199
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En la Definicién 7.1.1 observamos que para un atractor de Milnor, el criterio de
observabilidad de su cuenca es el criterio Lebesgue-medible (cf. Observacién 5.4.7),
mientras que el tipo de atraccién es topoldgica (cf. Definiciones 5.4.8 y 5.4.9).

Es inmediato chequear que todo atractor topolégico es de Milnor. Sin embargo, no
todo atractor de Milnor es topoldgico, como veremos en los Ejemplos 7.1.7 y 7.1.9.
También es inmediato chequear que todo atractor ergdédico es de Milnor. Pero no todo
atractor de Milnor es ergddico, como muestra el Ejemplo 5.4.12, en que toda la esfera
52 es un atractor topolégico, y por lo tanto un atractor de Milnor, pero no existen
atractores ergédicos.

Definicién 7.1.4. a-obs. minimalidad de un atractor de Milnor [Cat 2012]
Sea dado un ntmero real 0 < a < 1. Un atractor de Milnor K se dice a-observable
(escribimos “K es a-o0bs”.) si su cuenca Ex de atraccién (topoldgica) cumple

m(Ek) > a.

Un atractor K de Milnor a-obs. se dice a-obs. minimal si no contiene subconjuntos
compactos propios no vacios que sean atractores de Milnor a-obs. para el mismo valor
de a.

En particular, cuando o = 1, tenemos definidos los atractores de Milnor 1-observables
y 1-observables minimales.

Se observa que todo atractor de Milnor 1-observable es a-observable para cualquier
0 < a < 1. Pero un atractor de Milnor 1-obs. minimal no tiene por qué ser a-obs.
minimal para todo 0 < a < 1 (ver Ejemplos 7.1.7 y 7.1.9).

Teorema 7.1.5. Existencia de atractores de Milnor

Sea f: M — M continua en una variedad compacta y riemanniana M, de dimension
finita. Sea 0 < o < 1 dado. Entonces existen atractores de Milnor a-obs. minimales
para f. Ademds, si a =1, el atractor de Milnor 1-obs. minimal es unico.

La prueba del Teorema 7.1.5, en una version mas restringida que enuncia solo la
existencia y unicidad del atractor de Milnor 1-observable minimal, fue dada primer-
amente en ([Mi 1985]). En el apéndice de [Cat 2012] se define a-obs. minimalidad de
atractores de Milnor para 0 < a < 1, y se observa que la demostracién de existen-
cia de atractor de Milnor dada en ([Mi 1985]) puede aplicarse, con una inmediata
adaptacién, para probar la existencia de atractores de Milnor a-obs. minimales, para
cualquier 0 < a < 1.

Demostracion. del Teorema 7.1.5: Sea X, la familia de los atractores de Milnor a-obs.
(no necesariamente minimales). Esta familia no es vacia pues, trivialmente, M es un
atractor de Milnor 1-obs. En R, consideramos la relacién de orden parcial K7 C Kbs.
Entonces, las cuencas de atraccién topolégica Ex, v Ex, cumplen

EKl C EK27 « S m(EKl) S m(EKQ)'

Sea en N, una cadena {K;};c; (no necesariamente numerable). Es decir, {K;}icr es
un subconjunto totalmente ordenado de R, con la relacién de orden C.
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Probemos que:

Afirmacién (i) (A probar) Fziste en N, un elemento K minimal de la cadena
{K;}ier. Es decir, probemos que existe K € R, K C K; para todo i € I.

En efecto, el conjunto K = [,.; K; es compacto no vacio, porque cualquier subcolec-
cién finita K1 D Ko D ... D K de la cadena dada {K;};cs, tiene interseccién K
que es un compacto no vacio. Para probar que K € X, debemos probar ahora que
m(Ek) > a. Sea j € Nt y sea V; D K el abierto formado por todos los puntos de M
que distan de K menos que 1/j. Afirmamos que existe

K;; C Vj para algtn i; € I. (7.2)

Por absurdo, supongamos que para cierto j € NT fijo, para todo ¢ € I, el compacto
K;\'V;) es no vacio. Luego, como {K;};ex es totalmente ordenado con la relacién de
orden C, obtenemos que la familia de compactos { K;\ V; }ier es totalmente ordenada.
Argumentando como hicimos mas arriba, pero con esta nueva familia totalmente
ordenada de compactos, en vez de con la familia {K;};cr, deducimos que el siguiente
compacto es no vacio

NE:AV) = (N K:)\ V= K\ V,

i€l i€l

contradiciendo que K C V;. Hemos probado la afirmacién (7.2).

Como todo punto z € Efk, cumple lim, dist(f™(x), K;;) = 0, entonces f"(z) €
V; para todo n suficientemente grande (que depende del punto z). Este argumento
vale para cualquier j € NT. Concluimos que todo punto en ﬂjel\H EKij pertenece
a Ex. Reciprocamente, todo punto de Fk, por definicién de la cuenca de atraccién
topolégica, estd contenido en Fg, para todo i € I (porque K C K;). En particular,
esta afirmacion se satisface para ij, para todo j € N*. Luego:

EK = ﬂ EKij'
JENT

Como la coleccién numerable E, estd totalmente ordenada, obtenemos
J

m(Ek) = m( m EKij) = lim m(Ek, ) = o,

Jj—+o0
JENT

terminando de demostrar la afirmacién (i).

De la afirmacién (i) se deduce que para toda cadena en XN, existe algin elemento
K € X, minimal de la cadena. Aplicando el Lema de Zorn, existen en R, elementos
minimales de N,,. Es decir, existe K € X, que no contiene subconjuntos propios que
pertenezcan a X,. Esto es, existe K atractor de Milnor a-obs. minimal.

Ahora probemos la unicidad del atractor de Milnor 1-obs. minimal. Si existieran dos
atractores de Milnor K7 y K5 que fueran 1-obs. minimales, entonces la interseccién
E de sus cuencas de atraccién topolégica E := Ex, N Ek, cumple
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porque m(Fg,) = m(Fk,) = 1. Todo punto = € E verifica, por la definicién de la
cuenca Eyg, y Ek,, la siguiente propiedad:
Para todo € > 0 existe N > 1 tal que

dist(f"(x), K1), dist(fn(z),K2) <e Vn>N

Luego dist(K1, K3) < 2¢ Ve >0, de donde K := K1 [ K> # (). Es estdndar chequear
que, siendo K7 y Ky compactos no vacios con interseccién no vacia, si un punto x
cumple

lim  dist(f"(z), K1) = m dist(f"(x), K1) = 0,

Ii
n—-—+o0o n—-+oo

entonces
lim diSt(fn(.I),Kl n KQ) =0.

n—-+o0o

(Chequear esta tltima afirmacién en la parte (a) del Ejercicio 7.1.6.) Luego
E = Ex, () Ex. C Exink

y como m(F) = 1, deducimos que m(Fx,nk,) = 1. Entonces K1NK> es un atractor de
Milnor 1-obs. Como K7 y K5 eran atractores de Milnor 1-obs. minimales, concluimos
que K1N Ky = K1 = Ks, terminando de demostrar la unicidad del atractor de Milnor
1-obs. minimal, y el Teorema 7.1.5. O

Ejercicio 7.1.6. (a) Demostrar que si K7 y Ko son compactos no vacios, y si existe
una sucesién de puntos x, € M tal que

lim dist(x,, K1) = lim dist(z,, K2) = 0,

n—-+4oo n—-+o0o

entonces K1 N Ky # 0y

lim dist(z,, K1 N K2) = 0.

n—-+4oo

(b) Demostrar que si Ky y K> son dos atractores de Milnor tales m(Eg, N Ex,) > 0,
entonces K1 N K> es no vacio, y es un atractor de Milnor cuya cuenca de atraccion
topoldgica es

EKlﬁKz = EK1 M EKz'

Ejemplo 7.1.7. Sea X = [0, 47] x [0, 1] el rectdngulo compacto de ancho 4 y altura
1, con un vértice en el origen, cuyo interior estd contenido en el primer cuadrante y
tiene lados paralelos a los ejes. Sea en el intervalo [0, 4] la transformacién

filz) =14z —cosx Vx €|0,4n]
y sea en X la transformacion

f(z,y) = (fi(z),y/2) ¥ (z,y) € [0,47] x [0, 1].
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Sea m la medida de Lebesgue en X, re-escalada para que
m(X) = 1.
Es estdndar chequear (ver Ejercicio 7.1.8), que
Ky, :={(27,0)}
es un atractor de Milnor con cuenca de atraccién topologica
Eg, = (0,27] x [0,1],
y por lo tanto K es 1/2-obs. minimal como atractor de Milnor.
Ky :={(47,0)}
es otro atractor de Milnor con cuenca de atracciéon topologica
Ek, = (2m,4x] x [0, 1],

y por lo tanto Ky es también 1/2-obs. minimal como atractor de Milnor.

K no es atractor topoldgico, porque todo entorno de K; contiene puntos de la cuenca
de atraccién topoldgica de K.

K> es atractor topoldgico.

K71 U K5 es el inico atractor de Milnor 1-obs. minimal, y también es el tinico atractor
a-obs, si 1/2 < a < 1.

K7 y K» son los tnicos atractores de Milnor a-obs. si 0 < o < 1/2 (y como contienen
un solo punto cada uno, son a-obs. minimales).

K71 U K5 es atractor topoldgico, pero no es minimal como atractor topologico, pues
contiene a Ky que también es atractor topolégico.

Ejercicio 7.1.8. Probar todas las afirmaciones del Ejemplo 7.1.7.

Ejemplo 7.1.9. Sea en el cuadrado X = [0,1]? la transformacién

fla,y) = (x,(1/2)y) ¥ (z,y) € 0,1]%.

Es inmediato chequear que todos los puntos del segmento [0, 1] x {0} son puntos fijos
y que lim, o f*(z,y) = (2,0) V (z,y) € [0,1]%. Entonces, para todo 0 < a <
1, cualquier segmento compacto I x {0} tal que la longitud del intervalo compacto
I C [0,1] sea exactamente o, es un atractor de Milnor a-observable minimal. Sea
K= (1UI,U...Ul) x {0} donde Ij C [0,1] es un intervalo compacto con interior
no vacio, la coleccién de los intervalos I es disjunta dos a dos y tal que la suma de las
longitudes de los I} es exactamente a. Entonces, K también es un atractor de Milnor
a-obs. minimal. Ademds, si 0 < o < 1y si I C [0,1] es un conjunto de Cantor con
medida de Lebesgue igual a « (tales conjuntos de Cantor siempre existen), entonces
I x {0} es también un atractor de Milnor a-obs. minimal. Ninguno de los atractores
«a-obs. minimales construidos anteriormente, si 0 < « < 1, es atractor topoldgico,
pues las cuencas de atraccion topoldgica no contienen ningin entorno del atractor.
El tnico atractor 1-observable minimal es el intervalo [0,1] x {0}, que s es atractor
topoldgico.
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7.2. Atractores estadisticos o de Ilyashenko

En esta seccién, al igual que en la anterior, f : M +— M es una transformacién continua
en una variedad compacta riemanniana M de dimension finita. Denotamos con m a
la medida de Lebesgue en M, re-escalada para que sea una medida de probabilidad:
m(M) =1, ie. 81 0 <m(M) # 1, sustituimos m por la probabilidad m/m(M).

Definicién 7.2.1. .
Atractor estadistico o de Ilyashenko [I1 2005], [Go-Il 1996] Se llama atractor
estadistico o de Ilyashenko a un conjunto compacto no vacio K C M, invariante por
f (e. f7HK) = K), tal que

m(AK) = 1,

donde el conjunto A C M, llamado cuenca de atraccion estadistica de K, estd definido
por

n—1
1 .
Ag={zeM: lim = dist(f(z),K) = 0}. (7.3)
n—-+o0o J =0
Ejercicio 7.2.2. Probar que para cualquier conjunto compacto K no vacio, el con-
junto Ak definido por la igualdad (7.1) es medible. Sugerencia: La misma que para
el Ejercicio 7.1.2.

Ejercicio 7.2.3. Sean K C K’ dos atractores estadisticos. Probar que Ax C Ag:.

Es estdndar chequear que todo atractor de Milnor (y en particular todo atractor
topolégico y todo atractor ergddico) es estadistico o de Ilyashenko (Ejercicio 7.2.4).
Sin embargo, no todo atractor estadistico es de Milnor, como veremos en el Ejemplo
7.5.3. Ademds, no todo atractor estadistico es ergddico, como muestran los Ejemplos
5.4.12y 7.1.9.

Ejercicio 7.2.4. (a) Sea {a,}nen una sucesién de reales que converge a a € R.
Probar que la sucesion de promedios % Z?:_ol aj converge a a.

(b) Probar que todo atractor de Milnor K es atractor estadistico o de Ilyashenko.
Sugerencia: probar, usando la parte (a), que la cuenca de atraccién topoldgica de K
esta contenida en la cuenca de atraccion estadistica de K.

(¢) Probar que en los Ejemplos 5.4.12 y 7.1.9, los atractores de Milnor K (que por la
Parte (b) son también atractores estadisticos) no son atractores ergédicos. Sugerencia:
el tnico atractor de Milnor K que cumple la condicién (5.6) de la Definicién 5.4.2 de
atractor ergddico, no cumple la condicién (5.7) de esa definicién.

(d) Probar que en el Ejemplo 7.1.7, los atractores de Milnor K (que por la parte (b)
también son atractores estadisticos) no son atractores ergédicos, aunque para dos de
ellos se cumple la condicién (5.7) de la Definicién 5.4.2 de atractor ergddico.

7.3. Atraccion estadistica de un compacto

En la Definiciéon 7.2.1 observamos que para un atractor estadistico, el criterio de
observabilidad de su cuenca es el criterio Lebesgue-medible (cf. Observacién 5.4.7),
mientras que la atraccién es estadistica (cf. Definiciones 5.4.8 y 5.4.9). En efecto:
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Proposicion 7.3.1. Caracterizacion de la atraccién estadistica
Sea K un atractor estadistico o de Ilyashenko, y sea Ax su cuenca de atraccion
estadistica. Entonces, para todo x € M se cumple x € Ak si y solo si toda medida de
probabilidad 1 que sea limite de alguna subsucesion convergente en la topologia débil
estrella de las probabilidades empiricas oy, = %E;:ol di(z) (cf. Definicién 5.5.2),
cumple

w(K)=1.

Demostracion. Demostracion del “solo si”: Sea x € Ak y sea

p=1 0f,(a)s
z:ﬂonZw

para una cierta subsucesién {n;};en de los naturales tal que ese limite u existe en la
topologia débil estrella del espacio de probabilidades. Debemos probar que pu(K) = 1.
Por la definicién de la topologia débil estrella, para toda funcién continua ¢ : M — R

se cumple
ni—1
ginMZZwofﬂ ~ [van
En particular, la igualdad anterior se cumple para la funcién continua
P(x) = dist(z, K).

Por la Definicién 7.2.1, como x € Ak, existe n > 0 tal que

n—1
% Jz::o dist(f7(x), K) < e

En particular, para n = n; para todo ¢ suficientemente grande, tenemos:

n;—1

_waj

De las igualdades anteriores, deducimos que [t dp = 0, es decir

/dist(x, K)du=0

y como dist(-, K) es una funcién no negativa, deducimos que dist(z, K) = 0 para
p-ct.p. © € M. Como K es compacto, deducimos que x € K para p-c.t.p. z € M,
luego

M(K)Z/XK(w)du=/1du=1,

como queriamos probar.
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l (( 77

Demostracion de Sea dado = € M tal que toda medida p de probabilidad que
sea el limite débil estrella de una subsucesién convergente de las probabilidades empiri-
cas 0y, (), estd soportada en K. Tenemos que probar que limy, 4 = Z?:_ol dist(f7 (),
0. Sea una subsucesién n; tal que existe el limite

n;—1

lim Z dist(f K)=a.

i—+00 nz

No es restrictivo suponer que la subsucesion o, (x) es convergente (en caso contrario,
reemplazamos {n;} por una subsucesién adecuada de ella). Entonces, llamando u al
limite de o,,,, e integrando la funcién continua ¢ = dist(-, K') obtenemos:

n;—1
o= lim Zdlst fi(z).K) = lim / (y) d(om, (2))(y) =

1——+o00 nz 71— 400

= /wd,u: /dist(y,K) du(y). (7.4)

Pero la tltima integral en (7.4) es igual a cero, pues de la hipdtesis p(K) = 1 deduci-
mos que y € K para p-c.t.p. Luego dist(y, K) = 0 para p-c.t.p. y € M. Entonces, la
igualdad (7.4) implica que

lim,, < dist E;:ol (f/(x),K) = 0 (pues el limite de cualquier subsucesién convergente
es a = 0). Entonces z € Ak, terminando de demostrar la Proposicién 7.3.1. O

Definiciéon 7.3.2. Sea p una medida de probabilidad en los borelianos de M. Se
llama soporte compacto de p al minimo compacto K C M tal que u(K) = 1. El
soporte compacto existe, debido al Lema de Zorn y a la propiedad de que cualquier
familia de compactos tiene interseccién no vacia si las intersecciones de todas las
subfamilias finitas son no vacias. El soporte compacto de u es Unico, pues si existieran
dos diferentes Ky y K», entonces (K1 NK3) =1y ni Ky ni Ky tendrian la propiedad
de minimalidad.

Proposicion 7.3.3. Medidas SRB y atractores estadisticos

Sea f: M — M continua en la variedad compacta M. Si existe una medida (1 que es
SRB para f (cf. Definicién 5.5.6), entonces el soporte compacto K de u es un atractor
estadistico o de Ilyashenko.

Observacion 7.3.4. El reciproco de la Proposicion 7.3.3 es falso. En efecto, las
medidas SRB no siempre existen (cf. Ejemplos 5.4.12 y 7.1.9), pero los atractores de
Ilyashenko siempre existen, como demostraremos en el Teorema 7.4.3.

A pesar de que el reciproco de la Proposicién 7.3.3 es falso, se puede generalizar el
enunciado de esta Proposicién de forma que su reciproco es verdadero. Mas precisa-
mente, un compacto K no vacio e invariante es atractor estadistico o de Ilyashenko,
si y solo si, es el minimo soporte compacto de una coleccién adecuada de medidas in-
variantes, que llamamos SRB-like, y que describen en forma 6ptima la estadistica de
las 6rbitas de un conjunto de medida de Lebesgue positivo. En efecto, en la préoxima

K) =
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seccién definiremos las medidas de probabilidad “SRB-like” o “pseudo-fisicas”, que
incluyen a las medidas SRB o fisicas (cuando éstas existen), pero también pueden
incluir a otras medidas de probabilidad invariantes que no son necesariamente SRB.
El nuevo enunciado generalizado de la Proposicion 7.3.3 utilizando las medidas SRB-
like, en lugar de las medidas SRB, y su reciproco, seréd establecido y demostrado en
el Teorema 7.7.2.

Demostracion. de la Proposicion 7.3.3

Para probar que K es atractor estadistico, por la Definicién 7.2.1, hay que probar
que m(Ag) > 0, donde m denota la medida de Lebesgue y Ax denota la cuenca de
atraccion estadistica de K definida en (7.3). Como p es medida SRB, por la Definicién
5.5.6, la cuenca de atraccién estadistica B(p) de p, dada en la Definicién (5.5.1),
cumple m(B(u)) > 0. Luego, basta probar que B(u) C Ak. Sea x € B(u). Entonces,
por la Definicién 5.5.1, para cualquier funcién continua 1 : M — R se cumple:

n—1
lim lzwofj(x) = /wdu-
j=0

n—+oo n

En particular si tomamos 9 (x) = dist(x, K) tenemos:

n

1 -1
lim =" dist(f/ (z), K) z/dist(y,K) du
7=0

n—-+oo N 4

Para concluir que = € Ak basta probar que la integral en la igualdad anterior es
cero, y para ello basta chequear que dist(y, K) = 0 para p-c.t.p. y € M. En efecto,
p-c.t.p. y € M pertenece a K porque p(K) = 1. Luego, hemos probado que x € Ay
para todo x € B(u), y por lo tanto m(Ag) > m(B(p)) > 0, y K es un atractor de
Ilyashenko. O

Definicién 7.3.5. Tiempo medio de estadia Sea V C M un conjunto medible
no vacio. Sea x € M cualquiera. Llamamos frecuencia de visitas a V de la érbita por
x hasta tiempo n, al siguiente nimero o, (V) (cf. (5.9) en la Definicién 5.5.2 de las
probabilidades empiricas oy, 5 ):

rnalV)i= [ xvdone = 1S xv (P (@) =
=0

:#{Ogjgn—lf](I)GV}7 (75)
n

donde yy denota la funcién caracteristica de V' y # A denota cantidad de elementos
de un conjunto finito A.

El tltimo término de la igualdad (7.5) indica que el tiempo medio de estadia en V
de la érbita por x hasta tiempo n es la cantidad relativa de iterados del punto = que
caen dentro del conjunto V. Por el teorema ergddico de Birkhoff, si p es una medida

invariante, entonces para p-c.t.p. x € M el tiempo medio de estadia en V de la érbita
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por z hasta tiempo n, converge cuando n — +00, a v, cuyo valor esperado [ Xv du
es igual a u(V). Ademsés si la medida u es ergédica, el tiempo medio de estadia en V
tiende a p(V) para p-c.t.p. x € M.

Sin embargo, el enunciado del Teorema de Birkhoff y las propiedades de las medidas
invariantes ergddicas, no nos seran utiles a los propdésitos en esta seccién. Nos interesa
considerar el tiempo medio de estadia en V' para Lebesgue c.t.p., aunque la medida de
Lebesgue no sea invariante con f, y aunque los puntos considerados = no pertenezcan
al soporte de ninguna medida invariante .

Proposicion 7.3.6. .

Caracterizacion de atraccion estadistica por el tiempo medio de estadia en
un entorno

Sea K un compacto no vacio invariante con f. Para todo € > 0 denotamos con V (e)
al conjunto de puntos en la variedad M que distan de K menos que €.

Entonces, la cuenca de atraccion estadistica Ax del conjunto K (definida en la igual-
dad (7.3) de la definicién 7.2.1) estd caracterizada por la siguiente igualdad:

Ag =z eM: lim 0,.(V(e) = 1}, (7.6)

n—-+4oo
e>0

Notas: Laigualdad (7.6) implica que x € Ak siy solo si, cuando n es suficientemente
grande, la probabilidad (la frecuencia relativa) del suceso de encontrar al iterado f7(x),
para algiin 0 < j < n — 1, en un entorno V(e) dado fijo arbitrariamente pequeno
del atractor de Ilyashenko K, es 1. Sin embargo, la atraccion de la érbita por x al
conjunto K, no es necesariamente atraccién topoldgica. Para ser atraccién topoldgica,
debe cumplirse con total certeza (no solo con probabilidad cercana a 1, ni tampoco
solo con probabilidad 1) el suceso de encontrar al iterado f7(z) en el entorno V (),
para todo j suficientemente grande.

La igualdad (7.6) da por lo tanto, la siguiente interpretacién intuitiva del significado
de la atraccion estadistica a un atractor de Ilyashenko K. Las drbitas en su cuenca
de atraccién estadistica Ax se acercan al conjunto K tanto como se desee cuando el
iterado n tiende a infinito, pero se admite que existan iterados excepcionales, con una
frecuencia relativa despreciable para n arbitrariamente grande, en que la érbita “se
toma una excursion relativamente muy breve (de vacaciones)” alejandose del atractor
K durante la excursién (ver Ejemplo 7.5.3).

Demostracion. de la Proposicion 7.3.6: (1) Probemos que si # € Ax entonces
limy,— 400 0, (V (€)) para todo € > 0. Fijemos € > 0. Por simplicidad, escribimos V'
en lugar de V(e), ya que € estd fijo. Tenemos:

e xanv(y) < dist(y, K) Vye M,

pues, cuando y € V el término de la izquierda es cero, y cuando y ¢ V, el término de
la izquierda es e < dist(y, K'). Entonces:

n—1

n—1
0<e o 30— (f() < - 3 dist(f (@), K).
§=0

Jj=0
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Como x € Ak por hipdtesis, el limite cuando n — 400 del término a la derecha en
la desigualdad anterior, es cero. Concluimos que

n—1

n—1
0= i 230 = e i (1= 0 (@) =

=e- lim o,,(V).

n—-+4oo

Como € > 0, concluimos que lim,,_, 4o 0,2 (V) = 0, como queriamos demostrar.
(ii) Probemos que si lim,, o 0y (V(€)) para todo € > 0 entonces = € Ag.
Fijemos € > 0 y por simplicidad denotemos V' = V (e). Sea

D := diam(M) = méx{dist(z,y): z,y € M} > 0.
Luego:
dist(y, K) <D - xanv(y) Vy ¢V,
dist(y, K) <e-xv(y) VyeW

Entonces
dist(y, K) < e-xv(y) + D xanv(y) Vye M.

Consideramos = que satisface las hipdtesis. De la ultima desigualdad obtenemos:

n—1
0< %ZdiSt(fj(I), ZXV F(x ZXM\V F(x)) =
=0

=e-0pzs(V)+D-(1—=0,,(V)).

Por hipétesis 1imy, 400 05,2 (V) = 1. Como los nimeros reales positivos € y D estan
fijos (son independientes de n), deducimos que

lim Z dist(f7 (x), K) =

n—4+oo N

La tltima igualdad significa, debido a la condicién (7.3) de la Definicién 7.2.1, que
x € Ag como queriamos demostrar. O

7.4. Existencia de atractores de Ilyashenko

Definicién 7.4.1. .

a-obs. minimalidad de un atractor estadistico [Cat 2012]

Sea dado un numero real 0 < « < 1. Un atractor estadistico o de Ilyashenko K se
dice a-observable (escribimos “K es a-0bs”.) sisu cuenca A de atraccién estadistica
cumple

m(Ak) > «
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Un atractor K estadistico o de Ilyashenko a-obs. se dice a-obs. minimal si no con-
tiene subconjuntos compactos propios no vacios que sean atractores estadisticos o de
Ilyashenko a-obs. para el mismo valor de a.

En particular, cuando o« = 1, tenemos definidos los atractores estadisticos o de
Ilyashenko 1-observables y 1-observables minimales.

Se observa que todo atractor estadistico o de Ilyashenko 1-observable es a-observable
para cualquier 0 < o < 1. Pero un atractor estadistico o de Ilyashenko 1-obs. minimal
no tiene por qué ser a-obs. minimal para todo 0 < a < 1.

Observacion 7.4.2. Sobre conjuntos minimales

Recordemos la caracterizacién de los conjuntos minimales desde el punto de vista
topolégico, dada en la Definiciéon 2.5.3: un conjunto K compacto, no vacio y f-
invariante es minimal para f, desde el punto de vista topoldgico, si no contiene sub-
conjuntos propios compactos no vacios que sean invariantes por f hacia el futuro.
Observamos que no todo compacto K minimal para f desde el punto de vista topologi-
co es un atractor de Ilyshenko a-obs. minimal para algin 0 < a < 1 (ver Ejemplo
7.5.3 o también [K1 2006]).

Reciprocamente, no todo atractor de Ilyshenko a-obs. minimal es necesariamente un
compacto minimal para f desde el punto de vista topoldgico (ver Ejemplo 7.5.1).
En [Go-11 1996] y [K1 2006] se estudian relaciones entre minimalidad para f desde el
punto de vista topoldgico y los atractores estadisticos o de Ilyashenko de f.

Teorema 7.4.3. Existencia de atractores de Ilyashenko

Sea f: M — M continua en una variedad compacta y riemanniana M, de dimension
finita. Sea 0 < o <1 dado. Entonces existen atractores estadisticos o de Ilyashenko
a-obs. minimales para f. Ademds, si « = 1, el atractor de Ilyashenko 1-0bs. minimal
es unico.

La prueba del Teorema 7.4.3 sigue los mismos argumentos de la prueba del Teorema
7.1.5 de existencia de atractores de Milnor, con leves adaptaciones.

Demostracion. Sea R, la familia de los atractores de Ilyashenko a-obs. (no necesari-
amente minimales). Esta familia no es vacfa pues, trivialmente, M es un atractor de
Ilyashenko 1-obs, y por lo tanto es a-obs. para cualquier 0 < o < 1. En R, consider-
amos la relacién de orden parcial K1 C K. De la condicién (7.3), teniendo en cuenta
que dist(y, K3) < dist(y, K1) para todo y € M, las cuencas de atraccién estadistica
Ak, v Ak, cumplen

AK1 C AKZ, a< m(AKl) < m(AKQ).

Sea en N, una cadena {K;};c; (no necesariamente numerable). Es decir, {K;}icr es
un subconjunto totalmente ordenado de R, con la relacién de orden C.

Probemos que:

Afirmacién (i) (A probar) Eziste en N, un elemento K minimal de la cadena
{Ki}icr. Es decir, probemos que existe K € R, K C K; para todo i € I.

En efecto, el conjunto K = (,.; K; es compacto no vacio, porque cualquier subcolec-
cién finita K1 D Ko D ... D K; de la cadena dada {K,};cs, tiene interseccién K;
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que es un compacto no vacio. Para probar que K € X, debemos probar ahora que
m(Ak) > a. Sea j € NT y sea V; D K el abierto formado por todos los puntos de
M que distan de K menos que 1/j. En la prueba del Teorema 7.1.5 demostramos la
afirmacién (7.2):
K;;, C V; para algin i; € I.
Como todo punto = € Ak, se cumple lim, on,z(V;) = 0 (cf. Proposicién 7.3.6), y
este argumento vale para todo j € NT, entonces todo punto en ﬂj6N+ AK'L]- pertenece
a Ag. Reciprocamente, todo punto de Ax estd contenido en Ak, para todo i € [
(porque K C K;). En particular esta afirmacion se satisface para i;, para todo j € NT.
Luego:
AK = ﬂ AKij'
JENT

Como la coleccién numerable Ag, estéd totalmente ordenada, obtenemos
J

m(Ag) =m( ﬂ AKij) = lim m(4k, ) > a,

j—+oo i
jeN+

terminando de demostrar la afirmacién (i).

De la afirmacién (i) se deduce que para toda cadena en XN, existe algin elemento
K € N, minimal de la cadena. Debido al Lema de Zorn, existen en N, elementos
minimales de X,,. Es decir, existe K € R, que no contiene subconjuntos propios que
pertenezcan a X,. Esto es, existe K atractor de Ilyashenko a-obs. minimal.

Ahora probemos la unicidad del atractor de Ilyashenko 1-obs. minimal. Si existier-
an dos atractores de Ilyashenko K; y Ko que fueran 1-obs. minimales, entonces la
interseccién A de sus cuencas de atraccion estadistica A := Ax, N Ag, cumple

m(A) =1,

porque m(Ag,) = m(Ak,) = 1. Todo punto = € A verifica, por la Proposicién 7.3.6
que caracteriza las cuencas A, v Ak,, la siguiente propiedad:
Para todo 0 < € < 1/2 existe N > 1 tal que

Ona(Ve(K1)), Ona(Ve(K1)) >1—(€/2) Vn=N,

donde V.(K;) denota el conjunto de puntos de la variedad M que distan del compacto
K; menos que €, y o, denota la probabilidad empirica definida en la igualdad (5.9),
Definicién 5.5.2.

Luego existen mds de N := n - (1 — (¢/2)) > (3/4)n iterados f7(z) con tiempos
j €{0,1,...,n — 1} tales que f7(z) € V.(K1). En efecto, si la cantidad de iterados
f7(x) con tiempos j € {0, 1,...,n—1} fuera menor o igual que N, entonces tendriamos
0nz(Ve(K1) < N/n=1- (¢/2). Andlogamente, existen mas de N iterados f(z) con
tiempos h € {0,1,...,n— 1} tales que f"(z) € V.(K1). Como la cantidad de iterados
posibles con tiempos en {0,1,...,n — 1} es a lo sumo n, y como 2N > (3/2)n > n,
deben existir algunos iterados comunes f7(x) = f*(z) € V(K1) N V.(K3). Tomemos
alguno de esos iterados comunes f7(z). Tenemos

dist (K, Ko) < dist(f7(x), K1) + dist(f7 (z), K2) < 2e.
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Entonces dist(K7, K2) < 2¢ ¥V 0 < e <1/2, de donde
K=K (K2 #0.

Aunque no es inmediato, es estdndar chequear que, siendo K7 y K5 compactos no
vacios con interseccién no vacia, si un punto  cumple

HIJIrl OnaVe(K1) = HIJIrl OnaVe(K2) =0 Ye>0,
entonces
lim Un,z‘/e(Kl n KQ) =0 Ve>D0.

n—-+o0o

(Chequear esta tltima afirmacién en la parte (a) del Ejercicio 7.4.4.) Luego
A= Ag, mAK? C Ak nK,

y como m(A) =1, deducimos que m(Ax,nk,) = 1. Entonces K1 N K3 es un atractor
de Ilyashenko 1-obs. Como K7 y K> eran atractores de Ilyashenko 1-obs. minimales,
concluimos que K1NKy = K1 = Ks, terminando de demostrar la unicidad del atractor
de Ilyashenko 1-obs. minimal, y el Teorema 7.4.3. O

Ejercicio 7.4.4. Para un conjunto compacto no vacio K C M, y para ¢ > 0, deno-
tamos V¢ (K) al conjunto de puntos de M que distan de K menos que €. Denotamos
on,» las probabilidades empiricas de la érbita con estado inicial 2 hasta tiempo n,
segun la igualdad (5.9), dada por la Definicién 5.5.2.
(a) Demostrar que si K7 y Ko son compactos no vacios, y si existe un punto x € M
tal que

lim 0, (Ve(K1)) = lm 0, (Ve(K1)) =0 Ve>0

n—-+4oo n—-+o0o

entonces K1 N Ky # 0y

lim O'nﬁz(‘/e(KlﬂKg)):O Ve>0

n—-+o0o

(b) Demostrar que si K7 y K5 son dos atractores de Ilyashenko tales m(Ax, NAg,) >
0, entonces K1NK5 es no vacio, y es un atractor de Ilyashenko cuya cuenca de atraccion
estadistica es

Arink, = Ax, N Ak,

7.5. Ejemplos de atractores estadisticos

Ejemplo 7.5.1. Sea fy € Diff *°(T?) el mapa “Arnold’s cat ” en el toro bidimensional
dado en el ejemplo de la Seccion 3.1, como el automorfismo lineal hiperbdlico con

ma.trlz aSOClada
IIlO’d.(l,l)
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Recordando lo expuesto en la Seccién 3.1: fy es un difeomorfismo de Anosov lineal,
tiene a (0,0) como punto fijo y preserva la medida de Lebesgue m (re-escalada para
que m(T?) = 1).

Probemos que el tnico atractor estadistico (en particular el tinico atractor estadistico
a-obs. minimal para cualquier 0 < o < 1), es K = T?. En efecto, en el Corolario
6.3.5 probamos que m es ergddica para f. Entonces, m-c.t.p. x € M estd en la
cuenca de atraccion estadistica B(m) de m. (Recordar que una medida de probabilidad
invariante p es ergddica si y solo si u(B(p)) =1).

Sea K un atractor estadistico. Por definicién, su cuenca de atraccién estadistica Ax
tiene medida de Lebesgue positiva. Luego

x € B(m) param —c.t.p. x € Ag.

Tomemos y dejemos fijo x € B(m) N Ag. Como = € B(m) tenemos:

n—1
1
lim — Z 5fj(w) =m,
7=0

n—-+oo N 4

en la topologia débil* del espacio M de las probabilidades. Entonces para toda funcién
continua 1 se cumple

n—+oo n

n—1
lim lszi(x) :/wdm.
j=0

En particular si elegimos la funcién continua v definida por
P(z) =dist(z, K) Ve M,

se cumple
n

-1
lim lZoust(fi(:z:),f():/Wm
7=0

n——+oo N 4

Como = € Ak, por la Definicién 7.2.1, el limite de la izquierda es cero. Entonces

deducimos que
/ PYdm = 0.

Pero ¢ > 0. Entonces su integral da cero si y solo si ¢ = 0 para m-c.t.p. Una funcién
continua que es cero para Lebesgue casi todo punto, es idénticamente nula. Deducimos
que

0 =1(x) =dist(z, K) VaecT?

Como K es compacto, dist(x, K) = 0 si y solo si € K. Concluimos que 2 € K para
todo = € T2, es decir K = T?, probando que el tnico atractor de Ilyashenko en este
ejemplo es todo el toro.

Entonces el conjunto Ky := {(0,0)} no es atractor de Ilyashenko. Pero K es minimal
para f desde el punto de vista topolégico porque (0,0) es un punto fijo por f (i.e.
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K es compacto no vacio, f-invariante, y no contiene subconjuntos propios con esas
tres propiedades). Luego, en este ejemplo, hay un minimal (desde el punto de vista
topolégico) que no es atractor de Ilyashenko. Mas atin, ningtin minimal desde el punto
de vista topolégico puede ser atractor de Ilyashenko. En efecto, més arriba probamos
que el tnico atractor estadistico es todo el toro. Pero todo el toro no es minimal desde
el punto de vista topoldgico, pues contiene propiamente a {(0,0)} que es f-invariante.

Observacion 7.5.2. La demostracién que hicimos en el Ejemplo 7.5.1 de existencia
de atractores de Ilyashenko a-obs. minimales que no son minimales desde el punto de
vista topoldgico, se basé en el uso del Corolario 6.3.5, que a su vez se obtiene de la
Teoria de Pesin y de la Teoria de medidas SRB para difeomorfismos de clase C1*+2,
Mas precisamente, el argumento que utilizamos en el Ejemplo 7.5.1, pasé por deducir
la convergencia de la sucesion de probabilidades empiricas

1 n—1
On,oe = ﬁ Z (Sfj(w)
j=0

para m-c.t.p. x en la cuenca de atraccién estadistica Ag del atractor de Ilyashenko
K. Sin embargo, en general (cuando no sean aplicables los argumentos de la Teor{a de
Pesin), no es necesario que la sucesion {on zn>1 Sea convergente, para un conjunto
de medida de Lebesgue positiva contenido en la cuenca Agx de atraccion estadistica
de K (ver por ejemplo [Go-Kl1 2007]).

En la proxima seccién, tendremos en cuenta la posible no convergencia de la suce-
sién de probabilidades empiricas para definir las medidas SRB-like (Definicién 7.6.4)
Finalmente, caracterizaremos a los atractores de Ilyashenko 1-obs. minimales, estu-
diando las medidas SRB-like. Otras relaciones entre la eventual convergencia o no
convergencia de la sucesiéon de probabilidades empiricas, y los atractores estadisticos
o de Tlyashenko se encuentran por ejemplo en [Ka-As 2011].

Ejemplo 7.5.3. Hu-Young [Hu-You 1995]
Sea fo € Diff °°(T?) el Anosov lineal en el toro bidimensional dado en el ejemplo de
la Seccién 3.1, con matriz asociada

(1 1)
1 1 /lméd.(1,1)

En [Hu-You 1995] se construye una isotopia { f; };c[0,1] de difeomorfismos f; € Diff *(T?)
que transforma continuamente en el espacio Diff ?(T?) el difeomorfismo de Anosov lin-
eal fo en f1 de modo que:
e f; es un difeomorfismo de Anosov para todo 0 <t < 1.
e f:(0,0) = (0,0) para todo 0 <t < 1.
e f; es conjugado a fp para todo 0 < ¢t < 1, es decir existe un homeomorfismo
hy : T? — T? tal que

Jtohi=hio fo.

e Parat = 1 la derivada df1 (0, 0) en el punto fijo (0,0) tiene matriz asociada diagonal-
izable, con un valor propio igual a 1, y el otro positivo, pero menor estrictamente que
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1. Esto implica que el punto fijo (0,0) no es hiperbdlico para f; (para el pardmetro
t = 1). Pierde hiperbolicidad en la direccién que era expansora para valores del
pardmetro ¢t < 1, pero no la pierde en la direccién contractiva.

Ademsds, en la construccién de [Hu-You 1995] se imponen otras condiciones a f1 que
permiten deducir la llamada quasi-hiperbolicidad en T? \ {(0,0)}.

En este ejemplo construido en [Hu-You 1995], los autores muestran que la medida
d(0,0) concentrada en el origen (que es fi-invariante porque el (0,0) es punto fijo) es
SRB o fisica para f1 (de acuerdo a nuestra Definicién 5.5.6, pero no de acuerdo con
lo que los autores en [Hu-You 1995] llaman medida SRB). Ademds muestran que la
cuenca de atraccién estadistica B(d(o,0)) cubre Lebesgue c.t.p. del toro T2. Entonces,
d(0,0) es la tinica medida SRB o fisica, ya que ninguna otra medida puede tener cuenca
de atraccion estadistica con medida de Lebesgue positiva (recordar que las cuencas
de atraccién estadistica de medidas diferentes, por la Definicién 5.5.1, son disjuntas).
Aplicando la Proposicién 7.3.3, deducimos que {(0,0)} es el dnico atractor de
Ilyashenko de f1. Por lo tanto {(0,0)} es el unico atractor de Ilyashenko a-obs. min-
imal para cualquier 0 < a < 1.

Como f1 es conjugado a fo y fo es transitivo, entonces fi es transitivo. Aplicando
lo probado en el Ejercicio 5.1.5, el tinico atractor topolégico para f; es T2. Luego
{(0,0)} es un atractor estadistico o de Ilyashenko, que no es atractor topoldgico.

Por la Proposicién 7.3.6, la frecuencia de visita a un entorno arbitrariamente pequeno
del origen, para Lebesgue-casi toda érbita, tiende a 1, cuando el ntimero n de iterados
tiende a infinito. Sin embargo, el origen no es un atractor topolégico. Es decir, no es un
pozo. Por el contrario, la dindmica en un entorno del origen es localmente conjugado
a la de un punto fijo hiperbdlico tipo silla, pues el origen es una silla hiperbédlica para
t =0y f1 es conjugado con fy. Entonces a pesar de que la frecuencia de estadia en
un entorno del origen, para Lebesgue casi toda orbita, tiende a 1, todo punto que
no esté en la variedad estable local del origen, termina saliendo de ese entorno, para
hacer excursiones breves alejado de él.

Concluimos: Si el experimentador de la dindmica tiene como objetivo observar la
estadistica de Lebesgue casi toda 6rbita (es decir los promedios temporales de las
distancias al atractor), entonces observard que el sistema dindmico por iterados de f1
se comporta con un punto fijo atractor, que atrae Lebesgue casi toda orbita, como si
fuera un pozo.

En cambio si el experimentador de la dindmica tiene como objetivo observar la
topologia dindmica de Lebesgue casi toda érbita (es decir los conjuntos w-limite a
donde estas érbitas tienden al iterar hacia el futuro), entonces observard que el sis-
tema dindmico por iterados de f; se comporta como el automorfismo lineal hiperbélico
en el toro, en que todo el toro es el tinico atractor transitivo de Lebesegue casi toda
orbita.

En el primer caso, el experimentador estadistico, no calificara este sistema f; como
cadtico, pues es altamente previsible, desde el punto de vista estadistico (i.e. de los
promedios temporales) para Lebesgue-casi toda 6rbita. En el segundo caso, el exper-
imentador topoldgico, lo calificard como cadtico, pues le resultard imposible predecir
en qué abierto del espacio estara el iterado n-ésimo para Lebesgue-casi toda orbita.
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7.6. Medidas SRB-like o pseudo-fisicas

En esta seccién, como en las dos anteriores, M es una variedad compacta y rieman-
niana, de dimension finita, y f: M +— M es continua (no necesariamente invertible).

Definicion 7.6.1. El conjunto pw limite de probabilidades

Sea x € M, sea M el espacio de medidas de probabilidad de Borel en M con la
topologia débil estrella, y sea {0y, 4 }n>1 C M la sucesién de probabilidades empiricas
de la 6rbita futura de x hasta tiempo n, definida en (5.9) y Definicién 5.5.2. Como
M es secuencialmente compacto, existen subsucesiones convergentes de {Un,m}nzl.
Llamamos p-omega-limite de la orbita de x, u omega-limite en el espacio de prob-
abilidades de la 6rbita de z al conjunto pw(x) formado por los limites de todas las
subsucesiones convergentes de {0y, 4 }n>1. Es decir

pw(z) = {p e M: 3In; — +oo tal que ‘ll’Hl Ongow = [} (7.7)

donde el limite a la derecha es en la topologia débil* del espacio M de probabilidades.
Es estdandar chequear que, para todo x € M, pw(z) C M es un conjunto no vacio y
débil*-cerrado (y por lo tanto débil*-compacto, pues M es débil*-compacto)

Ejercicio 7.6.2. Probar las dos ultimas afirmaciones de la Definicién 7.6.1.

Recordemos la Definicién 5.5.1 de cuenca de atraccién estadistica B(y) de una medida
de probabilidad u, y la Definicién 5.5.6 de medida SRB o fisica. Ahora generalizaremos
esas dos definiciones, agregando una e- aproximacion. Para ello elegimos y dejamos
fija una métrica dist* en el espacio M de probabilidades, que induzca la topologia
débil* (cf. Teorema 1.2.6).

Definicion 7.6.3. Cuenca de atraccion estadistica e-débil
Dada una medida de probabilidad p y dado € > 0, llamamos cuenca de atraccion
estadistica e-débil al conjunto A.(p) definido por:

Ac(p) :={x e M : dist(pw(x), pu) < €}. (7.8)

Comparemos esta Definicion 7.6.3 con la Definicién 5.5.1 de la cuenca de atraccion
estadistica (fuerte) B, de una medida p. En efecto, combinando las igualdades (7.7)
y (5.8), obtenemos:

B(p):={zeM: pu(x)={u}}.

Luego
B(p) C Ae(p) ¥V €>0. (7.9)

En el segundo término de la Igualdad (7.8), observamos que la distancia entre el
conjunto compacto pw(z) y el punto p € M es menor que e. Pero esto no implica que
todo el conjunto pw(z) (cuando contiene més de un punto) deba estar contenido en la
bola de centro p y radio e. Por lo tanto, aunque [ ., Ac(¢) pueda ser no vacio, este
conjunto contiene a, pero no necesariamente coincide con B(p), quien ain, puede ser
vacio.
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Definicién 7.6.4. Medida SRB-like o pseudo-fisica

Llamaremos a una medida de probabilidad p SRB-like o fisica si para todo ¢ > 0
su cuenca de atraccién estadistica e-débil A.(u) tiene medida de Lebesgue positiva.
En breve:

m(Ac(p)) >0 Ve>0,

donde m denota la medida de Lebesgue en la variedad M.

Comparando la Definicién 7.6.4 con la Definicién 5.5.6 de medida SRB, observamos
que debido a la inclusién (7.9):

Toda medida SRB es SRB-like.

Sin embargo el reciproco es falso. En efecto, toda f continua tiene medidas SRB-like
(cf. Teorema 7.6.6 que demostraremos mds adelante en esta seccién). Sin embargo
existen ejemplos para los que no existen medidas SRB (cf. Ejemplos 5.4.12 y 7.1.9,
y en el caso hiperbélico, el mapa C' en un disco, atribuido a Bowen y estudiado en
[Go-K1 2007]).

Ejercicio 7.6.5. .

(a) Probar que toda medida SRB-like es invariante por f.

(b) Probar que la definicién de medida SRB-like no depende de la métrica elegida en
el espacio M de probabilidades con la topologia débil*.

Notacién: Denotamos con O¢ al conjunto de todas las medidas SRB-like para f. Esta
notacién proviene de [Cat-Enr 2011], que introduce la definicién de medidas SRB-like,
llaméandolas también medidas observables.

Observaciones: Oy estd contenido en el conjunto My de medidas de probabilidad f-
invariantes, pero usualmente difiere mucho de M ¢, como veremos en el Ejemplo 7.8.1
C' genérico. Sin embargo, en el caso C°, y para los que llamamos endomorfismos
expansores de Misiurewicz en el circulo S' (para los que no existen medidas SRB),
el conjunto de medidas SRB-like coincide con el conjunto My de todas las medidas
invariantes (ver [Mis 2005], o también el Corolario 7.6.11 y el Ejemplo 7.8.2 mds
adelante en esta seccidn).

Algunas propiedades que distinguen a las medidas SRB-like son:

e Existen medidas SRB-like, sin necesidad de agregar hipétesis adicionales a la con-
tinuidad de f (Teorema 7.6.6).

e El conjunto de medidas SRB-like describen en forma 6ptima (con un minimo posi-
ble de medidas invariantes) la estadistica en el futuro de Lebesgue casi toda drbita
(Teorema 7.6.7).

e El minimo soporte compacto comin de medidas SRB-like (cf. Definiciones 7.3.2
y 7.7.1) caracteriza a los atractores estadisticos o de Ilyashenko a-obs. minimales.
(Teorema 7.7.2).

e Bajo hipétesis adicionales de C! hiperbolicidad, las medidas SRB-like, satisfacen la
Férmula (6.7) de Pesin de la Entropia (cf. Ejemplos 7.8.1 y 7.8.3), aunque en el con-
texto general de regularidad C! no necesariamente tienen propiedades de continuidad
absoluta respecto a Lebesgue.
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Teorema 7.6.6. Existencia de medidas SRB-like [Cat-Enr 2011]

Sea f: M — M continua. Entonces:

(a) Euxisten medidas de probabilidad SRB-like para f.

(b) El conjunto Oy de las medidas SRB-like es débil*-compacto en el espacio de las
probabilidades invariantes por f.

Extraemos la prueba de [Cat-Enr 2011]:

Demostracion. (a) Supongamos por absurdo que Oy es vacio. Entonces toda prob-
abilidad p es no SRB-like. Es decir, 1 no satisface la Definicién 7.6.4. Recordamos
la Definicién 7.6.1 del conjunto pw(z) (p-omega-limite de la 6rbita por cada punto
x € M). Luego, toda p € M estd contenida en un entorno abierto B(u) C M (con la
topologia débil* del espacio de probabilidades M) tal que

m({x € M: pw(x)NB(u) # (Z)}) =0
Como M es débil* compacto, existe un subcubrimento finito de M
{B1,Bs,...,By}

tal que B; = B(u;) para alguna medida de probabilidad p;. Luego:

k

m({x € M: pw(x)ﬂ(UBl) + Q)}) =

=1

_m(O{xGM: pw(x)ﬂBi#@}) <

=1

<

-

m({x e M: pw(z)NB; # @}) = 0.

1=1

Como Ule B; = M, deducimos que

m({xEM: pw(a:)ﬂ./\/l#@}) = 0.

Como pw(xz) C M para todo = € M, deducimos que para Lebesgue c.t.p. x € M,
pw(x) =0, lo cual es una contradiccién porque toda sucesién de probabilidades tiene
alguna subsucesién convergente.

(b) Para probar que Oy es débil* compacto, basta probar que es débil* cerrado (pues
Of C M y M es un espacio metrizable débil* compacto). Sea p,, € Oy convergente
a . Debemos probar que p € Oy.

Sea € > 0 arbitrario. Sea B¢(u) la bola de centro p y radio €. Sea n tal que u,, € Be(p)
y sea €, > 0 tal que la bola B, (i) de centro u, y radio €, satisface

Be, (Nn) - BE(M)'
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Como piy, € Oy, por la Definicién 7.6.4 de medida SRB-like, se cumple

m({x € M : pw(x)N Be, (fin) # (/)}) > 0.
Como
{w e M: pw(z)N Be,(un) #0} C {z€M: pw(z)N Be(n) # 0},

deducimos que
m({x € M: pw(x)N Be(p) # @}) > 0.

Siendo € > 0, esto prueba que p es SRB-like, como queriamos demostrar. O

Para enunciar el siguiente teorema, recordamos la Definicién 7.6.1 del conjunto pw(x)
(p-omega-limite de la 6rbita por el punto x). De la igualdad (7.7), observamos que
pw(z) es el minimo conjunto de probabilidades que describen completamente la es-
tadistica (es decir los promedios temporales asintéticos) de la érbita por el punto
x.

Teorema 7.6.7. . Optimalidad estadistica del conjunto de medidas SRB-
like [Cat-Enr 2011]

Para toda f: M — M continua el conjunto Oy de las medidas SRB-like para f es el
minimo conjunto débil*-compacto IC del espacio de probabilidades tal que

pw(z) C K para Lebesgue-c.t.p. z € M.

Demostracion. Por la parte (b) del Teorema 7.6.6, el conjunto Oy de todas las medidas
SRB-like para f es no vacio y débil*-compacto.

Primero probemos que pw(x) C Oy para Lebesgue c.t.p. x € M. Para e > 0 arbitrario,
denotamos con B.(O;) al conjunto abierto de todas las probabilidades v que distan
del compacto no vacio Of menos que e. Consideremos el complemento

C =M\ B.(O}).

El conjunto C es compacto porque es el complemento del abierto B.(Oy) en el espacio
compacto M. Por construccién C N Oy = (. Luego, toda v € C es no SRB-like.
Entonces existe un entorno abierto B(v) de v tal que:

m({:z: € M: pw(xz)n B(v) # @}) = 0.

Al igual que al final de la demostracién de la parte (a) del Teorema 7.6.6, pero escri-
biendo C en el rol de M, deducimos que existe un cubrimiento finito { By, Ba, ..., B}

de C tal que
k

m({xEM: pw(z)ﬂ(UBi)7E@}):0

=1
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Como Ule B; O C, deducimos
m({x eM: pw(z)nC # @}) =0.

Dicho de otra forma, para Lebesgue-casi todo punto = € M, el conjunto pw(z)
estd contenido en M \ C = B.(Oy). Luego, tomando € = 1/h para h € N*, hemos
probado que

VheN: pw(x) C Byp(Of) m—ctp. ze M.

Como la unién numerable de conjuntos con medida de Lebesgue nula, tiene medida
de Lebesgue nula, la interseccién numerable de conjuntos con medida de Lebesgue
total, tiene medida de Lebesgue total. Concluimos que:

—+oo
pw(z) C ﬂ Bi/h(Of) = Oy m—ct.p.x€ M,
h=1

como queriamos demostrar.

Segundo, probemos que O es minimal en el conjunto de compactos no vacios K C M
que tienen la propiedad pw(x) C K para Lebesgue-casi todo punto 2 € M. Tomemos
cualquier compacto no vacio K C Oy, tal que IC # Oy. Probemos que tal K no tiene

la propiedad mencionada. Es decir, probemos que m(pw(ac) n(Mm \IC)) > 0.

En efecto, como K C# Oy, existe una medida p € Oy \ K. Sea € > 0 tal que la bola
B.(p) es disjunta con el compacto K. Como p es SRB-like, por las Definiciones 7.6.4
y 7.6.3, se cumple:

m({x € M: pw(xz)N Be(p) # (Z)}) > 0. (7.10)

Siendo B¢(p) N K = @, deducimos que Bc(u) C (M \ K). Entonces, sustituyendo en
(7.10) concluimos:

m({x eEM: pw(x)Nn(M\K) 75@}) >0,

como queriamos demostrar. [l

Corolario 7.6.8. Sea [ : M — M continua.

(a) Sila medida SRB-like u es unica, entonces u es SRB y su cuenca de atraccion
estadistica (fuerte) B(p) cubre M Lebesgue c.t.p.

(b) Reciprocamente, si existe una medida SRB p cuya cuenca de atraccion estadistica
(fuerte) B(p) cubre M Lebesgue c.t.p., entonces u es la inica medida SRB-like.

(c) Siel conjunto de medidas SRB-like es finito, entonces todas las medidas SRB-like
son SRB y la union de las cuencas de atraccion estadistica de las medidas SRB cubre
M Lebesgue c.t.p.

(d) Reciprocamente, si existe una cantidad finita de medidas SRB tales que la unién
de sus cuencas de atraccion estadistica cubre M Lebesque c.t.p., entonces estas son
las unicas medidas SRB-like, y por lo tanto el conjunto de medidas SRB-like es finito.
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Ejercicio 7.6.9. Probar el Corolario 7.6.8. Sugerencia: Basta probar (c) y (d), pues
estas implican (a) y (b). Probar primero que una medida SRB-like es aislada en el
conjunto de las medidas SRB-like si y solo si es SRB. Combinar las Definiciones 5.5.6
y 7.6.4 de medidas SRB y SRB-like respectivamente, junto con las Definiciones 5.5.1
y 7.6.3 de las cuencas de atraccién estadistica fuerte y e-débil, respectivamente.

Conjetura 7.6.10. Palis [Pa 1999] Para r > 1 suficientemente grande C"-genéri-
camente en Diff "(M) existe una cantidad finita de medidas SRB tales que la union
de sus cuencas de atraccion estadistica cubre M Lebesgue c.t.p.

Del Corolario 7.6.8 deducimos el siguiente enunciado equivalente de la Conjetura de
Palis:

C"-genéricamente para f € Diff "(M) el conjunto débil* no vacio Oy de medidas de
probabalidad SRB-like para f, carece de puntos de acumulacion.

Corolario 7.6.11. (del Teorema 7.6.7)

Sea f: M — M continua, no dinicamente ergodica. Si para Lebesque c.t.p. x € M
el conjunto de probabilidades pw(z) (cf. Definicién 7.6.1) coincide con el conjunto de
todas las medidas invariantes, entonces no existen medidas SRB y el conjunto de las
medidas SRB-like coincide con el conjunto de todas las medidas invariantes.

Nota: Existen transformaciones f que cumplen las hipdtesis del Corolario 7.6.11. En
efecto, el mapa C” expansor en el circulo construido por Misiurevicz en [Mis 2005],
y los mapas C°-expansores genéricos encontrados recientemente por Abdenur y An-
dersson en [Ab-An 2012], satisfacen las hipétesis de este Corolario. Ver también el
Ejemplo 7.8.2 mas adelante en esta seccion.

Demostracion. del Corolario 7.6.11:

Por hipdtesis, el minimo conjunto compacto X de medidas de probabilidad tal que
pw(z) C K es el conjunto My de todas las medidas f-invariantes. Por el Teorema
7.6.7, K es el conjunto Oy de las medidas SRB-like. Luego Oy = My como queriamos
demostrar. O

7.7. Relacion entre atractor estadistico y medidas
SR B-like

Definicién 7.7.1. Sea K un conjunto no vacio de medidas de probabilidad. Se llama
soporte compacto de K al minimo compacto K C M tal que

wK)=1Vuek.

El minimo soporte compacto existe como resultado de aplicar el lema de Zorn a la
familia de compactos no vacios con p-medida igual a 1 para toda p € K, y de usar
también la propiedad de que es no vacia la interseccién de una familia de compactos
tal que toda subfamilia finita tiene interseccién no vacio. El soporte compacto de K es
tnico, debido a su propiedad de minimalidad y a que la interseccién de dos compactos
con p-medida igual a 1 es un compacto con p-medida igual a 1.
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Teorema 7.7.2. .

Medidas SRB-like y atractores de Ilyashenko

Para toda f: M — M continua, el atractor 1-obs. minimal de Ilyashenko K (cf.
Theorem 7.4.3) es el soporte compacto del conjunto Oy de medidas SRB-like para f.

Nota: El Teorema 7.7.2 puede generalizarse, adaptando el enunciado adecuadamente
para caracterizar todo atractor de Ilyashenko a-obs. minimal (para cualquier 0 < o <
1) como el soporte compacto de un subconjunto adecuado de medidas SRB-like para
f (ver [Cat 2012]).

Demostracion. del Teorema 7.7.2: Sea K el atractor de Ilyashenko 1-obs. minimal.
Por el Teorema 7.4.3, el compacto K1 # () existe y es tunico. Sea Kz el soporte
compacto del conjunto Oy de medidas SRB-like para f, segtn la Definicién 7.7.1. De
acuerdo a lo observado al final de dicha definicién, el compacto Ko # () existe y es
dnico.

Demostracion de K1 C Ko: Como K7 es 1-obs. minimal, por la Definicién 7.4.1 basta
probar que

A probar:  lim Z dist(f7 (), Ko) = 0 para m — c.t.p. € M. (7.11)

n—-+oo N

Para todo x € M consideremos la sucesién {0y, 4 }»>1 de probabilidades empiricas de
la 6rbita por x, segin la Definicién 5.5.2. Aplicando el Teorema 7.6.7, tenemos para
m-c.t.p. x € M la siguiente propiedad:

lim o, , € Of (7.12)
i—-+00
para toda subsucesién n; — +o0 tal que existe ese limite (donde dicho limite se toma
en la topologia débil* del espacio de probabilidades).
Consideremos la funcién continua v definida por

Y(x) = dist(x, Ka) Vo € M. (7.13)

Integrando 1 en la inclusién (7.12), y teniendo en cuenta la definicién de la topologia
débil*, deducimos que para m-c.t.p. * € M, y para toda subsucesién convergente
{0n; » }ien de probabilidades empiricas, existe u € Oy tal que

n;—1

/wdu = iil’inoo/wd(om,w) = lim — Z dist(f7 (), K>). (7.14)

i—+00 N; <

Pero u(Ks5) = 1, porque por hipdtesis, Ko es soporte compacto comun de todas las
medidas de probabilidad en Oy. Luego ¥ (y) = dist(y, K2) = 0 para p-c.t.p. y € M,
de donde [ 1) dp = 0. Sustituyendo en la igualdad (7.14) obtenemos

n;—1

lim — Z dist(f7 (), K3) =0 (7.15)



Teoria Ergédica de los Sistemas Dinamicos Discretos 223

para m-c.t.p. x € M, para toda subsucesién n; — +oo tal que {0y, » }icn sea conver-
gente.

Fijado un tal punto x, sea dada una sucesiéon cualquiera n; — +oo tal que la subsuce-
sién {d,, }ien de promedios de distancias a Ko, dada por

ni—l

1 . .
dp, = o ZO dist(f7 (z), Ks),
P

es convergente. Por la compacidad del espacio de probabilidades, siempre existe una
subsucesién de esta subsucesién {dn, }; (para indices i = i5) tal que {0, a}n es
también convergente. Entonces, la igualdad (7.15) aplicada a n;, en lugar de n;,
implica (para la subsucesién de indices {n;};), que el limite del promedio d,,; de las
distancias a Ko es cero. Concluimos que toda subsucesién convergente de {dy}n>1
converge a cero. Luego, la afirmacién (7.11) estd probada.

Demostracion de Ko C K7 : Por hipétesis Ko es el minimo compacto tal que u(Kz) =1
para toda pu € Oy. Luego, basta demostrar que

A probar: u(Ky) =1 V pe Oy. (7.16)

Sean dados p1 € Of y € > 0 arbitrario. Sea ¢ la funcién continua no negativa definida
por

o(y) = dist(y, K1). (7.17)

Por la definicién de la topologia débil*, con la métrica dist™ que se haya elegido en el
espacio M de las probabilidades, existe § > 0 tal que

dist* (v, u) <46 = ’/(pdu—/(pdu’ <e. (7.18)

Por la Definicién 7.6.4 de medida SRB-like, la medida de Lebesgue m de la cuenca
As(p) de atraccion estadistica d-débil de u, es positiva. Como K7 es un atractor de
Ilyashenko 1-obs., su cuenca de atraccién estadistica A(K7) tiene medida de Lebesgue
total. Luego deducimos que

m(A(K1) N As()) > 0.

Tomemos un punto x € A(K;) N As(p). Por la igualdad (7.3) que define A(K;)
tenemos:

n—1
1 .
= { — 1 J = {
0= lim — ;)dlst(f (z), K1) ngglm/w(an,z), (7.19)
donde o, ,; es la probabilidad empirica dada definida por (5.9). Por la Definicién 7.6.3
de As(p), existe una subsucesién n; — +oo tal que {0y, }ien converge a una medida
v € pw(z) tal que dist™(u,v) < §. Luego, combinando la afirmacién (7.18) con la
igualdad (7.19), deducimos:

0= lim [ pdop, .= /godl/, dist™ (v, pu) < 9, =

1——+00
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/wdu:(), ’/wdu—/wdu‘<e =
‘/gadu‘<e.

Como esta desigualdad vale para todo € > 0, deducimos que 0 = [ ¢ dpu. Siendo ¢ > 0,
concluimos que p(y) = dist(y, K1) = 0 para p-c.t.p. y € M. Como K; es compacto,
la distancia de un punto y a K; es cero si y solo si y € K;. Hemos probado que
y € K; para p-c.t.p. y € M, o dicho de otra forma, u(K;) = 1 como queriamos
demostrar. O

7.8. Ejemplos de medidas SRB-like

Ejemplo 7.8.1. Endormofirsmos C'-expansores en 5!
Sea f : S' +— S! en el circulo S un endomorfismo de clase C'' expansor, esto es,
existe una constante o > 1 tal que |f/(z)| > o > 1 V z € S*. Por ejemplo en el circulo

St:={zeC: |z|=1}

la transformacién f(z) = 22 es expansora. Un resultado clasico de dindmica topoldgica
(ver por ejemplo [Kat-Has 1995, Theorem 2.4.6]), establece que todo endormofismo
expansor en el circulo es sobreyectivo, el niimero de preimagenes de cualquier punto
r € S! es constante igual a k > 2 (llamado grado de f) y f es topolégicamente
conjugado a g definido por gi(z) = z* para todo z € S' = {|z| = 1}.

El endomorfismo expansor, puede mirarse como un endomorfismo (no invertible) uni-
formemente hiperbdlico (cf. Definition 3.3.1), en que el subespacio inestable U, es
todo el espacio tangente T,S!, y el subespacio estable E, = {0}. La variedad in-
estable W"(xq) por un punto cualquiera zo € S* se define por

W) := { yo €St Fa_,, y_n € St tales que

f(x—n) = T—n+1, f(y—n) =Y-n+1 Vn >0,

lim  dist(y_n,z_,) =0 }

—n——00
La variedad inestable de cualquier punto coincide con todo S*:
Wu(,fo) = Sl Y xg € Sl.
Por esta razdn, para los endomorfismos expansores en el circulo, la medida condicional
inestable de p (cf. Definicién 6.2.2) es la misma p. Entonces, definimos:

Definicién (medida de Gibbs): Si f es un endomorfismo C* expansor en el circulo
S, decimos que una medida f-invariante p es de Gibbs si < m, donde m es la
medida de Lebesgue en S*.
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Si f es de clase C'1*, se tiene el siguiente resultado cldsico, que da una versién del
Teorema 6.3.4 aplicable a los endomorfismos expansores del circulo (en vez de a los
difeomorfismos de Anosov en variedades de dimensién mayor que 1).

Teorema (Ruelle) [Rue 1989]:

Sea f: 8! — S de clase C' expansor en el circulo S*. Entonces:

(a) Friste una unica medida de Gibbs p (i.e. p absolutamente continua respecto a la
medida de Lebesgue) y esta medida p1 es ergddica.

(b) Toda medida SRB es de Gibbs y reciprocamente. (Por lo tanto existe una tnica
medida SRB y es ergddica).

(¢) La medida de Gibbs p es equivalente a la medida de Lebesgue m (i.e. p < my
m < p).

(d) La cuenca de atraccion estadistica de yu cubre Lebesgue c.t.p. z € S*.

La prueba de este Teorema de Ruelle para mapas C't® expansores en S', puede
encontrarse por ejemplo en [Kat-Has 1995, Theorem 5.1.16].

Nota: Un resultado mas general, que establece la existencia de medidas de Gibbs
para mapas C! a trozos en el circulo, que sean expansores en cada trozo, y que
cumplan hipdtesis de variaciéon acotada, fue demostrado recientemente por Liverani
en [Liv 2013].

Como consecuencia de la parte (d) del Teorema de Ruelle, en el caso C1T expansor,
no existen otras medidas SRB-like que no sean la medida SRB. En efecto, otra medida
v # u tendria una cuenca de atraccién estadistica e-débil A.(v) que debe ser disjunta
con la cuenca de atraccién estadistica (fuerte) B(u) de u (porque v # u). Pero como
m(M \ B(p)) =0, entonces m(Ac(v)) = 0 y v no puede ser SRB-like.

Ahora veremos que la relacién entre medidas de Gibbs y la Férmula (6.7) de Pesin para
la entropia (que vale para difeomorfismos de clase C1T% segiin vimos en el Teorema
6.4.1 de la seccién anterior), también se generaliza para endormorfismos expansores
de clase C'® en el circulo.

Teorema

Foérmula de Pesin para la Entropia. Endomorfismos expansores Sea f :
St St expansor de clase C%. Entonces, la tinica medida SRB p para f (que por
el teorema de Ruelle es de Gibbs y equivalente a la medida de Lebesgue), satisface
la Férmula (6.7) de Pesin para la Entropia, y es la tnica medida que satisface tal
formula.

Una prueba de este Teorema, fue dada en [Pe 1977] por Pesin. Una versién para endo-
morfismos de clase C? se encuentra en [Qi-Zh 2002] o en [Qi-Xi-Zh 2009]. Mas atin, en
[Qi-Zh 2002] se prueba la versién del Teorema de Ledrappier-Young [Led-You 1985]
para endomorfismos, que establece la equivalencia, para todo endomorfismo de clase
C?, entre las medidas de Gibbs y las medidas que satisfacen la Férmula de Pesin para
la Entropia (cf. Teorema 6.4.3).

En el caso que el endormorfismo f sea de clase C'!' pero no C'*<, las afirmaciones del
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Teorema de Ruelle fallan. En efecto, en [Avi-Boc 2007] se prueba que los endormorfis-
mos expansores C''-genéricos no poseen medidas invariantes absolutamente continuas
respecto de m (no poseen medidas de Gibbs). Mds en general, en [Sch-Gor 1989] se
prueba (con un ejemplo explicito) que, aunque f sea discontinua, si f es O expan-
sora a trozos, entonces la existencia de medidas invariantes absolutamente continuas
respecto de m no es necesaria.

Sin embargo, en [Cam-Qua 2001] Campbell y Quas probaron que C!-genéricamente,
un endomorfismo expansor en el circulo (que es C! pero no C'*%), posee una tinica
medida SRB p y que esta medida es ergddica, satisface la Férmula de Pesin para
la Entropia (6.7) y tiene cuenca de atraccién estadistica que cubre Lebesgue c.t.p.
Pero en vez de ser p absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue m, se
cumple todo lo contrario:

pLm,

es decir, p es mutuamente singular respecto a la medida de Lebesgue m.

Del resultado de Campbell y Quas deducimos que C'-genéricamente para los endo-
morfismos expansores en el circulo, existe una tinica medida SRB-like que es la medida
SRB u encontrada por Campbell y Quas. En efecto, argumentamos igual que antes,
como lo hicimos a partir del Teorema de Ruelle para los expansores de clase C1+2,
Como la cuenca de atraccién estadistica B(u) de la medida SRB p cubre Lebesgue
c.t.p., entonces ninguna otra medida v # u puede ser SRB-like.

Sin necesidad de asumir hipétesis de C'-genericidad, todo endormorfismo expansor de
clase C! en el circulo tiene medidas SRB-like, todas sus medidas SRB-like satisfacen
la Férmula de Pesin para la Entropia (6.7), y la unién de sus cuencas de atraccién
estadistica e-débil cubre Lebesgue c.t.p. para todo € > 0. Estos resultados fueron
probados en [Cat-Enr 2012]. Sin embargo, la unicidad de la medida SRB-like (que es
cierta para los expansores de clase C17 debido al Teorema de Ruelle), es falsa en
general para los expansores de clase C' que no son C't® ni son C'-genéricos. En
efecto, en [Qua 1996] Quas construyé un expansor de clase C! que exhibe mas de una
medida SRB-like.

Ejemplo 7.8.2. Endormofirsmos C%-expansores en 5!

Un mapa continuo f : S — S! en el circulo S se llama endomorfismo C°-expansor
(cf. [Kat-Has 1995, Definition 2.4.1]), si existen constantes § > 0 y o > 1 tales que

dist(f (), f(y)) > odist(x,y) ¥V z,y € S* tales que dist(x,y) < 6.

En [Mis 2005], Misiurewicz construyé un endormofismo C%-expansor f en S!, que
satisface las hipétesis del Corolario 7.6.11. Por lo tanto, en ese ejemplo no existen
medidas SRB y toda medida f-invariante es SRB-like. Existe entonces una cantidad
infinita no numerable de medidas SRB-like. Llamaremos a los endomorfismos que
tienen esta propiedad endomorfismos de Misiurewicz. En [Ab-An 2012] se prueba que
los endomorfismos de Misiurewicz son C°-genéricos en el espacio de los endomorfismos
CC-expansores del circulo S'.
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Ejemplo 7.8.3. Anosov (!

Sea f un difeomorfismo de Anosov transitivo en una variedad compacta y Riemanni-
ana M (cf. Definition 3.3.1).

Primero repasemos el caso en que f es ademds de clase C'*t® o en particular si es de
clase C?:

En el Teorema 6.3.4 de Sinai [Si 1972], vimos que si f es un difeomorfismo de Anosov
de clase C''**, entonces existe una tinica medida de probabilidad SRB i, es de Gibbs
ergodica, y su cuenca de atraccién estadistica cubre Lebesgue c.t.p. Deducimos que
tal medida p es la inica medida SRB-like, argumentando de igual forma que en el
ejemplo 7.8.1.

Ademas, debido al Teorema 6.3.1, la tinica medida SRB-like de un difeomorfismo de
Anosov transitivo de clase C*+ satisface la Férmula (6.7) de Pesin para la Entropfa.

Si el difeomorfismo f de Anosov transitivo es de clase C?, entonces su tinica me-
dida SRB pu, es también la tnica medida de probabilidad que satisface la Férmula
de Pesin para la Entropia. En efecto, por el Teorema 6.4.3 de Ledrappier-Young
[Led-You 1985], toda medida v que satisfaga la Férmula de Pesin para la Entropia
es de Gibbs. Y por el Teorema 6.3.1 las componentes ergddicas v, de toda medida
de Gibbs es SRB, y por lo tanto es SRB-like. Luego, como existe una tnica medida
SRB-like p, v tiene una tnica componente ergodica que es u, y por lo tanto v es
ergodica y coincide con p.

Ahora pasemos al caso de difeomorfismo de Anosov transitivo f de clase C! pero no
C'*e, En este caso las demostraciones conocidas de los teoremas mencionados en el
repaso anterior, no son aplicables, porque utilizan la Teoria de Pesin. Por ejemplo,
las pruebas utilizan el Teorema 6.5.2 que establece la continuidad absoluta de la
holonomia de la foliacion estable. Este resultado seria falso si f no fuera de clase
C1*o (ver [Rob-You 1980], o también [Bow 1975a]).

Sin embargo, en los tltimos anos se han obtenido algunos resultados parciales, apli-
cables a los difeomorfismos de Anosov de clase C!, que generalizan el Teorema, 6.3.4:
En [Qiu 2011] Qiu y Zhu demostraron que C'-genéricamente los difeomorfismos de
Anosov transitivos tienen una tnica medida SRB, esta medida es ergddica, satisface
la Férmula de Pesin para la Entropia, es la inica medida que satisface tal férmula, y
su cuenca de atraccién estadistica cubre Lebesgue c.t.p. de la variedad. Por lo tanto
i es la tinica medida SRB-like. La prueba de Qiu y Zhu no pasa (a diferencia de la
prueba del Teorema 6.3.4) por la construcciéon de medidas de Gibbs. Més atin (tanto
como la autora de este libro conoce) no se sabe si la tinica medida SRB p de un
difeomorfismo de Anosov transitivo y C'-genérico, es medida de Gibbs. Pero se sabe
que tal g no es absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue m en toda
la variedad, pues Avila y Bochi [Avi-Boc 2006] probaron que C! genéricamente no
existen medidas invariantes absolutamente continuas respecto de m.

Cuando la medida SRB-like ;o es tinica deducimos, como consecuencia del Teorema
7.6.7, que p es SRB y que su cuenca de atraccién estadistica B(u) cubre Lebesgue c.t.p.
En este caso, por ejemplo para los difeomorfismos de Anosov transitivos C'-genéri-
cos del Teorema de Qiu y Zhu [Qiu 2011], es vdlido un teoremas ergddico, probado
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recientemente por Kleptsyn y Ryzhov en [KI-Ry-Mi 2012], que estima la velocidad de
convergencia de las probabilidades empiricas o, ,, (en la topologia débil*) a la medida
SRB-p, para Lebesgue c.t.p. © € M.

En el caso de difeomorfismo de Anosov C! no genérico y no C*+%, cuando f preserva
una medida invariante p absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue,
Sun y Tian probaron en [Su-Ti 2012] que esta medida p satisface la Férmula de
Pesin para la entropia. Esto implica que, bajo las hipétesis adicional de existencia de
medida invariante p equivalente a la medida de Lebesgue m, toda medida SRB-like
satisface tal formula. En efecto, por el Teorema 4.1.2 de Descomposiciéon Ergddica,
p-c.t.p. x pertenece a la cuenca de atraccién estadistica B(u,) de una componente
ergédica p, de pu. Como u es equivalente a la medida de Lebesgue, deducimos que
Lebesgue c.t.p. o pertenece a B(u,). Luego, por el Teorema 7.6.7, estas componentes
ergddicas i, son las medidas SRB-like. Como p satisface la Formula de Pesin para la
entropia, entonces toda componente ergédica u, de p también satisface tal férmula
(cf. [Ke 1998]). Luego, del resultado de Sun y Tian concluimos que toda medida SRB-
like para f, satisface la Formula de Pesin para la Entropia, si f es un difeomorfismo
de Anosov de clase C' que preserve una medida equivalente a la medida de Lebesgue.

Més en general, sin necesidad de asumir hipétesis de C*-genericidad ni de existencia
de medida invariante absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue, en
[Cat-Cer-Enr 2012] se prueba que para todo f de Anosov de clase C*, toda medida
SRB-like 1 satisface la Férmula de Pesin para la Entropia. Pero no sabemos si es
necesario que ademas p sea medida de Gibbs, ni que sea ergddica.



Capitulo 8

Espectro de Lebesgue y
Medidas de Bernoulli

En este capitulo X es un espacio métrico compacto y T : X — X es una transforma-
cién medible tal que existe alguna medida de probabilidad invariante por T'.

8.1. El operador Uy en L?

Definicién 8.1.1. Operador Ur Sea T : X — X medible que preserva la probabil-
idad p. El operador Ur : L*(pn) — L*(p), inducido por T en L*(u) es:

Ur(f)=foT Vfe L)

Observacion 8.1.2. Es inmediato verificar que:

Ur tiene autovalor 1 y el subespacio propio correspondiente es el de las funciones de
L? que son invariantes por 7. (Se recuerda que f : X +— C es invariante por 7T si
foT=f p-ctp.)

Observacién 8.1.3. Uz es un operador unitario en L?(p), es decir: preserva el pro-
ducto interno. En efecto, denotando con Z al conjugado de un nimero complejo z,
tenemos:

<Urf,Urg >= [ (Urf)Trg) dn =
/(fOT)(go—T) dﬂ:/(fg)onﬂ:
/fadu:< fg> O

Como corolario se obtiene que Ur es una isometria (es decir ||Ur f|r2¢) = | f]l£2(w)
para todo f € L?(u)). Luego, todos los valores propios de Ur tienen mddulo 1. En
efecto, si f € L? es un vector propio de autovalor A entonces:

A= Uz fI] = [IAFIT = I = AL =1

229
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Teorema 8.1.4. Caracterizacién espectral de la ergodicidad (ver por ejemplo
[Si 1994, Lecture 2, Theorem 3])

Sea X espacio métrico compacto y sea T : X — X medible que preserva una medida
de probabilidad .

a) T es ergddica respecto de p si y solo si el subespacio propio de autovalor 1 de Urp
es el de las funciones constantes p-c.t.p.

b) Si T es ergddica con respecto de p entonces los subespacios propios de Up son todos
unidimensionales.

Demostracion: a) Silas tinicas funciones del subespacio propio de autovalor 1 son las
constantes c.t.p., entonces usando 8.1.2, las unicas funciones invariantes con 7' son las
constantes c.t.p., y reciprocamente. Esta tltima propiedad caracteriza la ergodicidad
como se vio en el capitulo 2, teorema II-2.1.

b) Si A es valor propio de Ur entonces |A| = 1 porque Ur es una isometria (ver 8.1.3).
Si f es vector propio de autovalor A entonces |Ur f| = |A\f| = |A||f| = | f] de donde |f]
es propio con autovalor 1. Por la parte a) se obtiene |f| = cte-c.t.p. Pero siendo f un
vector propio de valor propio A no puede ser idénticamente nula. Luego | f| = cte # 0,
f no se anula p-c.t.p.

Consideremos ahora ¢ otra funcién propia con el mismo autovalor A. El cociente
g/ f pertenece a L?(u) porque su médulo es constante u-c.t.p. Aplicando Ur(g/f) =
(goT)/(foT)=(\g)/(\f) = g/f. Luego g/f € L*(u) es un vector propio de valor
propio 1. Por la parte a) se tiene g/ f = cte p-c.t.p. de donde el subespacio propio de
autovalor A esta generado por f.

Ejercicio 8.1.5. Probar el reciproco de la parte b) del teorema anterior.

Teorema 8.1.6. Caracterizacion espectral del mixing
Sean X espacio métrico compacto yT : X — X medible que preserva una probabilidad
w. T es mizing respecto de p si y solo si

lim <Upf.g>=<f1><1,g> VYfg€Lp)
Esta prueba estd extraida de [Man 1983a, pdgs. 182-183] Ver también [Man 1987] o
[Si 1994, pages 21-22]
Demostracion: Si

ti_[(forgdu= [ fdu [gau ¥rge (.1)

n—-4o0o
entonces en particular tomando f = x 4,9 = xB se obtiene

lfIJIrl w(T (AN B) = u(A)u(B) VA, B medibles (8.2)
Reciprocamente, si vale (8.2), entonces, fijando el conjunto B medible, se obtiene (8.1)
cuando f = xa,9 = xB para todo conjunto A medible. Luego, por la linealidad del
limite y de la integral, también vale (8.1) para f funcién simple y ¢ = xp. Por la
densidad de las funciones simples s en L?(u), si ||f — s||2 < e y g = x5, entonces

| <Upfig>—<f1><1lg>]| <
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SI<UR(f—s)g>] + [ <Ufs,g>—<s,1><1,g9>|
+l<s—fil><l,g>] < 3e

para todo n suficientemente grande. Luego vale (8.1) para f € L?(u) y g = xB-

Ahora fijando f € L?(u), acabamos de probar que ((8.1)) vale para ¢ = xp donde
B es cualquier conjunto medible. Por linealidad también vale (8.1) para g funcién
simple, y usando el mismo método que antes se deduce que también vale (8.1) para
toda g € L?(u). O

Ejercicio 8.1.7. Sea T : X — X medible que preserva la probabilidad u. Probar
que:

a) T es mixing respecto de p siy solo si la igualdad del teorema 8.1.6 se cumple para
un conjunto denso de funciones en L?(p)

b) T es mixing si L?(u1) tiene base numerable (una familia numerable B de funciones
linealmente independientes tal que el subespacio de todas las combinaciones lineales
finitas de funciones de B es denso en L?) y la igualdad del teorema 8.1.6 se cumple
para toda pareja de funciones de esa base.

Ejercicio 8.1.8. Sea T': X — X una transformacién mixing respecto a una proba-
bilidad invariante p. Sea A otra medida de probabilidad (no necesariamente invariante
por T') en el mismo espacio medible, tal que A << u. Probar que:

lim AT~ "(A)) = u(A) VA conjunto medible. Sugerencia:

n—-+o0o

Sea h € L'(u) real no negativa, la derivada de Radon- Nykodim h = d\/du. Como
L? es denso en L', dado € > 0 existe g € L?(u) real no negativa (por ejemplo una
funcién simple) tal que f |g — h|dp < e. Siendo p una medida mixing, para todo n
suficientemente grande se tiene:

I/(XA oT™)gdp — p(A) /gdul <e (8.3)

Observando que
MT™(A)) = /(XA oT™)hdu = /(XA oT")gdu — /(XA oT™)(h — g)du,

aplicando la propiedad triangular y (8.3), se deduce que, para todo n suficientemente
grande, |A(T7"(A)) — u(A)] < 3e.

8.2. Equivalencia espectral

Definicién 8.2.1. Equivalencia espectral Sean (X, A, u) v (Y, B,v) espacios de
medida de probabilidad. SeanT : X +— X y S : Y — Y transformaciones medibles que
preservan u y v respectivamente. Se dice que T' y S son espectralmente equivalentes
si existe un operador lineal invertible

L: L*(u) — L*(v)
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que preserva el producto interno y que cumple

USOL:LOUT

Ejercicio 8.2.2. Probar que si dos transformaciones 17"y S son espectralmente equiv-

alentes entonces:
a) T es ergddica si y solo si S lo es.
b) T es mixing si y solo si S lo es.

8.3. Bases de Fourier en L?(m)

Sea S! = {2z € C : |z] = 1} con la probabilidad de Lebesgue m, definida en los

borelianos y que cumple:

2)dm(z) = 2™y do
/Z651f<>d (2) /me[o)l)f( )d

Proposicién 8.3.1. El conjunto de funciones {¢n : n € Z} definidas como
(pn(z) — = eQﬂ'inz YV = eQﬂ'ix c Sl
es un conjunto ortonormal. (Es llamado Base de Fourier de L*(S',m).)

Demostracion:

1 1
< P, Pm >= /‘Pn%p_m dm = / e27rinme—27rimm dr = / e2m'(n—m)gg dx
0 0

La integral anterior es cero sin# m € Z y es uno si n = m € Z.
Usaremos el siguiente teorema, clasico del andlisis espectral:

O

Teorema 8.3.2. Teorema de Parseval. Serie de Fourier. Sea el sistema ortonor-
mal de Fourier {¢,}nez definido en la proposicién 8.3.1. Sea f € L?(S',m) y sean
en(f) =< f,on > los llamados coeficientes de Fourier de f. Entonces la siguiente

serie converge a f en L?(S',m):

ch(f)‘ﬁn:f en LQ(Slam)

nez

El Teorema 8.3.2 es parte de un teorema mas general del Andlisis Espectral, no
solo aplicable al sistema ortonormal de Fourier de las funciones L? en el circulo.

Su demostracién se encuentra por ejemplo en [Rud 1979b, Teorema 7.9].

Corolario 8.3.3. El subespacio S formado por todas las combinaciones lineales finitas

de funciones del sistema ortonormal de Fourier es denso en L*(i).

Sea T? = R?/Z?, con la medida de Borel de probabilidad de Lebesgue m que cumple:

~

[ @ = [ ey ey

(z,y)€0,1)?

siendo f(z,y) := f(z) V(z,y) € R? tal que z = (2, y)moqz> € T



Teoria Ergédica de los Sistemas Dinamicos Discretos 233

Definicién 8.3.4. Base de Fourier En L?(T?,m) se define el conjunto ortonormal
{@n,m :n € Z,m € Z} llamado Base de Fourier del siguiente modo:

@n,m(z) = e27ri(n1‘+my) donde (Ia y) = R27 z = (xvy)modZ2

Corolario 8.3.5. El subespacio S de las combinaciones lineales finitas de funciones
en la base de Fourier de L?(T?,m) es denso.

8.4. Rotacion irracional revisitada

En el Teorema 2.6.1 ya probamos que la rotacion irracional T" del circulo es ergédica,
pero no mixing, respecto a la medida de Lebesgue, y que esta es su tnica medida
invariante. La teoria espectral permite una demostracién de la ergodicidad de T,
mucho mas breve y elegante que la que hicimos a continuacién del enunciado del
Teorema 2.6.1. La generalizacion del siguiente teorema a toros m-dimensionales y
mas en general, a otras variedades con estructura de grupo topolégico compacto, se
encuentra por ejemplo en [Si 1994, Lecture 4, Theorem 2]

Teorema 8.4.1. La rotacion irracional del circulo es ergddica respecto a la medida
de Lebesgue.

Demostracion: Llamemos T : S' — S! a la rotacién irracional del circulo S! definida
por T(e?™) = e2miz+e) vy ¢ R, o € (0,1) irracional. Sea m la probabilidad de
Lebesgue en el circulo. Tenemos

/ _J@dm(z) = / fe d

Sea f: L?*(m) tal que Ur(f) = f. Basta probar que f = cte u-c.t.p.
Consideremos {¢y, }n € Z C L*(m) la base de Fourier de L*(m) definida por

©n (eQTriw) _ 6271'1’711'
Sea ¢, (f) =< f, pn > el coeficiente de Fourier de f. Como
f =r2(m) ch(f)%
nez

basta probar que si Up(f) = f entonces ¢, =< f,p, >=0 VYn # 0.
En efecto

< foon >=<Urf,p, >= /651 f(T2)on(2)dm(z) =

1 a—+1
_ / f(€27'ri(a+x))6727rinz do = / f(e27riy)ef27rin(y7a) dy _

0 [eY

1
_ / f(e27riy)e—27rin(y—o¢) dy
0
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La penitltima igualdad se obtiene haciendo el cambio de variables y = z 4+ a y la
dltima igualdad se obtiene porque el integrando es una funcién periédica de periodo
1.

1 1
/ f(eZTriy)e—ZTrni(y—a) dy _ eZTrina / f(e27riy)e—27riny dy _
0 0

_ e27rina < f’ ©On >

Deducimos que _
< frpn >=€2T < fLpn >

de donde, si n # 0, se deduce que < f, ¢, >=0. (]

La medida de Lebesgue en S' es positiva sobre abiertos y la topologia en S tiene
base numerable de abiertos. En virtud a lo visto en el capitulo I, la ergodicidad
de T : S' — S! respecto a la medida de Lebesgue, implica que T sea transitivo
topolégicamente y por lo tanto tenga una orbita densa. En la rotacion del circulo una
orbita cualquiera se obtiene de otra mediante una rotacién. Luego, si una orbita es
densa todas lo son. Esto demuestra lo siguiente:

Corolario 8.4.2. La rotacion irracional en el circulo es transitiva (topoldgicamente)
y todas sus orbitas son densas.

Ejercicio 8.4.3. En el toro k-dimensional T* = R*/Z* se define la traslacién de
vector a = (a,...,ax) € [0,1)¥ del modo siguiente:

T(2) = (T + @) modazr

donde x = (z1,...,7;) € R¥ verifica z = x,,,4z7+ (Es decir z es la clase de equivalencia
en la relacién (z1,...,7%) ~ (y1,...,yx) € RF cuando y; — z; es entero para todo
1<j<k)

Probar que si < a,p >¢ Z Vp € Z* entonces T es ergédica respecto a la medida de
Lebesgue m en T* y reciprocamente. Nota: m es la medida de probabilidad de Borel
en T", con la topologia cociente inducida en T* por la topologia usual de R, que

cumple:
z2)dm(z) = f(x) dz
. fime = [ o T

donde dz indica integracion respecto a la medida de Lebesgue en Rk y f: Rk — C
es la funcién definida como f(x) := f(z) si 2 = @00z -

Sugerencia: Imitar la prueba de la ergodicidad de la rotacion irracional del circulo en
el teorema anterior. Usar (no se pide demostrar esta afirmacién) que el sistema de

Fourier en L*(T*,m): {¢p} ez~ definido como
©p(2) = XMI<PE> o e TR vp € ZF

es una base ortonormal de L2(T* ,m). Es decir: es un sistema ortonormal y toda
f € L*(T*,m) es la suma infinita numerable (tomando limite en la topologfa de
L2(T*,m) ) siguiente:

j{: < f,p>p

pELF
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Teorema 8.4.4. Teorema de Katznelson [Katz 1968|

Sea L : T* + T* una transformacion lineal en el toro 7% = R¥/ZF k > 1 (i.e. L es
la transformacién inducida en T% = R*/Z* por la transformacién lineal en R* dada
por una matriz A n x n, de coeficientes enteros y determinante igual a 1).

L preserva la medida de Lebesgue m en el toro. L es ergodica si y solo si ningin
autovalor es raiz de la unidad.

Ejercicio 8.4.5. Probar el teorema de Katznelson. Sugerencia:

Usar la definicién de la medida de Lebesgue dada en el ejercicio 8.4.3. Para probar
que es invariante usar que detA = 1, e imitar la prueba de la proposicion 1.4.1 del
capitulo 1.

Para probar la caracterizacién de ergodicidad considerar la base de Fourier de L2(T*, m)
dada en la sugerencia del ejercicio 8.4.3. Probar que ¢, 0 L™ = @(+)n,, Vp € 7F Vn €
N donde A* denota la matriz simétrica de A.

Si det((A*)" — I) = 0 para algtin natural n > 1 probar que existe p € Z* p # 0 tal
que (A*)"p = p. Sea f = 27;01 ¢(a*)ip- Probar que no es constante c.t.p. y es L
invariante. Deducir que en ese caso L no es ergodica.

Si det((A*)® —I) # 0 V¥n > 1 probar que entonces dado p € Z*,p # 0 la sucesién
{(A*)"p},en no repite sus valores en Z*. Probar que

Ve LX(TFm) YneN VpeZ': < folL" g, >=<f, paynp >

Sea f € L?(T*,m) tal que f o L = f c.t.p. Considerar para p € ZF,p # 0:
SNl<fiop>P=>I<foL"ep>P=> |<fipuym>*<
n=1 n=1 n=1

<Y 1< frpg > P =117z < +o0
qEZF

De lo anterior se deduce que < f, ¢, >= 0 para todo p # 0 en Z¥ . Concluir, como
en la demostracién del teorema 8.4.1, que f es constante m-c.t.p. y que L es ergddica
en ese caso.

8.5. Espectro de Lebesgue
Sea T : X +— X medible, invertible con inversa medible, que preserva una probabilidad
Lb.

Definicién 8.5.1. Espectro de Lebesgue Se dice que T tiene espectro de Lebesque
(con base numerable) respecto a la medida de probabilidad invariante p, si existe
{fi}ier € L*(ut), donde I es un conjunto finito o infinito numerable, tal que:

B = {1,{U}fi}icr.jcz}

es una base ortonormal de L*(p). (Es decir: B es un conjunto ortonormal y el subespa-
cio de todas las combinaciones lineales finitas de funciones de B es denso en L?(p).)
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Teorema 8.5.2. .

Propiedad mixing del espectro de Lebesgue

Sea T que preserva la medida de probabilidad p. Si T tiene espectro de Lebesgue
entonces T es mixing respecto de p. Luego es ergddica.

Demostracion: En virtud de lo enunciado en la parte b) del ejercicio 8.1.7 basta
probar que la igualdad del teorema 8.1.6 vale para f,g € {1,{ULf;}icrjez} C L* (1)
Por un lado tenemos

<1,1>=1, <Ulf;,1>=0VjeZViel
Basta demostrar entonces que

lim < U%U%fi, 1>=0, y que

n—-+4oo
lim < URUL fi, Ub fr >=0 Vi, k € I, Vp,j € Z,

para todo n € N suficientemente grande.
En efecto _ _
<URULfi,1 >=< U fi,1>=0 ¥YneN

pues U;’H fi v 1 son funciones diferentes de la base ortonormal de L?(u1). Andloga-
mente

< URUpfi, UR fr >=< Uy f,, UL fr. >=0 Vn >p— .
O

Ejercicio 8.5.3. Sea Ty S transformaciones que preservan probabilides u y v re-
spectivamente. Probar que si Ty .S son espectralmente equivalentes entonces T' tiene
espectro de Lebesgue respecto de p siy solo si S lo tiene respecto de v.

8.6. Automorfismos lineales en el toro con espectro
de Lebesgue.

2 1
11
Lebesgue respecto a la medida de Lebesqgue m. Luego, m es mizing y por lo tanto
también ergddica para la transformacion T .

Teorema 8.6.1. La transformacion T = > : T? +— T? tiene espectro de

Demostracion: Sea la base ortonormal de Fourier B = {@n,m }(n,m)ezz de L*(T?,m)
definida en 8.3.4.

(pn,m((xa y)modl2) = eQTri(nl‘ery) V({E, y) € RQ? V(TL, m) € ZQ
Tenemos Ur@n,m = ©2n+m, nt+m-

En Z? elegimos un conjunto de indices formado por un representante de cada érbita de
la transformacién lineal A* = (n,m) € Z? — (2n+ m.n+m) € Z>. Sea I el conjunto
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de todos los representantes que no son (0,0). Como la matriz A* es invertible y no
tiene valores propios que sean raices de la unidad, entonces det((A*)7 — Id) # 0 para
todo j € N. Se deduce que para todo j; # jo € Z se cumple

(A" (n,m) # (A*)2(n,m) ¥Y(n,m) # (0,0) € Z*
Entonces la familia de funciones

{(P(A*)j (n,m) }jEZ, (n,m)el

es un reordenamiento de la base de Fourier BB sacando el 1. Luego

B= {17 {U%Sp(n,m)}jel,(n,m)el}

es una base ortonormal de L?(p). O

2 1
1 1
que ya probamos de otras formas en la Seccién 3.1 y en el Corolario 6.3.5. El teorema
8.6.1 sin embargo tiene una tesis mas fuerte que la de la ergodicidad de T

2 1
11
de Lebesgue es mizing. Luego es ergodica, topoldgicamente mixing, y topologicamente
transitiva.

El teorema anterior da una demostracion de la ergodicidad del en el toro,

Corolario 8.6.2. La transformacion T = ) : T2 +— T? respecto a la medida

Ejercicio 8.6.3. Teorema de Katznelson II.

Sea L : T* — T* una transformacién lineal en el toro TF = R¥/ZF k > 1 que
preserva la medida de Lebesgue m en T*. (i.e. L es la transformacién inducida en
T* = R¥/ZF por la transformacién lineal en R¥ dada por una matriz A n x n, de
coeficientes enteros y determinante igual a 1).

Probar que si los autovalores de A no son raices de la unidad entonces T' tiene espectro
de Lebesgue respecto de m. Sugerencia:

Imitar la prueba del teorema 8.6.1, usando las mismas sugerencias que en el ejercicio
8.4.5.

8.7. El espacio del shift y su topologia.

Sea K = {0,1,...,k — 1}, donde k > 2, un conjunto finito llamado alfabeto. . A los
elementos del alfabeto se le llama simbolos.

Definicién 8.7.1. Espacio del shift
Se denota con k% o K% al conjunto, llamado espacio del shift, formado por todas las
sucesiones bi-infinitas a : Z — K, es decir:

k% = {{an}nez : an € K V¥n € Z}
Se llama shift (para la izquierda) a la aplicacién o : k% +— k% dada por
o({antnez = {bn}nez donde b, = apn41

El shift es un corrimiento de los términos de la sucesién un lugar para la izquierda.
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Definicién 8.7.2. Cilindros en el espacio del shift

Dados I > 1 natural, dados ai,...,a; € K y dados [ enteros diferentes ny,...,n; se
llama cilindro de radio I, posiciones n; y simbolos a; al subconjunto Cp13l C K~
definido por:

1
Cotrtt = {{bpnez € k% 1 by, =a; V1< j <1} =) CH

j=1
Se observa que la familia C de todos los cilindros es numerable.

Ejercicio 8.7.3. Probar que dos cilindros son disjuntos si tienen el mismo radio, el
mismo vector de posiciones y los vectores de simbolos respectivos son diferentes. Pro-
bar que la interseccién de cilindros o bien es vacia o bien es otro cilindro. Probar que
el complemento de un cilindro C es la unién finita (disjunta) de todos los cilindros con
el mismo vector de posiciones y diferente vector de simbolos que C. Probar que toda
union finita de cilindros puede descomponerse como unién finita disjunta de cilindros.
Probar que la familia Ag formada por el conjunto vacio y por todas las uniones fini-
tas de cilindros disjuntos dos a dos, es un dlgebra (es cerrada en el complemento, en
intersecciones finitas y en uniones finitas).

Definicién 8.7.4. Métrica en el espacio del shift
En k% se define la estructura de espacio métrico mediante la distancia siguiente:

) 1 bn — Qn
dist ({an }nez, {bn}tnez) = |bo — aol + ) Z |/€|7"‘|

nez

Denotamos con B.(a) a la bola abierta de centro a € kZ y radio € > 0.

Lema 8.7.5. Para todo a = {an}nez € k% y para todo € > 0 suficientemente pequerio
se cumple

j=N
B(a) C ﬂ cy’
j=—N
donde N < —1+ (—loge)/(logk).
Para todo a = {an},cz € k% y para todo N > 1 se cumple
j=N
() C C Be(a)
j=—N

donde € > 1/kN

Ejercicio 8.7.6. Demostrar el lema 8.7.5. Sugerencia: Para la parte a) e < 1/kNV+L.
Cada sumando de la serie que define dist (a,b) es o bien nulo (si a, = by,), o bien
mayor o igual que 1/(2kI") (si a, # by,). Luego dist (a,b) < e < 1/2N*! = q,, =
b, V|n| < N.
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Para la parte b), si a,, = b, ¥|n| < N entonces
k-1 1

In|>N+1

Ejercicio 8.7.7. Probar que todo cilindro es abierto. Probar que todo abierto es
unién de cilindros. Probar que los cilindros son una base numerable de la topologia
en kZ. (Sugerencia: usar el lema 8.7.5

Ejercicio 8.7.8. Probar que la transformacion shift es continua con inversa continua
(es un homeomorfismo). Sugerencia: usar el resultado del ejercicio 8.7.7.

Teorema 8.7.9. Compacidad del espacio del shift

k% con la estructura de espacio métrico dada en 8.7.4, es compacto. Los cilindros son
abiertos y cerrados. La familia C de todos los cilindros es una base numerable de la
topologia, y genera la o-dlgebra de Borel.

Demostracion: Que todo cilindro es abierto y que la familia C es una base de la
topologia se prueba en el ejercicio 8.7.7. El complemento de un cilindro es unién
(finita) de cilindros. Luego todo cilindro es cerrado.

Como todo abierto es unién de cilindros a lo sumo numerable porque C es numerable,
entonces la o-dlgebra A generada por los cilindros contiene a todos los abiertos. Luego
contiene a la sigma-algebra de Borel. Por otra parte los cilindros son abiertos, luego
la sigma-algebra de Borel contiene a A.

Sélo resta probar que k% con la estructura de espacio métrico dada en 8.7.4 es com-
pacto. Siendo un espacio métrico con base numerable de abiertos, es suficiente de-
mostrar que toda sucesién

{a(m)}meN = {{a%m)}nez}mel\l C K~

tiene una subsucesién convergente.
Sea {b(™0)}, cn una subsucesién de {a(™},,en tal que los simbolos en las posiciones
0: bém’o) sean una constante ¢y € K respecto de m € N. Esto se puede conseguir
porque la sucesién de primeros términos a(()m) € K toma valores en el conjunto finito
K para todo m € N.
Sea

{b(m’l)}meN

una subsucesion de {b(m’o)}meN tal que sus simbolos en las posiciones 1 y —1 sean
constantes respecto de m. Esto es posible porque la sucesién de parejas de simbolos
en esas posiciones toma valores en el conjunto finito K?2.

Sea para todo j > 1 la sucesién {b(™7)}, <y, subsucesién de {b("7~D}, o tal que
sus simbolos en las posiciones —j,...,—1,0,1,...j sean constantes en relaciéon a m,
respectivamente iguales a simbolos

C—jy--.,C-1,C0,C1,...,C§

del alfabeto.
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Sea ¢ = {cptnez € k”

Por el procedimiento diagonal tomemos la subsucesién

{g"™)Y en = {{q,(lm)}nez}meN C k% definida como ¢™ = (™™ VYj ¢ N. Por
construccién, dado N > 1 se cumple q,(lm) = ¢, VY|n| < N, ¥Ym > N. Dicho de otra
forma, dado N la sucesién {q"™},,cn en k% para todo m > N estd en el cilindro
Ninj<nCrr. Por lo tanto converge a ¢ € k% como queriamos demostrar. (I

8.8. Espacio de medida del shift de Bernoulli

Consideremos en k% con la sigma-algebra de Borel, el homeomorfismo shift o : k% —
k% definido en la seccién anterior.

Definicién 8.8.1. Vector de probabilidad

Se llama vector de probabilidad a un vector

p = (po,p1,--.pr_1) € (0,1)%, tal que Zf;é p; = 1. El valor p; se llama probabilidad
del stmbolo j € K ={0,1,....k—1}. Observar que solo llamamos vector de probabil-
idad a p cuando todas sus componentes son estrictamente positivas. (Algunos autores
llaman vector de probabilidad a p aunque alguna de sus componentes sean nulas.)

Dado un vector de probabilidad p se define en los borelianos de k% una medida de
probabilidad p,, del siguiente modo:

Definicién 8.8.2. Sea C la coleccién de los cilindros en kZ. Sea Ay el dlgebra de las
uniones finitas de cilindros disjuntos dos a dos. Sea B la sigma algebra de Borel en
K%

Dado un vector de probabilidad p = (po, ..., Pk—1):

1) Se define p,, : C +— (0,1) definida del siguiente modo:

l l
/L;D(m C) = Hpaj
j=1 j=1

2) Se define la premedida p, : : Ag — [0, 1], como

N
pp(0) =0, pp(k%) =1, pp(A) = 1p(C;) VA € A tal que
=1

donde {C;}1<i<n es una familia de cilindros disjuntos dos a dos.

Ejercicio 8.8.3. Probar que p, : Ag — [0, 1] definida anteriormente es una preme-
dida en el dlgebra Ag.

En virtud del enunciado del ejercicio anterior, existe una tunica extension de la pre-
medida g, : Ag — [0,1] definida en 8.8.2, a la sigma algebra de Borel B en el espacio
k%, que es la sigma-dlgebra generada por Ay.
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Definicién 8.8.4. Medida de Bernoulli

Se llama medida de Bernoulli de vector p a la tnica extensién p, a la sigma algebra
de Borel de k% de la premedida definida en 8.8.2. Es una medida de probabilidad ya
que

k—1 k—1
Np(kz) = NP(U ) = ij =1
j=0 Jo

Observacion 8.8.5. FEs facil verificar que la medida de Bernoulli es invariante por
el shift.

Definicién 8.8.6. Shift de Bernoulli

Se llama shift de Bernoulli en el espacio k%, a la pareja (o, u,) donde o : k% — k% es
la transformacién shift definida en la seccién anterior, y 1, es la medida de Bernoulli
para cierto vector de probabilidad p dado.

8.9. Ergodicidad del shift de Bernoulli.

Teorema 8.9.1. Propiedad mixing del shift de Bernoulli
El shift de Bernoulli (o, pp,) es mizing. Luego, es ergddico.

Demostracion: El shift o : k% — k% preserva la medida de Bernoulli y, con vector
de probabilidad p = (po,...,px) en los conjuntos de la sigma dlgebra de Borel B.
Denotemos con Ay al dlgebra de las uniones finitas disjuntas de cilindros en k%.

Hay que probar que

m p, (07" (A) N B) = pp(A)pp(B) VA,B € B

n—-+0o0o

En primer lugar, es facil verificar que la igualdad anterior es cierta para los cilindros
(ver ejercicio 8.9.2) y para los conjuntos del dlgebra A formada por las uniones finitas
de cilindros disjuntos dos a dos.

Por construccién la medida g, es la tnica extensién de la premedida en Ay, a la
sigma algebra por ella generada, que es la sigma algebra de Borel B. Por el teorema
de extensién de premedidas:

VAEB  pp(A) =mf{)  pup(As), Ai € Ao, | ] Ai o A}

€N €N

(Véase Teorema 1.14 e igualdad (1.12) en la pagina 30 del libro de G. Folland: Real
Analysis, edit. J. Wiley, 1984.)
Luego, dados A, B € By dado € > 0, existen Ay, By € Ay tales que

MP(AAA()) < €, MP(BABQ) <€
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Usando la propiedad triangular:

lp(o™"(A) N B) — p(A)u(B)| <
l1p(0~"(A) N B) — pp(0~"(Ao) N Bo) |+ (8:4)
+|pp(07"(Ao) N Bo) — pu(Ao)p(Bo) |+ (8.5)
+|1(Ao)u(Bo) — pu(Ao)u(B)| + |(Ao) p(B) — p(A)u(B)|
(8.6)

El sumando (8.4) es menor que 2¢ para todo n € N: para verificarlo usar que |u(C) —
/J,(D)l < /J,(CAD) y que (Cl n Cg)A(Dl n Dg) C (ClADl) @] (CQADQ)

La expresién (8.5) tiende a cero cuando n — 400 porque Ay, By € Ayp.

Finalmente cada sumando de (8.6) es menor que € para todo n.

Se concluye entonces que el primer miembro de (8.4) tiende a cero cuando n — +oo
como queriamos demostrar. 0

Ejercicio 8.9.2. Sea (o, 1) el shift de Bernoulli en kZ. Sean dados my,n; € Z, el
natural n > |ni| + |m1]| y los simbolos a1,b1 € K. Verificar que

(0™ (CR}) N CR) = PaiPas

Deducir que
Mm iy (07" (Cr}) N CR2) = wp(Cr) ) pp(C)

n—-+4oo
Enunciar y probar una igualdad similar para cualquier pareja de cilindros, aunque
tengan radio mayor que 1.
Probar que también vale una igualdad como la anterior para cualquier pareja Ag, By
en el dlgebra Ay formada por todas las uniones finitas de cilindros disjuntos dos a
dos.

Ejercicio 8.9.3. Probar que el shift es topolégicamente mixing y transitivo. Sugeren-
cia: Verificar que la medida de Bernoulli es positiva sobre abiertos, y usar el teorema
8.9.1.

Observacion 8.9.4. Espectro de Lebesgue del shift de Bernoulli

Aunque no lo demostraremos en este curso también vale el siguiente enunciado méas
fuerte que el teorema 8.9.1:

El shift de Bernoulli (o, pp,) tiene espectro de Lebesgue.

Definicién 8.9.5. Shift unilateral
Sea kN el conjunto formado por todas las sucesiones a : N — K = {0,1,...,k — 1}.
Se define el shift (unilateral)

o kN kBN o({an}tnen = {an+1}nen

Observacion 8.9.6. La teoria del shift unilateral es la misma que la del shift bilat-
eral definido en las secciones anteriores, excepto que ahora ¢ no es invertible. De la
misma forma que antes, se construye la medida de Bernoulli y, dado un vector de
probabilidad para el espacio de simbolos, y se demuestra que el shift unilateral de
Bernoulli (o, pp,) es mixing, y por lo tanto, ergédico.
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Ejercicio 8.9.7. a) Sea T : [0, 1] — [0, 1] el tent map definido en el ejercicio 1.4 del
capitulo 1. Sea m la medida de probabilidad de Lebesgue en [0, 1]. Sea A C [0,1] el
conjunto obtenido al retirar del intervalo [0, 1] el punto 1/2 y todas las preimégenes
de 1/2 (es decir: retirando todos aquellos puntos cuyas érbitas futuras pasan por el
punto 1/2). Probar que m(A) = 0.

b) Lldmese Iy = [0,1/2], I, = [1/2,1]. Se construye la aplicacién medible h : A +—
2N (llamada itinerario ) del siguiente modo:

h(z) = {an}nen & T"(z) € I,,¥n € N
Demostrar que h es inyectiva. Demostrar que
coh=hoT

donde o es el shift unilateral.

c¢) Considérese el vector de probabilidad p = (1/2,1/2), y la medida de Bernoulli x,,
en 2. Demostrar que m(h~1(A)) = u,(A) para todo boreliano A C 2. (Sugerencia:
Basta probarlo para uniones finitas disjuntas de cilindros). Deducir que p,(h(A)) =1
(h es invertible c.t.p.)

d) Demostrar que el tent map es ergédico y mixing respecto de m. (Sugerencia: usar
que el shift unilateral de Bernoulli es mixing).

e) Deducir que el tent map es transitivo y topolégicamente mixing.

Ejercicio 8.9.8. Sea T : S' — S! la transformacién definida por
T(2) = T(e*™7) = "™ = 22 Vr €[0,1)

a) Demostrar que T preserva la probabilidad de Lebesgue m en St.

b) Considérese el conjunto A que se obtiene del circulo retirando todas las preimédgenes
de 2™ = —1 para xg = 1/2 € [0,1). Lldmese Iy = {e*™@ : 2 € [0,1/2)}, ©L, =
{e?m : x € (1/2,1)}. Definase la transformacién itinerario h : A — 2N como en
el ejercicio anterior, y probar que cumple las mismas propiedades enunciadas en ese
ejercicio.

c¢) Demostrar que T : S' — S! es ergdédica y mixing respecto de m, transitiva y
topolégicamente mixing.

Ejercicio 8.9.9. Investigar si es ergdédica y mixing respecto a la probabilidad de
Lebesgue, transitiva y topolégicamente mixing, la transformacién T : S!' — St =
{2 € C :|z| = 1 definida por T(z) = 2*, donde k > 2 es un nimero natural.

Equivalencia de automorfismos de espacios de medida.

Definicién 8.9.10. Sean T : X — X, §:Y — Y, medibles que preservan probabil-
idades 1 en X y v en Y respectivamente. Se dice que (T, 1) y (S, v) son equivalentes
(como automorfismos de medida) si existe h : X — Y bimedible c.t.p. (es decir med-
ible, y tal que existe g : Y — X medible que cumple go h = idxpu — c.t.p., hog=
idyv — c.t.p.) y tal que:

a)u(h~1(B)) = v(B) VB C Y medible.

b) Soh=hoT p—c.t.p.
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Ejercicio 8.9.11. Probar que la equivalencia de automorfismos de medida es una
relacion de equivalencia.

Ejercicio 8.9.12. Demostrar que si (T, 1) y (S, v), son equivalentes entonces:
a) T es ergddica si y solo si S lo es.

b) T es mixing si y solo si S lo es.

¢) T y S son espectralmente equivalentes.

d)T tiene espectro de Lebesgue si y solo si S lo tiene.

Observacion 8.9.13. Equivalencia espectral y equivalencia de automorfis-
mos de espacios de medida

Se pueden encontrar dos shift de Bernoulli que son espectralmente equivalentes pero
que no son equivalentes como automorfismos de medida. Aunque no lo demostraremos,
eso prueba que la equivalencia espectral es diferente de la equivalencia de automor-
fismos de medida: las clases de equivalencia espectral son méds amplias que las clases
de equivalencia de automorfismos de medida.

Observacion 8.9.14. Conjugacion y equivalencia de automorfismos de es-
pacios de medida

Recordemos la definicién de conjugacion dada en 3.6.3: Dos transformaciones 7' :
X — XyS:Y —Y en espacios métricos (o mas en general en espacios topoldgicos)
se llaman conjugadas si existe un homeomorfismo h : X — Y tal que

hoT =S50oh.

(Se recuerda que un homeomorfismo es una transformacién continua, invertible y con
inversa continua).

La conjugacién define una relaciéon de equivalencia topoldgica entre los sistemas
dindmicos por iterados de T' y de S respectivamente. Pero ademads, es inmediato
chequear que si existe una conjugacién, y p es una medida de probabilidad en X
invariante por 7', entonces la medida h*u es una probabilidad en Y invariante por S,
y h es un isomorfismo de los espacios de medida (X, u) e (Y, h*u), con las sigma-dlge-
bras de Borel respectivas. (Recordamos que, por definicién del operador h* se cumple
(h*u)(B) := u(h~1(B)) para todo boreliano B C Y).

En resumen, la conjugacién h o equivalencia topoldgica entre sistemas dindmicos, los
clasifica en clases para las cuales las propiedades topolégicas y medibles, como auto-
morfismos de espacios de medida, se preservan. Dos sistemas dindmicos conjugados
(o topolégicamente equivalentes) son también equivalentes como automorfismos de
espacios de medida (X, ) e (Y, h*p). Sin embargo el reciproco es falso: por ejemplo
un difeomorfismo de Anosov f transitivo en el toro T?, provisto de una medida in-
variante p se demuestra ser equivalente como automorfismo de espacio de medida, a
un shift o en el espacio de las sucesiones con una cantidad finita de simbolos, provisto
de cierta medida o-invariante, llamada de Markov (ver por ejemplo [Kat-Has 1995,
Theorem 18.7.4]). Pero f no puede ser conjugado a o ya que los espacios métricos
donde acttian (el toro T? y el espacio del shift respectivamente) no son homeomorfos.
En efecto, mientras el toro T? es conexo, el espacio del shift es totalmente desconexo.



Teoria Ergédica de los Sistemas Dinamicos Discretos 245

Por lo tanto, en general, la equivalencia topoldgica entre sistemas dindmicos (i.e. la
existencia de conjugacién) es estrictamente mas fuerte que la equivalencia como au-
tomorfismos de espacios de medida. Pero en el caso particular en que los dos sistemas
dindmicos sean shifts de Bernoulli, la equivalencia como automorfismos de espacios
de medida implica también la equivalencia topolégica (Teorema de Orstein que enun-
clamos mads abajo, extraido de [Jo 2005, Theorem 31, page 137]). M&s precisamente:
En el préoximo capitulo definiremos entropia métrica de una transformacién T' que
preserva una medida de probabilidad p: esta es un nimero no negativo h,(T) que
depende solo de T' y de u, y que mide el grado de desorden espacial que producen
los iterados de T' en relaciéon a la medida de probabilidad u, y que es invariante por
automorfismos de espacios de medida. Si dos sistemas dindmicos son equivalentes como
automorfismos de espacios de medida, entonces sus entropias métricas son iguales. En
general, sistemas dindmicos que tienen la misma entropia métrica, pueden ser muy
diferentes desde el punto de vista de su dindmica topoldgica. Pero, en el caso particular
de los shifts de Bernoulli, el siguiente resultado muestra que la entropia métrica h,, (T")
caracteriza la dindmica topoldgica del sistema:

Teorema de Orstein

Dos shifts de Bernoulli son conjugados si y solo si tienen la misma entropia métrica.
La demostracién de un enunciado mas general, que incluye como caso particular la
prueba del Teorema de Orstein, se encuentra por ejemplo en

[Kea-Smo 1979].

8.10. Transformaciones de Bernoulli

Definicién 8.10.1. Transformacién de Bernoulli

Sea T : X — X que preserva una medida de probabilidad u. Se dice que (T, u) es
una transformacion de Bernoulli si es equivalente como automorfismo de medida a
un shift de Bernoulli (o, 11,) en el espacio k* o en el espacio k" para cierto k > 2y
cierto vector de probabilidad .

Teorema 8.10.2. Si (T, i) es una transformacién de Bernoulli entonces T es mixing
respecto de p. (Luego es ergddica).

Demostracion: Por el teorema 8.9.1 el shift de Bernoulli es mixing, y (T, 1) es equiv-
alente a él. Luego, segin el enunciado en el ejercicio 8.9.12, T es mixing respecto de
1 0

Observacion 8.10.3. Enunciamos que los shift de Bernoulli tienen espectro de
Lebesgue. Luego, las transformaciones de Bernoulli también tienen espectro de Lebesgue,
ya que son equivalentes a los shift. La existencia de espectro de Lebesgue es més fuerte
que la propiedad mixing.

Ejemplo 8.10.4. Ejemplos de transformaciones de Bernoulli son el tent map en el
intervalo y la transformacién z — 2¥ con z € St = {z € O : |2| = 1} y k > 2 fijo
natural (ver ejercicios 8.9.8 y 8.9.9). En dimensién 2 un ejemplo de transformacién de
Bernoulli es la herradura de Smale que veremos en la ultima seccién de este capitulo.
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Jerarquia ergédica

En resumen tenemos la siguiente jerarquia de propiedades ergddicas cada vez mas
restrictivas:

a) {(T,p) ergédica } D {(T, 1) mixing }.

b) {(T,n) mixing } D {(T, ) tiene espectro de Lebesgue }.

c) {(T,p) tiene espectro de Lebesgue } D {(T, 1) es transformacién de Bernoulli}.
En la Seccién 2.7 probamos a). El ejemplo cldsico de transformacién ergédica no
mixing es la rotaciéon irracional del circulo.

En el Teorema 8.5.2 probamos parte de b): toda transformacién con espectro de
Lebesgue es mixing. No dimos ningin ejemplo para refutar el reciproco. Los llamados
shifts gaussianos, que no estudiaremos en este curso, son transformaciones mixing que
no tienen espectro de Lebesgue (ver por ejemplo [Man 1983a, pag. 194-201]).

Ejemplo 8.10.5. Medidas de Bernoulli en la Herradura de Smale

Recordamos la definicién 3.5.1 de herradura de Smale lineal (en dimensién 2) T': Q C
R? — R?, donde Q = [0,1]%. Recordamos la definicién 3.5.3 del conjunto A maximal
invariante de 7'. En el ejercicio 3.5.4 se prob6 que A es un conjunto uniformemente
hiperbdlico.

Definicién 8.10.6. Itinerario

En el conjunto invariante maximal A de la herradura de Smale, se define la topologia
inducida por la de R?: un conjunto en A es abierto si y solo si es la interseccién con
A de un abierto de R2,

Se llama itinerario h : A — 2% a la funcién definida como:

h(z) ={an}nez: T"(x) € Qu, YN EZ

Ejercicio 8.10.7. Sea T : R? +— R? una herradura de Smale lineal. Probar que
el itinerario h es un homeomorfismo del conjunto A, invariante maximal de 7" en
Q = [0,1]% a 2Z. Probar que h es una conjugacién entre 7|5 y el shift o : 2% — 2% es
decir: oo h(x) =hoT(x) Vx € A.

Definicién 8.10.8. Medida de Bernoulli para la herradura de Smale.
Dado un vector de probabilidad p = (p1,p2) (es decir: p1 +p2 =1, 0 < p1,p2 < 1),
se llama medida de Bernoulli m,, para la herradura de Smale lineal T, a la medida:

myp(A) = pp(R(ANA))

donde A es el conjunto invariante maximal de Q@ = [0,1]> C R%2, h: A +— 2% es la
funcién itinerario, y p, es la medida de Bernoulli para el shift en 2% con vector de
probabilidad p.

Definicién 8.10.9. Herradura de Smale topoldgica.

Sea f : X — X un homeomorfismo en un espacio topolégico X. Se dice que f presenta
una herradura de Smale topoldgica (f,Q), si existe @ C X homeomorfo al cuadrado
[0,1]2 C R? tal que f restringida a Q es conjugada con la herradura de Smale lineal
T. Esto es: existe un homeomorfismo h tal que ho f(z) =T o h(z) para todo x € Q.
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Nota: El dominio del homeomorfismo h es f(Q)UQ y su imagen en R? es T'([0,1]?)U
[0,1]%)

Nota: El espacio topolégico X no puede ser cualquiera, ya que debe tener subconjuntos
homeomorfos al cuadrado de R?. Puede ser por ejemplo una variedad diferenciable
de dimensién 2.

Teorema 8.10.10. Sea f : X — X un homeomorfismo en un espacio topoldgico X
que presenta una herradura de Smale topoldgica (f,Q). Entonces f es una transfor-
macién de Bernoulli para ciertas medidas de probabilidad p (llamadas medidas de
Bernoulli para f).

Demostracion: Sea A = ﬂjez f77(Q). Toda herradura de Smale topoldgica es, por
definicién, conjugada a la herradura de Smale lineal, y ésta es conjugada por la trans-
formacién itinerario con el shift o : 2% + 2%, Entonces existe un homeomorfismo
conjugacién h : A +— 2% tal que 0 o h = h o f|y. Sea m, una medida de Bernoul-
i para el shift. Sea para todo boreliano A C X, la medida pu(A) definida como
w(A) = my(h(ANA)). Solo falta ver que h : A — 2% puede extenderse a un h : X — 2%
bimedible c.t.p. y que lleva la medida ;1 a m,,.

Siendo h : A — 2% un homeomorfismo, es invertible con inversa medible. Por con-
struccién de pu, se tiene que u(X \ A) = 0; luego la extensién medible h : X +— k% que
define h(x) = cte para € X \ A es bimedible casi todo punto, y por construccién de
la medida p lleva esta a m,,. O
Recordamos que el soporte compacto de una medida de probabilidad de Borel en un
espacio topoldgico compacto, es el minimo compacto con medida 1.

Corolario 8.10.11. La herradura de Smale topoldgica (f, ) es ergddica y mizing
respecto a la medida de Bernoulli p. Ademds, restringida al soporte compacto de i,
la herradura de Smale es transitiva y topoldgicamente mizing.

Demostracion : La ergodicidad y propiedad mixing son consecuencia de que (7', i) es
una transformacion de Bernoulli. La transitividad y propiedad mixing topolégica se
obtienen porque p es positiva en todos los abiertos de A [J.
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Capitulo 9
Entropia métrica y topoldgica

En este capitulo veremos los conceptos de entropia métrica y topolégica. Comen-
zaremos con la entropfa métrica. Su definicién es debida a Kolmogorov [Ko 1958]
y a Sinai [Si 1959]. El estudio de sus propiedades puede encontrarse en muchos
textos de teorfa ergddica, por ejemplo en [Wa 2000, §4.4], [Man 1983a, Capitulo
4], [Kat-Has 1995, pag. 168-170], [Si 2007], [Si 1994, pag. 55-76], [Jo 2005, §4.1-4.2],
[Ke 1998, Chapter 3], o [Ki 2011]. En la exposicién de propiedades, seguiremos esen-
cialmente el libro [Man 1983a] (o también su versién en inglés [Man 1987]), y el libro
[Kat-Has 1995].

Sea (X, A, ) un espacio de probabilidad y sea T : X — X una transformacién
medible.

Cantidad de informacion

Veamos primero una introduccién intuitiva de lo que se entiende por cantidad de
informacion.

Sea A € A tal que p(A) > 0. La cantidad de informacién i de la sentencia “z € A”
es, dicho en lenguaje corriente, el espacio que mereceria ocupar la noticia “x € A” en
un informativo.

Pediremos lo siguiente:

1. La cantidad de informacién es nula si A ocurre casi siempre, es mayor cuanto
menos probable es A y siempre es un nimero real > 0, que depende solo de la
probabilidad u(A) de A. Es decir,

i:(0,1] —R* i(p) decreciente con p i(1)=0
2. Si dos sucesos A y B son independientes, entonces la cantidad de informacién
de la sentencia conjunta “z € Ay x € B” esigual a la suma de las cantidades
de informacién de “z € A” y de “xz € B”. Es decir,

i(pq) = i(p) +1i(q) para todos p y ¢ € (0,1]

249
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Derivando la condicién 2 respecto a p, y multiplicando por p, se obtiene pgi’'(pq) =
pi'(p), para todos p y ¢ en (0, 1]. Luego pi’(p) = —k constante para todo p en (0, 1].
Integrando esta ecuacién, y considerando la condicién (1) se obtiene

i(p) = —klogp para k constante > 0

Elegir diferentes valores para la constante k, equivale a elegir diferentes unidades para
medir la cantidad de informacién, y equivale también a elegir diferentes bases para el
logaritmo. En Teorfa Ergddica se utiliza £ = 1. En Ingenieria se utiliza k = 1/log2,
o lo que es lo mismo, se calculan los logaritmos en base 2. La unidad de medida
asi obtenida se llama “bit ”.

Definicién 9.0.12. Cantidad de informacién
La cantidad de informacién de un suceso con probabilidad p > 0 es

i(p) = —logp
La cantidad de bits es i(p)/log 2 = — log,(p).

La palabra bit proviene del siguiente ejemplo:
Ejemplo: Sea el shift de Bernoulli de dos simbolos equiprobables ¥(1/2,1/2). Sea
A el cilindro que se obtiene al fijar los primeros N simbolos:

A=Cl(a1,az,...,an).

La probabilidad de A es u(A) = QLN La cantidad de informacién de la sentencia
“xe A7 es

1 1 .

1(2—N) = —log(2—N) = Nlog2 = N bits
Sean A y B dos sucesos con probabilidad positiva. La probabilidad condicional de B
dado A se define como
n(AN B)

n(BJA) = A

La cantidad de informacién del suceso B dado A, se define como
i(u(BJA)) = —log u(B|A) = —log u(A N B) + log u(A)

Luego
i(u(AN B)) = i(u(A)) +i(u(BlA))
Interpretacién: El espacio necesario para trasmitir la informacién “z € Ay x € B” es

la suma del espacio necesario para trasmitir “z € A”, més el necesario para trasmitir
“xr € B dado que ya se sabe z € A”.
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9.1. Entropia de particiones

Definicién 9.1.1. Particién

Una particidn P de (X, A, 1) es una coleccién finita o infinita numerable de conjuntos
P € A, dos a dos disjuntos, y medibles tales que u(|J P) = 1.

Los conjuntos P de P se llaman dtomos o piezas o pedazos de la particion. No es
restrictivo asumir que todos tienen medida positiva.

Se llama entropia de la particién P al promedio ponderado con la medida de cada
atomo, de la cantidad de informacién de los atomos de P. Es decir:

Definicién 9.1.2. Entropia de una particion
Entropia de la particion P con respecto a la probabilidad p es

H(P,p) ==Y u(P)logu(P)
PeP

(Usamos la convencién 0 - log0 = 0). Obsérvese que H (P, 1) es un nimero mayor o
igual que cero, o infinito. Ademds H(P,u) = 0 si y solo si P tiene un tnico dtomo
con medida positiva; luego, con medida uno.
Por simplicidad, cuando queda claro del contexto cudl es la probabilidad u, o cuando
es la misma probabilidad que se considera para diferentes particiones P, escribimos
simplemente

H(P)

para denotar a la entropia de la particién P con respecto a la medida pu.

La entropia de la particién es el valor esperado, (es decir la integral respecto a u),
de la funcién que a casi todo punto x € X le asigna la cantidad de informacién del
atomo P, € P que contiene a xz. Més precisamente:

f(x) = —log pu(Py), H(P)=/fdu

Proposicion 9.1.3. Cota para la entropia de particiéon finita
Sea P = {Py, Pa,... P} una particion finita formada por k > 1 conjuntos medibles.
Entonces, para cualquier medida de probabilidad p se cumple

H(P,p) <logk,
y la igualdad se verifica si y solo si u(P;) = 1/k para todo i € {1,...,k}.

Demostracion. Denotemos x; = p(P;) para todo 1 <4 < k. Se cumple Zle x; = 1.
Por definicién de entropia

k
H(Pu)=— sz log ;.
i=1
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Luego, para demostrar la proposicién, basta probar que la siguiente funcién F' de k
variables reales x; en el intervalo [0, 1] 5 ;:

k
F(zy,29,...,21) = — E x; log x;,
i=1
tiene un unico maximo condicionado a
k
G(x1, e, ..., x)) := E ;i —1=0,
i=1

que ese maximo es igual a log k y que se alcanza solamente en el punto (z1,...,zr) =
(1/k,...,1/k).

En efecto, F' es no negativa y toma valores positivos en el interior del cubo compacto
[0,1]*. Su maximo condicionado a G = 0 se encuentra por el método de Lagrange,
con la siguiente funciéon de Lagrange L con un coeficiente indeterminado A:

k k
L::F—l-/\G:—inlogxi+A(—1+in).

=1 i=1

Luego los candidatos a lugar del médximo condicionado y al valor de coeficiente A, son
las soluciones del siguiente sistema de k + 1 ecuaciones:

oL oL
= <1 < — = 0.
oz, 0vV1<i<k, B\ 0

Calculando las derivadas obtenemos:

k
—logzi —1+A=0V1<i<hk, Y z=1
i=1
Entonces
A=logz;+1 Viel, ... k,

de donde x; = a constante para todo ¢. Luego 1 = Zle z; = ka, de donde x; = a =
1/k para todo 7. Hemos encontrado un solo punto donde se alcanza el maximo, que
corresponde a p(P;) = 1/k para todo . El méximo es entonces

k

F(1/k,...,1/k) == (1/k)log(1/k) = logk,

i=1
como queriamos demostrar. O

Definicién 9.1.4. Producto de particiones
Dadas dos particiones P y Q se define la particidn producto P\/ Q como la formada
por todas las intersecciones P (@, con medida no nula, de P e Py Q € Q.
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Notamos que el producto de particiones es una operacién conmutativa, asociativa y
que tiene como neutro la particién { X} (o también cualquier particién con entropia
nula).

Se llama entropia condicional de la particion Q dada la particién P al promedio,
ponderado con la probabilidad p(P N @), de la cantidad de informacién de @ dado
P,para PPy Q € Q, tales que (P N Q) # 0. Es decir:

Definicién 9.1.5. Entropia condicional
La entropia condicional de Q dada P es

_ pPne)
H(QIP) = - Z n(PNQ) 1OgW

PEP,QEQ,n(PNQ)F#0
Notese que es siempre mayor o igual que cero, o infinito.

Para simplificar la notaciéon convenimos en que la letra imprenta indica un atomo de
la particién denotada con la misma letra, pero caligrafica. También convenimos en
que, si aparece indicado 0 - log 0, entonces el término correspondiente en la suma es
nulo. Con esta notacion se tiene:

H(QIP) =~ 33 w(Pn@)log 40 (9.1)
) 1(P)
HQVP)==> > u(PnQ)logu(PNQ) (9:2)
P Q

Proposicion 9.1.6. Sean P, Q y R particiones. Se cumple:
1. H(Q|P) < H(Q)
2. HPVQ)=H(P)+ H(Q|P)
3. HQPVR)<H(QR)
Para probar la proposiciéon anterior precisaremos del siguiente lema:

Lema 9.1.7. Desigualdad de Jensen
Sea ¢ : [0,1] — R wuna funcion continua, derivable hasta sequndo orden en (0,1) y con
derivada sequnda negativa.

Sea \; una sucesion de mimeros reales > 0, tales que > ;-1 Ny = 1, y sea x; una
sucesion de puntos en [0, 1].
Se cumple:

¢ <Z /\i$i> > Z)\z¢($z)

Demostracion: Las series en el enunciado son absolutamente convergentes porque sus
términos i-ésimos son menores o iguales, en valor absoluto, que una constante por A;,
y la serie de los \; converge por hipdtesis.
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Probemos primero que, para todo n > 1, si E?Zl pi = 1, con p; dados > 0, entonces
se cumple:

¢ (Z px> > Zm(m (9.3)

Para n =1 es trivial, porque, en ese caso, p; = 1.

Para n = 2: sean 21 y 22 € [0,1]. Como la concavidad de la gréfica de la funcién ¢
es negativa, porque la derivada segunda es negativa, entonces la gréfica entre x1 y x2
estd por arriba de la cuerda, es decir, del segmento que tiene por extremos los puntos
(x1,¢(x1)) ¥ (22, ¢(x2)). Esto significa que, para todo 0 < p < 1 se cumple:

d(pr1 + (1 = p)ra) > po(x1) + (1 — p)p(z2) (9.4)

Por lo tanto se sumple la desigualdad (9.3) cuando n = 2.
Supongamos cierta la desigualdad (9.3) para n. Demostrémosla para n + 1. Se tiene
Z?Jrll pi =1.Seap=>"" p;. Entonces se tiene p,,y1 = 1—p. Sea X = Y_I' | p;x;/p.

Se cumple
n+1

> piwi = pX + (1= p)ani
i=1

Aplicando la desigualdad (9.4), y luego la hipdtesis de induccién, se tiene

n+1
(Z pz$1> = ¢(pX + (1 = p)ant1) = pd(X) + (1 = p)d(Tnt1) =

= po (Z sz) + pn+1¢(xn+1) >
i=1

n+1

Z;
Z pZ(b l + pn+1¢ anrl ZPMb I’L

Por lo tanto vale (9.3) para todo n natural.
Ahora terminemos la demostracién. Como las series son convergentes, son el limite
de sus reducidas n-ésimas. Siendo ¢ continua:

Sy )\iiﬂz‘)
Niz; | = lim S
oS = mo (55

le'mz:lzlﬂ Z)\z¢$z 0
=1

Ahora estamos en condiciones de demostrar la proposicién 9.1.6.
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Demostracion de la proposicion 9.1.6:
La afirmacién 1 es consecuencia inmediata de la afirmacién 3 tomando R = {X}.
Veamos la afirmacién 2:

H(QVP)= ZZu PNQ)logu(PNQ)
Q

:_E:E:(PQQM% }:E:uPﬂQl%u()
7 Q

H(QIP) - Zu )log u(P) = H(Q|P) + H(P)
Ahora probemos la afirmacién 3: Sea

px) = —xlogr siz € (0,1] y ¢(0) =0

Es una funcién continua en [0,1], y tiene derivada segunda negativa en (0,1). Luego,
¢ cumple la desigualdad de Jensen, probada en el lema anterior.

Usando como convenio de notacién que son nulos los términos denotados como 0log 0
, 0 01log(0/0), se tiene:

w(PNQNR)
H(QIPVR)= z};%;quQmR IO

) WPOR) (W(PNQNR)
=2 MR T ¢( W(POR) )

Tomemos @ € Q y R € R fijos. Enumeremos con subindice ¢ > 1 todos los conjuntos
P, € P, tales que p(P; N R) # 0. Definamos los ndmeros A\; = u(P; N R)/u(R) y
x; =uw(P,NQNR)/1u(P;NR).

Se cumple que z; € [0,1], que \; > 0y que Y .2, \; = 1. Luego, aplicando la
desigualdad de Jensen, se tiene:

H(QIPVR) = Z“ ZZ}@@<XM zﬁ > iz

Q i>1 i>1

Observando que -, \iz; = u(Q N R)/u(R) se concluye:
H(QIPVR) <

w@NR) p@NR)\ _
pC Z ) IOg( ) )‘H(Q'm

Corolario 9.1.8. Entropia del producto de particiones

HP)<HPVQ)<H(P)+H(Q)
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Demostracion: Basta recordar que H(Q|P) > 0, y usar la igualdad 2) y la desigualdad
1) de la proposicién 9.1.6. O

Corolario 9.1.9. Entropia condicional del producto de particiones
Si H(R) < oo entonces:

i) H(PV QIR) = H(PIR)+ H(QIPVR)
ii) H(P|R) < H(PV QIR) < H(P|R) + H(Q[R)

Demostracion: i) Aplicando tres veces la igualdad (2) de 9.1.6:
HMRV(PVQ)=H(R)+H(PVQIR)
H(PVR)VQ)=H(PVR)+H(QPVR)=H(R)+ H(P|R)+ H(QIPVR)
Como RVPV Q=PVRVQ, igualando las expresiones de los ultimos miembros,
se tiene el resultado enunciado.

ii) De 1), siendo siempre H(Q|P VR) > 0, se tiene

H(PV QIR) > H(PIR).

Aplicando la desigualdad (3) de la proposicién 9.1.6, a (i), se deduce

H(PVQIR) < H(PIR) + H(Q|R). O
Nota: Las partes i) y ii) del corolario 9.1.9 son también ciertas aunque H(R) = oo,
pero para probarlas hay que remitirse a las definiciones.

Corolario 9.1.10. Diferencia de entropias
Si H(P) < oo , entonces, para cualquier otra particion Q se cumple

H(Q) - H(P) < H(Q|P)
Demostracion: Por el corolario 9.1.8 y la igualdad (2) de la proposicién 9.1.6, se tiene:
H(Q) <H(PVQ)=H(P)+ H(Q|P)
Restando H(P) se obtiene la tesis. O

9.2. Entropia de particién como funcién de la me-
dida

Ahora vamos a dejar fija la particién P y estudiar la funcién p — H (P, ).
Probaremos primero una propiedad de convexidad de la entropia de una particién con
respecto a la medida:

Teorema 9.2.1. Convexidad de la entropia

Sea (X, A) un espacio medible. Sea k > 1 un ndmero natural. Sea {u;}1<i<p una
k-upla de medidas de probabilidad y sea {\;}1<i<k una k— upla de nimeros reales no
negativos y no mayores que 1, tales que Zle Ai = 1. Entonces, para toda particion
finita P se cumple:

k k
H(Paz)\mi) > Z)\iH(Pvﬂi)'
i—1 i—1
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Dicho de otra forma:

La entropia de una particion con respecto a una combinacion lineal convexra de proba-
bilidades es mayor o igual que la combinacion lineal convexa de las entropias con
respecto a cada una de esas probabilidades.

Demostracion. Sea la funcién ¢ : [0,1] — R definida por
¢(z) := —zlogzx ¥V x € [0,1] con la convencién 0log0 := 0.

Es inmediato chequear que ¢ es continua en [0, 1], derivable en (0,1] y que ¢'(z) =
—1—logax <0V x € (0,1]. Luego, por el Lema 9.1.7 de Jensen se cumple

k k
1) (ZMM(P)) > Z)\NS(/%(P)) vV PeP.
i1 i=1

Ademas, por definicién de entropia de la particion P con respecto a la medida de
o1 k
probabilidad »,” ; i, se cumple

K k k
H(Paz/\mz‘) => ¢ (Z)\iui(P)) > > Xid(ui(P)).

PeP i=1 PcP i=1

Como la particiéon P es finita, tenemos:

k k k
H(P,Y i) = Y Y Nd(ua(P) =Y X D> d(pa(P) = Y NH(P, o),
i=1 PcP i=1 i=1 Pep i=1
terminando de demostrar el Teorema 9.2.1. O

De ahora en adelante, en esta seccién, vamos a considerar que el espacio medible X es
un espacio métrico compacto y que la sigma-dlgebra A es la de Borel. Denotamos con
M al conjunto de todas las medidas de probabilidad en (X, .A) dotado de la topologia
débil*.

Definicién 9.2.2. Borde de una particién finita
Sea P una particion finita. Denotamos con OP al conjunto que llamamos borde de la
particién, definido por

oP = U 0P,
P

donde QP denota el borde topoldgico de la pieza P.

Definiciéon 9.2.3. Diametro de una particién finita Sea P una particion fini-
ta. Denotamos con diam(P) al nimero real que llamamos didmetro de la particién,
definido por
diam(P) := méx diam(P) = méx sup dist(z,y).
P T,ycP

donde diam(P) denota el didmetro de la pieza P.
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Proposicion 9.2.4. Existencia de particién con borde de medida nula
Dado ¢ > 0 y dada p € M, existe una particion finita P tal que u(OP) = 0 y
diam(P < e.

Demostracion. Fijado un punto x € X, probemos que existe 0 < §(z) < €/2 tal que

#(9(Bs(a) (7)) = 0,

donde Bj(gy(x) denota la bola de centro x y radio d(x). En efecto, si para todo
0 < < ¢/2 el borde 9(Bs(x)) tuviera p-medida positiva, la siguiente familia no
numerable de compactos (con z fijo)

{8(Bé($))}0<5<e/2

estaria formada por compactos disjuntos dos a dos, y todos de medida positiva, lo
que es una contradiccion.
Ahora cubrimos X con una cantidad finita de tales bolas

Blv"'kaa

donde B; = Bs(s,)(2;) para todo ¢ € {1,...,k}. Construimos la particién P :=
{Pi,..., Py} definiendo

Pl = Bl, P2 = BQ\Bl, P3 = Bg\(BluBQ),
Pi ::Bi\(Blu...UBi,l), ...,Pk Z:Bk\(Blu...Ukal).
Por construccion se cumple 0P; C U§:1 0B;, P; C B;. Luego

0 < p(OP;) < US_1ju(0Bs(a) () = 0

y diam(P;) < diamB; < 26(z;) < e. Entonces pu(P) = 0 y diam(P) < ¢, como
queriamos probar. [l

Fijada una particién P, en general la entropia H(P,u) como funcién de la medida
de probabilidad g no es continua. Sin embargo, cuando la particién P es tal que
w(0P)) = 0, entonces esta medida u es punto de continuidad de la funcién H(P, ),
como demostraremos a continuacién:

Teorema 9.2.5. Medidas de continuidad de la entropia de particién
Sea X un espacio métrico compacto con la sigma-dlgebra de Borel. Sea p una medida
de probabilidad. Sea P una particion finita tal que

u(0P)) = 0.
Entonces, para toda sucesion i, de medidas de probabilidad tal que
Ii n=
i b= g

en la topologia débil*, se cumple:

n—-+4oo
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Para probar el Teorema 9.2.5 necesitamos la siguiente proposicién, sobre la topologia
débil* del espacio M de probabilidades:

Proposicion 9.2.6. Medida limite de conjuntos
Sea X wun espacio métrico compacto con la sigma-dlgebra de Borel A y sea M el
espacio de medidas de probabilidad en (X, A), dotado de la topologia débil*. Sea en
M una sucesion de medidas tales que
I n = [

i o =
(a) Si K C X es compacto entonces limsup,, ., . pin(K) < p(K).
(b) SiV C X es abierto entonces liminf,, oo pin (V) > (V).
(c) Si Ae A cumple 1(0A) =0 entonces: lim,,— 4 oo pin(A) = u(A).

Demostracion. (a) Sea e >0y V D K tal que u(V \ K) < e. Sea ¢ : X > [0,1]
continua tal que ¥[x = 1y 9[x\v = 0. Entonces

in () < /wdun - /w,du < (V) = p(K) + p(V\ K) < u(K) +e.

Concluimos que
lim sup p,, (K) < p(K) + €.

n—-+4oo
Como esta desigualdad vale para todo ¢ > 0 implica (a).
(b) Dado V abierto, consideramos K = X \ V. Tenemos

n (V) =1— p,(K), liminf p,(V)=1- limsup u,(K).

n—-+00 n—-+4oo
Como K es compacto, podemos aplicar lo probado en la parte (a), y deducimos:

liminf g, (V) =1 — limsup p, (K) > 1 — pu(K) = p(V),

n—+00 n—-+oo

terminando de probar la parte (b).

(c) Tenemos: B
int(A) =A\OACAC AUJA = A.

Por hipétesis u(0A) = 0; entonces:
p(int(A)) = p(A\ 0A4) = p(A) — p(AU0A) = pu(A)
p(A) = W(AUA) = u(A) + p(0A\ A) = u(A).

Ademids

i (04(A)) < pin(A) < pin(A).

Como A es compacto e int(A) es abierto, podemos aplicar a ellos las propiedades (a)
y (b). Deducimos:

1(A) = p(int(A)) < Hminf g, (int(A)) < lminf g, (A) <

n—-+4oo n—-+o0o
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< limsup i, (A) < limsup pin(A) < p(A) = p(A),

n—-—+o0o n—-+4oo

de donde se concluye que las desigualdades son todas igualdades, terminando de
demostrar (c). O

Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema 9.2.5:
Demostracion. del Teorema 9.2.5: Sea ¢ : [0, 1]R la funcién no negativa definida por
¢(z) == —xlogz V x €0,1], donde por convencién 0log0 :=0

Es inmediato chequear que ¢ es continua. Por definiciéon de entropia de la particién
finita P = { Py, ..., Py} tenemos

H(Pa ,un) = Z Qb(,un(Pz))

Por hip6tesis u(0P;) = 0 para todo 1 < i < k. Entonces, aplicando la Proposicién
9.2.6 (c), se cumple: lim,, 4 pn(P;) = p(P;), y como ¢ es continua, tenemos

lim Qb(,un( z)) = (b(:u(R))

n—-—+o0o

Finalmente, sumando en ¢, concluimos

lim H(P,py,) = hm Z¢Mn 7)) =

n—-+o00
k
- anglm Bun(P)) = Y- o(u(P) = H(P. ).

terminando de probar el Teorema 9.2.5.

9.3. Refinamiento de particiones

Definicién 9.3.1. Refinamiento de particiones
Sean P y Q dos particiones. Decimos que Q es mds fina que P, o P mds gruesa que
Q , y escribimos

Q<P

si todo datomo de Q estd contenido p-c.t.p.en un atomo de P. Esto es equivalente a
decir que todo dtomo de P coincide p-c.t.p. con una unién de atomos de Q.

El producto de dos particiones es, obviamente, més fino que cada una de las parti-
ciones.
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Notese que Q es més fina que P si y solo si PV Q coincide p-c.t.p. con Q. Entonces
en todo cédlculo de entropias, que solo depende de la medida de los atomos, donde
aparezca la particién Q, podemos poner PV Q. Tenemos H(Q V P) = H(Q). Luego,
aplicando la propiedad 2) de la proposicién 9.1.6,

H(Q) = H(QVP)=H(Q)+H(P|Q)

se concluye que si Q tiene entropia finita y es mds fina que P, entonces H(P|Q) = 0.
(Aplicando la definicién directamente, se puede demostrar que el resultado también
vale aunque H(Q) = 00).

Veamos ahora que la entropia crece cuanto mas fina es la particién. Si se condiciona,
la entropia crece cuanto mas fina es la particiéon condicionada, y decrece cuanto mas
fina es la particién condicionante:

Proposicion 9.3.2. Sean P, Q, R tres particiones. Si la particion Q es mds fina que
P, entonces:

2. H(QIR

NN

H
3. H(R|Q) < H(R|P)

Demostracion: Para demostrar 1) apliquemos el corolario 9.1.8:
H(P)<H(PVQ)=H(Q)
Para demostrar 2) usemos la desigualdad ii) del corolario 9.1.9:
H(QIR) = H(QVPIR) = H(P|R)
Para demostrar 3) usemos la parte 3) de la proposicién 9.1.6:

H(R|Q)=H(R|PV Q) < H(R|P)

Definicién 9.3.3. Sea {P, },>1 una sucesién de particiones. Indicamos con

\/ P

n>1

a la minima o-dlgebra que contiene a todos los atomos de todas las particiones de la
sucesion. Es decir contiene a Un21 Pn.

Por lo tanto, una particién P esta contenida en \/, -, Py, si todos sus dtomos pertenecen
a esa o-algebra.

Decimos que una particién estd contenida p-c.t.p. en \/n21 Pp, si todos sus atomos
son iguales p-c.t.p. a algtin subconjunto miembro de esa o-algebra.
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Ahora probemos un lema para demostrar el teorema de Kolmogorov-Sinai que veremos
en las proximas secciones:

Lema 9.3.4. Sea {P,}n>1 una sucesion de particiones tales que, para todo n > 1 la
particion Ppy1 es mas fina que Py,.
Sea P una particion finita contenida p-c.t.p. en \/, <, Pn.
Entonces
lim H(P|P,)=0

n—oo

Demostracion: Todas las particiones consideradas lo son del espacio de probabilidad
(X, A, ).

Definamos la familia 7 = {A € A : Para todo € > 0 existen N > 1 y alguna unién B
de dtomos de Py que cumple u(AAB) < €}.

Nétese que, si A € F, entonces, para todo n > N, existe alguna unién B(™ de dtomos
de P,, que cumple u(AAB™) < ¢. Esto se debe a que la particién P, es mas fina que
Pn. Por lo tanto, si IV es adecuado, cualquier natural mayor que N también lo es.
Es inmediato ver que la familia F contiene a Py, para todo N > 1.

Afirmamos que F es una o-algebra. En efecto, para probar que el complemento de A
estd en F, basta usar los mismos N y B que para A, y comparar A° con la unién de
los d&tomos de la particiéon Py que no estan en B.

Ahora, probemos que la unién numerable de conjuntos A; € F también pertence a
F:

Sea € > 0 dado. Para cada ¢ > 1 sean N; > 1 y B;, unién de atomos de Py, que
cumple pu(A;AB;) < €/277! Sea B = J,~, B;. Se tiene:

w(AAB) < i,u(AiABi) < ie/Q”l =¢€/2 (9.5)

=1

Para todo & > 1 definase C) = U§:1 B;. Se cumple C; € Cy C ... C C} C
...U;>1 Ci = B. Luego p(B) = lim p(Cy), y existe K > 1 tal que p(B)—p(Crk) < €/2.
Como Cg C B, se tiene:

w(BACK) < €/2 (9.6)

Sea N = méx;<;<x N;. Como B; es una unién de atomos de Py, coincide p-c.t.p.
con una unién de dtomos de Py. Luego Cx = |J,_; B; también coincide p-c.t.p. con

una uniéon H de atomos de Py .
Por (9.5) v (9.6):

W(AAH) = un(AACKk) < n(AAB) 4+ u(BACy) < €

Luego A € F y F es una o-algebra.

Por lo tanto la familia F contiene a la o-dlgebra \/, -, P,. Esta, por hipétesis, contiene
p-c.t.p. a la particiéon P. Si A € F, entonces cualquier otro conjunto que coincida p-
c.t.p. con A también pertence a F. Luego, todos los dtomos de P pertenecen a la
familia F.
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Siendo P una particién finita, se tiene P = {Py, Ps,... P}, con P; € F, para todo
i=1,2,...,7. Dado € existe N = N(e) > 1 (el mismo para todo i = 1,2,...,7) y
existe, para cada i = 1,2,...,,r, alguna unién @; de dtomos de Py, tal que

/L(PlAQZ) <€

Los conjuntos @; no forman necesariamente una particién, porque pueden intersec-
tarse, aunque los P; no lo hacen. Pero aproximan a los atomos de la particion P y
son uniones de atomos de Py.

Construyamos, usando los );, una particién S = S(€) cuyos dtomos contintien aprox-
imando a los P; y sigan siendo p-c.t.p. uniones de atomos de Py . Entonces S sera mas
gruesa que Py, vy por la proposicién 9.3.2 se cumple:

0<H(PIP,) <H(P|Py) < H(P|S(e)) ¥Yn>N=N(e)
Para demostrar la tesis
H(PIPy) =0,
bastard entonces probar que H(P|S(€))e—oo — 0
Pasemos a la construccién de S(e), definiendo

c
i—1

r—1

S1=Q1, Si:Qi—UQj, para2<i<r-—1, S.= UQJ

j=1 j=1
S(e)={Si:1<i<r, u(S:)#0}

Por construccién S(€) es una particién, y sus dtomos son p-c.t.p. uniones de dtomos
de Py, porque los @Q; lo eran.
Afirmamos que para todo ¢ = 1,2,...,7 se cumple

w(PAS;) < re

En efecto, parai=1:51 = Q1 y p(PIAQ:) <e.
Para2<:<r—1,si1 <7 <17—1 se tiene:

7—1
SicQi, Si=QlJUUQ;, PcPy

j=1
Luego
u(PiAS;) = p(PF N Si) + p(P 0 S7) <
i—1
< (PN Qi) + p(PiNQ5) + Y u(PfNQy) <

Jj=1

< iM(PjAQj) < re.

Jj=1
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Finalmente, parai =17,si 1 < j <r — 1, se tiene

-1 r—1
S,cqs Se=JQ; Pcpy, Pi=|J P pctp.

Jj=1

Luego
w(PrASy) = p(PrNSy) + p(Pr N Sy) <

r—1 r—1
<Y wPNQ5+ D P NQy) <
j=1 j=1

Con esto acabamos de demostrar que los dtomos de la particién S(e) aproximan a los
atomos de la particién dada P.
Para terminar, falta probar que H(P|S(e)) — 0 cuando € — 0.

H(P|S(e) ZZ;LP Sy 1og< (P(;)S>>_
= Sus) Z¢( B ),

donde ¢(z) = —xlogx, la primera suma es para aquellos i € {1,2,...,r} tales que
w(S;) # 0, y la segunda suma para aquellos j € {1,2,...,r} tales que pu(P; NS;) # 0.
Como hay una cantidad finita acotada de sumandos, basta probar que cada uno
converge a cero cuando ¢ — 0.

Primero veamos que u(S;) — p(P;) > 0. En efecto,

[1(S:) — u(Pi)| < p(S;AF;) < re— 0.
Por un lado, si j = i: pu(P; N S;) = p(S;) — p(Pf N S;),
0 < u(PFNS;) <p(PAS) <re—0

w(Pn S\ B
i (5255) -

Por otro lado, si j # ¢, entonces P; C Pf, y

Entonces

0< /L(Pj N Sl) < ,LL(BC n SZ) < ,U(RASZ) <re—20

M¢G@i@)ﬂmw>

e—0 ,U(Sz) x—0

Luego,
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9.4. Entropia de una transformacién respecto a una
particion

Sea T : X — X medible que preserva una medida de probabilidad p. Sea P una
particién de X con entropfa H(P) finita. Es ficil ver que la familia formada por las
preimégenes por T' de los dtomos de P forman una nueva particiéon, que denotamos
como TP, que tiene la misma entropia que P.

H(T™'P)=H(P)
Si se tienen dos particiones Py Q, se cumple:
H(T™'PIT~'Q) = H(P|Q)
Considérese para cada n > 1, la particién producto:
P,=PVTPv.. vr-Up

Al aumentar n se tienen particiones cada vez mas finas, luego H(P,,) es creciente con
n.
Ademsds, por el corolario 9.1.8

H(P,) <HP)+ H(T'P)+...+ HT~ " YP)=nH(P)

Luego:
H(P,)
n

<H(P)<oo Vn >1
Proposicién 9.4.1. La sucesion {H(P,,)}n>1 es subaditiva, esto es:
H(Poim) < H(Py) + H(Pr) ¥n,m>1
Demostracion:
H(Pnym) = H (ViZgTP) v (VIEITIP))
< H(Pn)+H(T "Pm) = H(Pp) + HPp) Vn,m>1

Teorema 9.4.2.

lim H(Pn) = inf w < H(P)

n—oo n n>1 n

Demostracion: Basta demostrar que toda sucesion {ay },>1 de reales, subaditiva (es
decir ap4m < an+an, paratodos ny m > 1), con a,/n acotada inferiormente, cumple
an z an

lim — = inf —
n—oo 1 n>1l n
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Sea ¢ = infp>1a,/n. Sea, dado € > 0, un natural ng > 1 tal que an,/no < c+e.
Si n > ng, haciendo la division entera n = gng + 7, con 0 < r < ng, y aplicando la
subaditividad, se obtiene:

<c+2 Vn>N

a a
R (A < —p, +

qng O _ 4 MAX0<i<ng Gi
n n T qno+r n qngo

si NV es suficientemente grande.

Luego
a
ce< 2 <e4+2 Yn>N
n
Es decir
an
o NP
N n—oo

O

Definicién 9.4.3. Entropia de una transformacién respecto a una particién
Si T es medible y P es una particién con entropia finita, se llama entropia de la
transformacion T respecto a la particion P al nimero real

WL, P) = lim ZPn) _ g H(Pn)

n—oo m n>1 n

Interpretacion:

T : X — X define un sistema dindamico deterministico: Da una ley conocida, que
en funcién de cada estado inicial © € X, determina la sucesion de estados futuros:
T(z), T?*(z),...,T(x),... (la érbita por x). Supongamos que la transformacién T se
aplica a cada segundo : T7(z) es el estado al comienzo del segundo j-ésimo.

El fisico o el ingeniero quiere informar sobre el estado del sistema en cada segundo
futuro, a partir de su estado inicial x, por lo menos para casi todo punto xz. Mod-
estamente, no requiere determinar exactamente el punto T7(z) del espacio, sino que
dispone de una cierta particién P del espacio, predeterminada, y solo requiere saber
en cudl 4tomo A; de la particién estd el punto 77 (z), para cada instante futuro j > 0.
(Por ejemplo si X es un subconjunto de R?, quiere tener el dato de qué cuadrante
contiene a 7(x) para cada j > 0.) La sucesién de dtomos Aj;, se llama itinerario de
x. También modestamente, puede tolerar atrasos muy grandes en trasmitir la infor-
macion, con tal de que, cada tanto, puedan darse los datos acumulados.

El valor esperado de la cantidad de informacién inicial es H(P), segtn la interpretacion
que dimos al definir entropia de una particién, en 9.1.2.

Al cabo de n — 1 segundos tendra la informacién acumulada:

x € AQ,T(&L‘) € Al,T2(£L') € Ag, R ,Tn_l(l') €A, 1

Esto es lo mismo que el dato de qué atomo de la particién P, contiene al punto x.
Luego, el valor esperado de la cantidad de informaciéon acumulada al cabo de n — 1
segundos, serd H(Py,).

Tuvo n segundos para trasmitir esa informaciéon acumulada. Entonces debié hacerlo
con una velocidad promedio H(P,,)/n. Como puede tolerar atrasos tan grandes como
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necesite, puede acercarse tanto al limite de H(P,)/n como desee. Este limite es un
infimo, y es, por definicién la entropia de T respecto a la particién P.

Luego, la entropia de T respecto a la particion P, es el limite inferior tedrico de
la velocidad de transmision de datos requerida para informar sobre el itinerario del
sistema.

Cantidad de bits/segundo = h(t,P)/log2

Si la entropia es positiva, quiere decir que se requiere de una velocidad promedio
positiva, para ir trasmitiendo los datos, a medida que se acumulan. Usando mayor
velocidad pueden adelantarse algunos datos. Pero no se pueden trasmitir en tiempo
acotado los datos para todo el futuro. Si la entropia es positiva, entonces no se pueden
hacer previsiones en el estado asintotico futuro, trasmitiendo solo una cantidad finita
de datos en tiempo acotado N (porque, si asi fuera, la velocidad promedio tenderia a
cero cuando n tiende a infinito, n > N).

En este sentido, cuando tiene entropia positiva el sistema es imprevisible, aunque sea
deterministico.

También podemos dar la siguiente interpretacion: si la entropia h = h(T, P) es positiva
el sistema es cadtico, esto es, sensible a las condiciones iniciales, aunque en un sentido
débil: hay itinerarios asintéticamente diferentes. En efecto, si el itinerario a partir de
cierto instante N no dependiera mas del estado inicial x, entonces las particiones P,,,
para n > N coincidirfan con Py. Al dividir su entropia H(P,,) entre n, y hacer n
tender a infinito, la entropia h de la transformacién seria nula.

También podemos dar la siguiente interpretacion a la entropia h = h(T,P) de la
transformacién: Es el grado de desorden que provoca la transformacion 7" en el espacio.
En efecto, nétese que H(P,,) es creciente con n, y h es la velocidad con la que crece
en relacién a n. Si h es positivo, entonces la particion inicial P debe sufrir més y mas
subatomizaciones al aplicarle T' sucesivas veces (pues de lo contrario, las particiones
P, serian todas iguales a Py paran > N y luego h serfa cero).

Proposicion 9.4.4. Cualesquiera sean las particiones P y Q con entropias finitas,
se cumple:

1. h(T,Q) — h(T,P) < H(Q|P)
2. 581 Q es mas fina que P entonces 0 < h(T, Q) — h(T,P).

Demostracion: 1) Segin el corolario 9.1.10 que acota la diferencia de entropias de
particiones, se tiene

H(\V)Z;T7Q) = H(\V}ZgTP) < H\VIZ;T Q)| VIZg T/P)
Aplicando la parte 2) del corolario 9.1.9, sobre la entropia del producto condicionada:
n—1

H\V AT Qv T7IP) < ST H(T Q| vis) T7'P)
7=0
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Como al condicionar con una particién mas fina disminuye la entropia, segtin la afir-
macién 3) de la proposicién 9.3.2:

n—1 n—1
STHT VIS TTP) < S H(TTIQITTIP) =
=0 §=0

n—1

H(Q|P) =nH(Q|P).

<
Il
o

Luego:

1 o 1 el

—H(VIZT Q) - ~H(VIZTIP) < H(QIP),
y haciendo n tender a infinito, se tiene

T, Q) —hT,P) < H(Q|P).

2) Si Q es mas fina que P, entonces \/?:_OlT*j Q es mas fina que \/;:(}T*j P, y entonces
por la proposicién 9.3.2

0<H(NVZ T Q)= H\V!Z,T/P)
Dividiendo entre n y haciendo n tender a infinito se concluye

0 < h(T, Q) — h(T,P).

Proposiciéon 9.4.5. .
1) A(T,P)=h(T,T~*P) = h(T,T~™P) para todon >0
2) (T, P)=hT,V,T~IP) para todo m > 0.

3) SiT es invertible con inversa medible: h(T,P) = h(T,TP) = h(T,T™P) para
todo n € Z.

Demostracion:
DWH(VIZgTP) = H(T~' VIZg T/P) = H(V}Z; T~ (T~'P))
Dividiendo entre n y haciendo n tender a infinito se tiene h(T,P) = h(T,T~'P). La
otra igualdad se obtiene aplicando n veces la primera.
2) VIS T (VI T—IP) = VA" ' T~'P.
Calculando su entropia H, dividiendo entre n y haciendo n tender a infinito, con m
fijo, se tiene la igualdad 2).
3) Si T es invertible y preserva u, entonces T~! también preserva u. Luego, para toda
particiéon P se cumple H(TP) = H(P). La prueba sigue andlogamente a la de 1),
tomando la imagen por 7' de P en lugar de su preimagen.

O
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9.5. Entropia métrica de una transformacién

Definicién 9.5.1. Entropia métrica
Sea T : X — X medible que preserva la medida de probabilidad u. Se llama entropia
métrica de T con respecto de la medida p a

hu(T) = sup{h(T,P) : P particién tal que H(P) < oo} € [0, 0]
Teorema 9.5.2. Entropia métrica
h(T) = sup{h(T,P) : P particién finita }
Demostracion: Como toda particién finita tiene entropia finita, se cumple
hu(T) > sup{h(T,P) : P particién finita }

Para probar la desigualdad contraria, basta demostrar que dada una particiéon P con
H(P) < o0, existe una sucesién P,, de particiones finitas tales que h(T, P,,) — h(T,P).
Dada P = {H}iZI sea Pn == {Pl, ey Pn—la Ui>n Pl}

P es mas fina que P,. Luego vale la proposicién 9.4.4:

0 < h(T,P) — h(T,P,) < H(P|P,)

y basta probar que H(P|P,) — 0
Aplicando la definicién de entropia condicionada, y observando que parai =1,2,...,n—
1, los 4tomos P; de las particiones P y P,, coinciden, se tiene:

H(P|P,) == u(P;)log ————= U = ouP) =6 | D Py

i>n Jjz 1 i>n i>n

donde ¢(x) = —zlogz.

Como H(P) =} ;5 ¢(u(F;)) < 00, la cola de la serie 3, ¢(u(F;)) converge a cero
cuando n tiende a infinito.

Por otro lado, como )+, p(P;) = 1, la cola de la serie . u(P;) converge a cero

cuando n tiende a infinito. Siendo lim, .o ¢(x) = 0, se tiene que ¢ (ZjZn ,u(Pj))

converge a cero cuando n tiende a infinito.

Teorema 9.5.3. Invariancia de la entropia métrica por isomorfismos de
espacios de medida

Sean T : X1 — X1 que preserva la medida py, y To : Xo — Xo que preserva la
medida pio.

Si Ty y Ty son equivalentes por isomorfismo de espacios de medida, entonces las
entropias métricas son iguales:

hﬂl (Tl) = hﬂz (TQ)
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Demostracion: Sea f : X1 — X5 el isomorfismo de espacios de medida tal que foT} =
Ty o f. Para toda particién Pa = {P;};>1 de Xo, la particién f=1Py = {f~1(P)}i>1
de X1, cumple H(f~'Py) = H(P,), porque f preserva medidas.

Ademds, como foT{ =TJ o f para todo j > 0, se cumple

VIS TPy = VIS T Py
de donde se obtiene que
H(ViZ Ty Pa) = H(V;Zg Ty [ Py)

Dividiendo entre n y haciendo n tender a infinito se obtiene h(Ty, P2) = h(Ty, f~1Ps).
Como vale para cualquier particion Py de X, se tiene:

hyy (To) = sup{h(T2, P2) : H(P2) < o0} <
< sup{h(T1,P1) : H(P1) < oo} = hy, (Th)

Como la relacién de ser equivalentes por isomorfismo de espacios de medida es simétri-
ca, usando f~! en lugar de f, se obtiene la desigualdad contraria. O
La entropia métrica de una transformacién es un supremo de las entropias de la
transformacion respecto a particiones. Para calcularla puede ser muy 1til saber cuando
es un maximo, y para que particién se alcanza ese maximo. Condiciones que aseguran
eso estaran dadas en el teorema de Kolmogorov-Sinai, para el cual necesitamos la
siguiente definicion:

Definicién 9.5.4. Particién generadora
Sea T medible en un espacio de medida (X, A, pt). Una particién P se llama generadora
si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

i) obien V2 TP =A p-c.t.p.

ii) o bien \/;';Q T=IP # A p-ct.p., pero T es invertible con inversa medible y
Vo T797P=A p-ctp.

j=—00

Se aclara que cuando T es invertible, tanto son particiones generadoras las que
cumplen i) como las que cumplen ii).

Teorema 9.5.5. Kolmogorov-Sinai
Si P es una particion generadora con H(P) < oo, entonces

hu(T) = h(T,P)

Demostracion: Consideraremos los dos casos i) y ii) de la definicién de particién
generadora

Caso i): Sea P, = v?;(}T—jP. Tenemos una sucesiéon de particiones cada vez mas
finas, y que generan la o-algebra, porque P es particién generadora.

Aplicando la proposicién 9.4.4 y el lema 9.3.4, para toda particién finita Q se cumple:

nT,Q)—h(T,P,) <H(QP,)—0
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Por otro lado, usando la proposiciéon 9.4.5 se tiene
h(T,P,) = h(T,P) paratodon > 1.
Luego, para toda particién finita Q se cumple
hT, Q) < h(T,P).
Finalmente
hu(T) = sup{h(T, Q) : Q particién finita } < h(T,P) <

sup{h(T,R) : H(R) < oo} = h,(T).
Caso ii): Sea P, = VI TIP =T" (V?QOT_jP). Usando la proposicién 9.4.5 se

j=-n

tiene h(T,P,) = h(T,P) para todo n > 1.

La prueba contintia como en el caso anterior, sin mas cambios. O

Ejemplos: Entropia métrica del shift de Bernoulli.
Sea ¢ : B(m) — B(m) el shift unilateral de m simbolos.
Tomemos la particién formada por los m cilindros de radio 1:

P ={C(1),C(2),...,C(m)}

Obsérvese que para todo n > 1 la particién P,, = \/}’;&T*j P es la de los cilindros de
radio n. Como la o-dlgebra de Borel es la generada por los cilindros, la particién P
es generadora.

Luego, para cualquier medida i que sea invariante por el shift, la entropia métrica
hu(T) es igual a h(T,P).

Si la medida u es de Bernoulli, con vector de probabilidad

entonces

:_ZZ Z Zp(il)...p(ij)...p(in)logp(ij)

j=lii=1 ij=1 in=1
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Dividiendo entre n y haciendo n tender a infinito, se tiene

m

hu(T) = h(T,P) = = p(i)log p(i)

i=1

Veamos que, entre las medidas que son de Bernoulli, la que da mayor entropia métrica
es la que tiene vector de probabilidad

p=(1/m,1/m,...;1/m),

y que el shift con esa medida de Bernoulli equidistribuida tiene entropia métrica igual
a logm.
En efecto, para el vector de probabilidad

(1/m,1/m,...,1/m),

la entropia métrica es

1 1
—m— log — =logm
m m

Para cualquier otro vector de probabilidad, usando la funcién ¢(z) = —zlogz, y la
desigualdad de Jensen, se tiene

m m

hu(T) = Z¢(Pi) = mz ¢(pi)/m <

i=1 i=1

mo (Zpi/m> — mo(1/m) = logm.

i=1

Ejercicio 9.5.6. Probar que la entropia métrica del shift de Bernoulli bilateral es

m
—> " pilogp;.
i=1

Ejemplo 9.5.7. La entropia métrica de la transformacién T'(z) = z*, con k natural
mayor o igual que 2, en el circulo S* = {z € C : |z| = 1}, para la medida de Lebesgue,
es log k. En efecto, vimos que T es equivalente por isomorfismo de espacios de medida
al shift de Bernoulli con &k simbolos, y con vector de probabilidad (1/k,...,1/k).

k

Ejemplo 9.5.8. Entropia métrica de la herradura de Smale

La herradura de Smale de dos patas definida en la Seccion 3.5 tiene entropia métrica,
respecto a la medida de Bernoulli de vector de probabilidad (1/2, 1/2), igual a log 2.
En efecto, es conjugada al shift bilateral de 2 simbolos.
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Teorema 9.5.9. Entropia métrica de los iterados de T

Sea T : X — X medible. Denotamos con My el conjunto de las probabilidades in-
variantes con T. Asumimos por hipétesis que My # (). Entonces para todo nNT y
para toda p € Mt se cumple

h(T™) = nhy(T).

Demostracién. Dejemos fijo n € NT. Como u € My y My C Mqn entonces p €
Mpn. Sea P una particién finita. Denotamos h(P, u, T) y h(P, u, T™) a las entropias
de la particion P con respecto a la medida p, para las transformaciones Ty T"
respectivamente. Por definicién se cumple:
H(\V" ' TP, H\VI S TP,
WP T) = lm V0 W _ g HVi=0 Mo e

m—-+00 m q——+oo an

Para todo ¢ > 2 se cumple:

gn—1 g—1 (i+1)n—1 q—1 n—1
Vror=\/(V 19P) =\ 17 () 17P).
j=0 =0 Jj=in =0 h=0

Luego, llamando

n—1
Pn:=\/ TP,
h=0

tenemos: . .
qn— q—

H(\ TP, u) =H(\/(T")"Pa, 1)
j=0 i=0

Sustituyendo en la igualdad (9.7), obtenemos:

H(\VIZ) (1) "y,
nh(P,p,T) = lm sl q) Y P T, (9.8)

Tomando el supremo en la coleccién R de todas las particiones P finitas en la igualdad
(9.8), siempre con n fijo, obtenemos:

nhH(T) = n sup h(Pu My T) = sup h(,])na s Tn) S sSup h(Q7 s Tn) = hH(Tn)
PeX Per QEeRN

Por otro lado, como P,, es mas fina que P, tenemos:
h(Pa ,U, Tn) S h’(an :ua T)a
de donde, usando nuevamente la igualdad (9.8), obtenemos:

h(T") = sup h(P, 1, T") < sup h(Pn, 1, T") = sup nh(P, p, T) = nh,(T),
per per per

terminando la demostracion del Teorema 9.5.9. O
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9.6. Entropia topolégica.

En lo que sigue, T': X — X sera una transformacion continua en un espacio métrico
compacto X.

Definicién 9.6.1. Generadores y separadores

Sean n natural > 1 y € > 0 real, dados.

Dos puntos = e y de X se (e,n)- acompanan si d(T?(x),T?(y)) < € para todo j =
0,1,....,n—1.

Dos puntos z e y de X se (e,n)-separan si no se (e, n)-acompanan. Es decir, existe
algtin j = 0,1,...,n — 1 tal que d(77(x),T?(y)) > e.

Un subconjunto E de X es un (¢,n)- generador si dado x € X existe algtin y € E tal
que x e y se (e, n)-acompanan.

Un subconjunto no vacio S de X es un (¢,n)-separador si dos puntos = e y de S,
diferentes, se (e, n)-separan

Usaremos la siguiente notacién: A = cantidad de elementos del conjunto A € [0, oc].

Proposicién 9.6.2. Dado € > 0 existe M = M (e) > 1 tal que para todo n > 1 existe
un (e,n)-generador E con £ < M™.

Demostracion: Sea V un cubrimiento finito de X con bolas abiertas de radio €/2,
formado por, digamos, M bolas.

Dada una n-upla (Vp, Vi, ..., V,—1) de bolas de V, elijamos, cuando no es vacio, un y
solo un punto en el conjunto ﬂ?;olT_jVj. Sea FE el conjunto de los puntos asi elegidos.
Se tiene fF < M™.

Veamos que E es un (e,n)-generador. En efecto, dado x € X, existe para cada
j =0,1,...,n—1, algtin V; del cubrimiento V que contiene al punto 77(z). Luego

T € ﬂ;-‘:OlT*jVj # (0, y existe y € E en el mismo conjunto interseccién. Entonces,
d(TI(z), T (y)) < diamV; = € para todo j = 0,1,...,n — 1. O

Definicién 9.6.3. Como consecuencia de la proposicién anterior, existe, para todo
€ > 0y todon > 1, el nimero natural

r(e,n) = min{fF : E es un (e, n)-generador } < M (e)"

Ademads
r(e,n) >1

Consecuencias:
Existe, para todo € > 0, el niimero real

lim sup >0

n—oo

logr(e,n)
n

Esta expresién decrece cuando e crece. En efecto, si €’ < ¢, todo (¢, n)-generador es un
(e,n)-generador. Entonces (e, n) > r(e,n). Calculando el logaritmo, dividiendo entre
n, y tomando el limite superior cuando n tiende a infinito, se mantiene la desigualdad.
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Luego,

ogr(e,n)

1 1
lim lim sup logr(e,n) = sup lim sup € [0, 0]

=0 nooo e>0 n—oo
Proposicién 9.6.4. Si S es un (e,n)-separador y E es un (€/2,n)-generador, en-
tonces 1S < tE.

Demostracion: Veamos que puede establecerse una correspondencia inyectiva que va
de S a FE.

Dado z € S, como E es un (¢/2, n)-generador, existe y € E tal que x e y se (¢/2,n)-
acompanan.

La correspondencia asi establecida de S a FE es inyectiva, pues si no lo fuera, existirian
x # z en S que son (e/2,n)- aompanados por el mismo = € E. Entonces, por la
propiedad triangular de la distancia, los puntos z y z se (¢,n) acompanan entre si.
Esto contradice la hipdtesis de que S es un (¢, n)- separador. O

Definiciéon 9.6.5. Como consecuencia de la proposicion anterior, existe para todo
€ >0y todo n > 1 el nimero natural

s(e,n) = max{#S : S es un (¢, n)-separador } < r(e/2,n) < M(e/2)"

Ademés
s(e;,n) >1

Consecuencias:
Existe, para todo € > 0, el nimero real

log s(e, )
n

lim sup >0

n—oo

Esta expresion decrece cuando € crece. En efecto, si e > €, todo (e, n)-separador es un
(¢’, n)-separador. Entonces s(e,n) < s(€¢’,n). Calculando el logaritmo, dividiendo entre
n, y tomando el limite superior cuando n tiende a infinito, se mantiene la desigualdad.
Luego,

log s(e, n) € [0, 0]
n

. log s(e,n) ,
lim lim sup ————— = sup lim sup
e—~U n—oo n e>0 n—oo
Proposicién 9.6.6. Si S es un (e, n)-separador con la cantidad mdxima de elementos,
entonces también es un (e,n)-generador.

Demostracion: Por absurdo, supongamos que existe x € X tal que para todo y € S,
los puntos x e y no se (¢, n)-acompanan. Entonces agregando el punto x al conjunto
S se tiene otro (e, n)-separador, con mds elementos que S. O
Consecuencias:

r(e,n) < s(e,n) <r(e/2,n)

lfm lim sup € [0, o0

=0 pooo

= lim lim sup

=0 pooo

log s(e, n) logr(e,n)
n n
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Definicién 9.6.7. Entropia topoldgica
Se llama entropia topolégica de la transformacion T a
1 1
hiop(T') := lim lim sup M = sup lim sup M
n

e—0 5 0o n e>0 n—oo

logr(e,n
= l{m lim sup logr(e,n) = sup lim sup
e—=0 n oo n e>0 n—oo

logr(e,n) € [0, 0],
n

Notacion: Cuando quede claro del contexto que nos estamos refiriendo a la entropia
topoldgica, escribiremos:
h(T) := hiop(T).

El siguiente teorema vincula la entropia métrica con la entropia topoldgica:

Teorema 9.6.8. Principio variacional de la entropia

La entropia topoldgica de una transformacion T : X +— X continua del espacio métrico
compacto X, es el supremo de las entropias métricas de T' con respecto a las medidas
de probabilidad T invariantes:

hion(T) = sup{h, (T) : j1 € My (X)}.

Demostraremos el Teorema 9.6.8 més adelante en este capitulo, en la Seccién 9.8.
La prueba del Principio Variacional de la entropia puede encontrarse también, por
ejemplo, en [Wa 2000, Theorem 8.6] o en [Kat-Has 1995, Theorem 4.5.3].

Interpretacion de la entropia topolégica

Por un lado, hyp(T) > 0 siy solo si para alguna medida p que sea T-invariante, la
entropia métrica h,(T) > 0. Ya dimos un significado heuristico a la entropia métrica,
como el grado de desorden que provoca T en el espacio.

Demos ahora otra interpretacién: Decimos que estudiamos la dindmica con error € > 0
si no distinguimos puntos del espacio que distan menos que e. Asi, si z e y se (¢,n)
acompanan, no distinguiremos la 6rbita de x de la de y, por lo menos hasta tiempo
n.

Luego s(e, n) es el nimero méximo de érbitas distinguibles hasta tiempo n con error e.
Es el niimero de datos necesarios para describir la dinamica del sistema hasta tiempo
7 CON error €.

La entropia topologica positiva, quiere decir que el nimero de datos necesarios para
describir la dindmica con error pequeno, crece exponencialmente con el tiempo n.

Veamos que la entropia topoldgica es invariante por conjugaciones. Es entonces un
invariante topoldgico.

Definicién 9.6.9. Semiconjugacion
Sean Th : X1 — X7 y T : X5 — X, transformaciones continuas en espacios métricos
compactos.
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Se dice que T3 es semiconjugada con Ty si existe f : X7 — Xy continua y sobreyectiva
que cumple foT; =T o0 f.

Se dice que T1 es conjugada con Ts si existe f : X7 — X5 homeomorfismo que cumple
foTi=Tsof.

Se observa que dos transformaciones son conjugadas si y solo si cada una de ellas es
semiconjugada con la otra. ‘ ‘
Nétese que foTy =Tho f implica foTy =T3 o f, para todo j > 0.

Teorema 9.6.10. Invariancia de la entropia topoldgica
Si Ty es semiconjugada con Ty entonces

h(Th) > W(T3).
Luego, si Ty es conjugada con Ty entonces h(Th) = h(T5).

Demostracion: La primera afirmacion implica la segunda.

Sea f: X7 — X5 continua y sobreyectiva, segin la definicién de semiconjugacion.
Como f es sobreyectiva, existe g : Xo — X7, inversa a la derecha de f. Luego g es
inyectiva.

Como f es continua, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que d(z,y) < ¢ en X; implica
d(f (@), f(y)) < ¢ en Xa.

Como foT] =TJo f, para todo j > 0, todo (e,n)-separador en X, para Tb, es
transformado por g en un (0, n)-separador en X; para T3. Luego:

s2(e,n) = max{#S : S es un (e, n)-separador en Xo para To}

< méx{#S : S es un (4, n)-separador en X, para T1} = s1(d,n)
Entonces, para todo € > 0:

log sa(€,n log s1(d,n ,
lim sup w < lim sup M < sup lim sup
n—00 n n—oo n p>0 n—oo

log si(p,n)
- = h(Th)

Haciendo ¢ tender a cero:
h(1z) < h(Th)

O

Proposicion 9.6.11. Si A C X es compacto invariante para el futuro, o para adelante
(esto es T(A) C A), entonces
hT) = h(T|a)

Demostracion: Todo (e, n) separador para T'| 4 es un (e, n) separador para T. Entonces
sale,n) = max{gS : S es un (e,n)-separador para T[4}
< méx{#S : S es un (¢, n)-separador para T} = s(e,n)

Por definicién de entropia topoldgica, lo anterior implica la tesis. O
Veamos una condiciéon muy utilizada para demostrar que una transformacién tiene
entropia topolégica positiva:
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Definicion 9.6.12. Un transformacién T : X — X contiene una herradura si ex-
iste un compacto A invariante hacia adelante tal que T'|4 es semiconjugada con la
herradura de Smale.

Corolario 9.6.13. Si una transformacion contiene una herradura, entonces tiene
entropia topoldgica mayor o igual que log2.

Demostracion: Para la medida de Bernoulli con vector de probabilidad (1/2,1/2), la
herradura de Smale o tiene entropia métrica igual a log 2. Por el principio variacional
de la entropia, la entropia topoldgica de la herradura de Smale es mayor o igual que
log 2. (Mas adelante veremos que es igual a log?2).
Luego

W(T) > h(T|4) > h(0) > log2

El siguiente teorema muestra como la entropia topolégica crece al iterar T':

Teorema 9.6.14. Entropia topolédgica de los iterados de T'
Sea T continua en un espacio métrico compacto. Se cumple:

1. h(T™) = mh(T) para todo m > 1.

2. Si T es un homeomorfismo, entonces h(T~%) = h(T) y h(T~™) = mh(T) para
todo m > 1.

Demostracion:
1) Todo (e, n)-separador de T™ es un (e, mn)-separador de T'. Entonces:

Sm(€,n) = max{fS : S es un (e, n)-separador para T}

< méx{#S : S es un (¢, mn)-separador para T} = s(e, mn)
Luego:

mlog s(e, mn)

log s (e, n log s(e, k
lim sup 10g sm(c,n) < lim sup < mlimsup log s(c, k)
n—00 n n— 00 mn k—s 00 k

Tomando € — 0, se obtiene:
B(T™) < mh(T)

Para probar la desigualdad contraria, usemos la definicién de entropia topolédgica
basada en los generadores.

Dado € > 0, por la continuidad de T', sea 6 > 0 tal que, si d(x,y) < §, entonces, para
j=0,1,...,m—1, se cuample d(T7(x),T’(y)) < e.

Todo (6, n)-generador para T™ serd un (e, mn + j)-generador para T'. Luego

rm(d,n) = min{tE : E es un (J, n)-generador para 7™}

> min{#F : F es un (e, mn + j)-generador para T} = r(e,mn + j)
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'm (67 n) Z OSIjnSé;iffl ’I”(G, mn + ])
Luego, para todo € > 0, se cumple:

1 m Y g
h(T™) = sup lim sup log7m (p,1) > lim sup

p>0 n—oo n n—00

log 7, (6, 1)
n

log (max{r(e,mn+j7):0<j<m-—1})

> lim sup
Nn— 00 n
logr(e, N) logr(e, N)
> If = LA R A 267 )
=S e (Nm)

Haciendo € — 0, se tiene
h(T™) > mh(T)

2) Todo (e,n)-generador de T es transformado por T"~! en un (e,n)- generador de
T—1, con la misma cantidad de elementos. Y reciprocamente, todo (e, n)-generador
de T, es transformado por 7~ ("1 en un (e, n)-generador de T.

Luego la cantidad minima de elementos de los (€, n)-generadores de T'y de T~! son
iguales. Por definicién de entropfa topolégica, h(T 1) = h(T).

La ultima igualdad es una consecuencia inmediata de las anteriores. O

9.7. Ejemplos de calculo de la
entropia topolégica

Ejemplo 9.7.1. La entropia topoldgica del shift de m simbolos es logm.
Demostrémoslo para el shift unilateral . Se deja como ejercicio, adaptar la prueba,
para verificar que lo mismo vale para el shift bilateral.

la. parte) h(o) > logm. Usando la entropfa métrica del shift de Bernoulli y el principio
variacional de la entropia, se deduce esta desigualdad. Pero, ya que no demostramos
este principio, probemos la desigualdad directamente a partir de la definicién de en-
tropia topoldgica.

Elijamos para cada n > 1 un conjunto S formado por un y solo un punto en cada
cilindro C(ag,a1,...,an—1). Se tiene 5 = m™, y S es un (e, n)-separador, para todo
€ > 0,e < 1. En efecto: x # y € S implica que existe j = 0,1,...,n — 1 tal que
xj # y;. Luego:

oo
. i — Ui
d(o’z,0'y) = 27| 5 L ET
i=1

Entonces s(e,n) > m™ para todo € < 1, de donde h(o) > logm.

2a. parte) h(o) < logm.

Dado € > 0 sea N tal que todos los cilindros de radio N tienen didmetro menor que
€.
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Elijamos para cada n > N un conjunto E formado por un y solo un punto en cada
cilindro C'(ag,a1,...,an—1). Se tiene £ = m™, y E es un (e,n — N)-generador, para
todo € > 0. En efecto: dado = € B(m), existe y € E en el cilindro C(xg, 1, ..., Tn_1).
Luego, para todo j = 0,1,...,n — N, los puntos o’z y o’y estdn en el cilindro
C(xj,...,xp—1) de radio n —j > N. Entonces estdn en el mismo cilindro de radio NV,
y distan menos que €. Los puntos x e y se (¢,n — N)-acompanan.

Concluimos que r(e,n — N) < m™, de donde

1 o\
lim sup M < lim nN logm = logm

n—oo n — N n—oo 1N, —
Luego h(o) < logm.

Ejemplo 9.7.2. La entropia topoldgica de la herradura de Smale (con 2
patas) es log2.

La herradura de Smale (con dos patas) es conjugada al shift bilateral de dos simbolos,
que tiene entropia topoldgica log 2. La entropia topoldgica es invariante por conjuga-
ciones.

k en el

Ejemplo 9.7.3. La entropia topolégica de la transformacién T'(z) = z
circulo S', es logk.

La entropia métrica para la medida de Lebesgue es log k, porque T es equivalente, por
isomorfismo de espacios de medida, al shift de Bernoulli con vector de probabilidad
(1/k,...,1/k). Luego h(T') > logk, por el principio variacional de la entropia.

Pero vedmoslo directamente, usando separadores: Dado n > 1, sea S el conjunto
de puntos extremos de 2k™ intervalos iguales en S!, de longitud 1/2k™ cada uno.
Se tiene §S = 2k™, y S es un (e,n) separador para todo € < 1/2k. En efecto, dos
puntos x # y € S, distan por lo menos 1/2k™. Aplicando T, la distancia, mientras sea
menor que 1/2k, se multiplica por k. Luego, para algin j = 0,1,...,n — 2 se cumple
d(T7z,T7y) > 1/2k, o de lo contrario

n—1

k 1
d(T" Yz, T Yy) = k" 1d > -
( z, Y) (@) 2 5 =55 > ¢

Luego s(e,n) > 2k™, y aplicando la definicién de entropia topoldgica, se tiene h(T) >
log k.
Ahora demostremos que h(T) < logk. Dado € > 0, dividamos S' en M = M(e)
intervalos iguales de longitud 1/M < e. Dado n > 1, dividamos cada intervalo en k™
intervalitos iguales de longitud < €/k™. Sea F el conjunto de puntos extremos de esos
intervalitos. Se tiene {£ = Mk™. Afirmamos que E es un (e, n)-generador. En efecto,
dado z € S, sea y € E el punto mas préximo a z. Para todo j = 0,1,...,n — 1 se
cumple:
. . . ke

ATz, T7y) < K d(z,y) < T <€
Luego, r(e,n) < ME™. Aplicando la definicién de entropia topoldgica, se deduce
h(T) <logk.
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Ejemplo 9.7.4. La entropia topolégica de cualquier traslacién (o rotacién
rigida) en el toro es nula.

La traslacién T' en el toro conserva la distancia. Dado € sea V un cubrimiento del
toro con M = M (e) bolas de radio e. Sea F el conjunto de centros de las bolas de
V. Se tiene £ = M. Ademds E es un (¢, n)- generador, para todo n > 1. En efecto,
dado z en el toro, existe alguna bola de V que contiene a x. Luego, existe algtin
y € E, tal que d(z,y) < e. Pero como al aplicar T' no se modifica la distancia, se tiene
d(T?2,T7y) < € para todo j > 0.

De lo anterior se deduce que 1 < r(e,n) < M independiente de n. Luego, tomando
logaritmo, y dividiendo entre n, su limite es cero, para todo € > 0. Luego h(T) = 0.
Notese que lo anterior demuestra que la entropia topolégica de cualquier isometria en
un espacio métrico compacto es nula.

Ejemplo 9.7.5. La entropia topolégica de cualquier homeomorfismo 7' del
circulo S' es nula.

Consideraremos el circulo S* como el cociente R/ ~, con & ~ y en R si y —x es entero.
Orientaremos el circulo, segin valores crecientes de x en R.

Basta demostrar la tesis asumiendo que T preserva la orientacién del circulo. En
efecto, como h(T?) = 2h(T), si T no preserva la orientacién de S*, podemos sustituirlo
por T? que preserva la orientacién.

Sea dado € positivo, € < 1/2.

Sea F el conjunto de puntos extremos de M = M (e) intervalos iguales en S, de
longitud 1/M < e cada uno. Tenemos que F es un (e,1) generador tal que, dado
r € SY, existe y > x,y € F tal que y — 2 < e. Demostremos que para todo n > 1
existe un (€, n)-generador con a lo sumo nM elementos, y tal que dado x € S*, existe
y > x,y € E tal que para todo j = 0,1,...,n — 1 se cumple 0 < Ty — Tz < €. La
demostracién se hara por induccién en n:

Sea F un (¢,n) -generador que cumple lo anterior.

Afirmamos que EUT"™F es un (e,n + 1)-generador que también cumple lo anterior.
En efecto, dado x € S!, sea y > x,y € E tal que, para j = 0,1,...,n — 1 se cumple
TIy —TVx < €. Ahora, hay dos posibilidades:

1) o bien T"y — T"x < €, en cuyo caso, x e y se (¢,n + 1)-acompanan,

2) o bien T"y — T"x > €. En este caso, existe z € F tal que T"z < z < T"y y
z —T"x < e. Como T preserva la orientacion, para todo i = 0,1,...,n se cumple
T e < T~z < T" y; luego T 'z — T" 'z < T" 1y — T" 'z < e. Entonces, el
punto T"z € T"F (e,n + 1)-acompania a x.

Como §(EUT"F) < 4FE + M < (n+ 1)M, se tiene demostrada la afirmacién.
Entonces r(e,n) < nM. Tomando logaritmo y dividiendo entre n, su limite, cuando
n — oo es cero. Luego h(T) = 0.

2
1

—_ =

Ejemplo 9.7.6. La entropia topoldgica del Anosov lineal {

T2 es log (3 +2\/5)-

El toro T? es el cociente R?/ ~ con la relacién de equivalencia x ~ y si x —y € Z2.
Denotamos como 7(z) o como T al punto del toro que es la clase de equivalencia de

] en el toro
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r € R2.

La distancia entre dos puntos T y 7 en el toro es igual a la minima distancia en R?
de sus representantes = e y. Luego d(Z,7) < d(z,y), para todos = e y en R2. Pero
ademds, si d(z,y) < 1/2 entonces d(T,7) = d(z,y).

Llamando A a la matriz ? 1 , se tiene T'(T) = 7(Ax).

Sean A = (3++/5)/2 > 1y = (3—+/5/2) < 1 los dos valores propios de A. Sean u y
v dos vectores propios de A de valores propios respectivos A y u. En R?, la direccién
de u, que se dilata con factor A > 1, se llama inestable, y la direccion de v, que se
contrae con factor p < 1, se llama estable.

Para comprender la prueba que sigue, por favor vaya dibujando en R? los conjuntos
que se definen:

la. parte: Prueba de h(T) > log .

Dado € > 0,e < 1/2), sea I un segmento en R?, segiin la direccién inestable, con
longitud igual a e. Como su longitud es menor que 1/2, se proyecta inyectivamente
en el toro.

Dado n > 1 se partird I en s partes iguales, donde s = ent(A\"). La longitud de cada
subintervalo obtenido es €¢/s > €/A"™.

Sea S el subconjunto formado por los s + 1 puntos extremos de los subintervalos
construidos en I. Se tiene 5 = ent(\") +1 > A",

Afirmamos que m(S) es un (e, n + 1)-separador en el toro.

En efecto, aplicando A a dos puntos z e y diferentes de .S, como son extremos de un
segmento con la direccion inestable, se alejaran multiplicando su distancia por A > 1.
Luego d(A"x, A™y) = A" d(z,y) > e.

Pero esa distancia es en R? y no en el toro. Para ver que se distancian por lo menos €
al aplicar T en el toro, tomemos el primer .J > 0 tal que en el plano d(A”z, A7y) > e.
Se tiene 0 < J < n.

Si J = 0, entonces d(x,y) = € < 1/2, porque la longitud de I es e. Entonces, en el
toro d(T,7) = d(z,y) = €.

Si J > 1, entonces d(A7~ 'z, A771y) < e < 1/2X. Al aplicar A una vez maés, la
distancia se multiplica por A, luego d(A”x, A7y) < 1/2, y se tiene:

ATz, T79) = d(A7z, A7y) > ¢

Esto prueba que 7(S) es un (e,n + 1) separador en el toro.
Entonces s(e,n + 1) > fn(S) = #S > A\". Tomando logaritmo, dividiendo entre n y
haciendo tender n a infinito, se tiene h(T) > log A.

2a. parte: Prueba de h(T) < log A.

Sea dado € > 0,e < 1/2. Sea en R? un cuadriculado formado por infinitas rectas
paralelas a la direccién inestable, e infinitas rectas paralelas a la direccion estable,
tales que los lados de los rombitos que forman sean exactamente €/2.

Sea @ el conjunto (finito) de los vértices del cuadriculado que estan en el rectdngulo
[-2,3]%. Sea ¢ = Q.



Teoria Ergédica de los Sistemas Dinamicos Discretos 283

Dado n > 1 dividamos cada lado inestable de los rombitos en r segmentos iguales
con r = ent(A\") 4+ 1. Los lados estables no los dividimos. Cada subintervalo inestable
asi obtenido tiene longitud €/2r < e¢/2\™.
Sea E el conjunto finito de los puntos extremos de los intervalos asi construidos, que
estan en el rectdngulo [—1,2]2. Se tiene §£ < rqg < (A" + 1)q.
El conjunto 7(F) en el toro tiene a lo sumo (A" 4+ 1)g puntos, con ¢ independiente de
n.
Afirmamos que 7(E) es un (€,n)-generador. En efecto, dado T € T?, sea z € R? su
tinico representante en [0, 1)2. Sea y € E el punto mas préximo de x. Tracemos la recta
estable por z y la inestable por ¥y, que se cortan en z. Por construccién, el segmento
[x, 2] es estable y su longitud es menor que €/2. Andlogamente el segmento [z,y] es
inestable y su longitud es menor que ¢/2A\". Aplicando la matriz A, los segmentos
inestables se multiplican por A > 1 y los estables por p < 1, de donde, en R? se
obtiene:

d(Alz, Aly) < d(Alx, AT2) + d(AVz, Aly) =

<

= d(z,z) + N d(z,y)

Me e ¢
<d AL
< (a:,z)+)\n2<2+2 €
sij=0,1,...,n—1. Como d(T7%,T7y) < d(Alxz, A’y), el conjunto 7(E) es un
(e,n)-generador.
Entonces r(e,n) < (A" + 1)g. Tomando logaritmo, dividiendo entre n y haciendo
n — oo se obtiene h(T) < log A.

9.8. Prueba del Principio Variacional de la Entropia

En esta seccién asumimos que X es un espacio métrico compacto y T : X — X es
continua. Denotamos con M el conjunto de medidas de probabilidad en el espacio
medible (X, .A) donde A es la sigma-dlgebra de Borel. Dotamos M de la topologia
débil *, y denotamos con My C M el compacto no vacio formado por las medidas de
probabilidad invariantes con T'. El proposito de esta seccién es demostrar el Teorema
9.6.8 que establece el Principio Variacional de la entropia:

sup h,(T) = hiop(T). (9.9)
HEMT

Dividiremos la prueba en dos partes:

Lema 9.8.1.

sup hyu(T) < hiop(T)
neEMT

Lema 9.8.2.

sup hu(T) > hiop(T)
HEMT
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Demostracién del Lema 9.8.1:
Demostracion. Por la definicién de entropia topoldgica, existe dg > 0 tal que

log s(n, 9)

lim sup < hop(T)+1 V0 <6 < do, (9.10)

n—-+oo n

donde s(n, ) = max{#S(n, dp)}, es la maxima cardinalidad de los (n, dy)- separadores
S(n,dp) por la transformacién 7.

Sea € Myp. Si la tnica particion finita P con todas sus piezas de medida posi-
tiva, tiene 1 solo elemento, entonces h,(P) = 0 < hyop(T) trivialmente. Entonces
consideremos el caso en que existe una particién finita P = {P, Ps,..., P} de X
con k > 2 piezas medibles P; todas con medida positiva. Como P; es boreliano en
un espacio métrico compacto, cualquier medida de probabilidad es regular. Entonces
existe Q; C P; compacto tal que u(Q;) >0y

1
Sea 0 < 0 < Jg tal que
dist(Q;, Qj) > ¢ para todos ¢ # j en {1,...,k}. (9.11)

Consideramos la particién finita

Q = {QO;Ql)' "an}v

donde

Qo = X \ (UiQi) = Ui (P \ @i).
Entonces calculamos la entropia condicional de las particion P dada Q, siempre con
respecto a la misma medida pu:

] k . .
H(P/Q) = —i—ZZu P,NQ;)log (M) (9.12)
7=0 i=1 ’M(QJ)

Como Q; C P;sii e {1,...,k}, tenemos log(u(P; N Q;)/u(Q;)) = 1. Ademds como
las piezas P; son disjuntas dos a dos, tenemos Q; NP, =0 sij#i,yje{1l,...,k}.
Entonces del tltimo término en la Igualdad (9.12) son no nulos solo los sumandos
para j = 0. Resulta:

(P N Qo)

k
Qo) ) = 1(Qo) ;wi log z;

k
H(P/Q) = u(P;NQo)log (
i=1

donde z; = p(P; N Qo)/1(Qo). Entonces Zle x; = k y por la Proposicién (9.1.3)

deducimos
k

H(P/Q) = u(Qo) > _ xilogmi < p(Qo) logk.

=1
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Como Qo = X \ (U, Qi), tenemos P; N Qo = P; \ Q;. Luego por construccién de los
Q;, obtenemos:

1
(P N Qo) = u(P; \ Qi) < Tlogh’
de donde
k
Qo) = ;ﬂ(Pz N Qo) < Tog &
Concluimos que
H(P/Q) < u(Qo) logk < 1. (9.13)

Ahora nos proponemos acotar por arriba h,,(P), para lo cual debemos acotar por arri-
ba (1/n)H(VIZgT~IP). Como (VIZ§TIP)V(VIZgT =7 Q) es més fina que Vi _ T~/ P,
tenemos:

H(\VIZ,T7P) < HNIZgT7P) v (VI;T7Q) =

=H((VIZgT Q)+ H(\VIZgT P/ (VIZsT7 Q) <

n—1
SH((VIZT7Q)+ > H(T/P/ViZg T7Q) <
7=0

n—1
<SH((VIZT7Q)+ Y H(T/P/T Q)=
=0
=H((VIZ3T77Q) + ni: H(P/Q) <

=0
< H((VIZT77Q) +n.

En la cadena de desigualdades de arriba usamos que la entropia del producto de parti-
ciones es menor o igual que la suma de las entropias. Después usamos que la entropia
condicional dada una particién mas fina, es menor o igual que la entropia condicional
dada una particién méas gruesa. Luego, aplicamos que p es T-invariante, por lo que
la entropia condicional de T—7P dada T~7Q es igual a la entropia condicional de P
dada Q. Finalmente, en la tltima desigualdad usamos (9.13). Entonces

H(N!Z TP
h,(P)= lim MS

n—-+o0o n

H(\VI T
< im 2T Vizo Q):1+hH(Q). (9.14)

n—-+o0o n

Ahora afirmamos que

AProbar : h,(Q) <1+1og2+ hiop(T). (9.15)
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Primero demostremos que una vez probada la afirmacién (9.15), se deduce la desigual-
dad del Lema 9.8.1. En efecto, reuniendo la afirmacién (9.15) con la desigualdad (9.14),
obtenemos:

hu(P) <2 +10g2 + hiop(T).

para toda particién P finita. Tomando el supremo en las particiones finitas, deducimos
que
hu(T) < 2410g2 + hiop(T)

para toda transformacién 7' continua, y para toda medida T-invariante p. Entonces,
dejando fija la medida T-invariante p (que también es T™-invariante cualquiera sea el
natural n > 1), y tomando la transformacién T en el rol de T, deducimos que

hu(T™) <2+ 1082 + hyop(TT).
Ahora usando los Teoremas 9.5.9 y 9.6.14, obtenemos:
nh,(T) < 2+41log2 + nhiop(T) ¥ n > 1.
Dividiendo entre n y haciendo n — +o00, deducimos
h(T) < hiop(T) ¥V € Mr.

Luego
sup hu(T) < hiop(T)
HEMT
como afirma el Lema 9.8.1. Entonces basta demostrar la afirmacién (9.15) para ter-
minar de probar el Lema 9.8.1 como queremos.
Segundo, probemos la afirmacién (9.15). Por definicién de entropia métrica de una
particién, y por la Proposicién 9.1.3, tenemos

H(N -7 1 yn=lp—j
hu(Q) = lim Vi T70) < limsup 28 #(Vizo Q). (9.16)

n—+00 n n— 400 n

Elijamos un punto z en cada pieza no vacia R € Vj = 0" *T~7Q. Por definicién del
producto V de particiones, cada pieza R puede escribirse como

R = Qio N T_lQil N T_2Qi2 n...N T_nQin, (917)

donde i; € {0,1,2,...,k}. Clasifiquemos las diferentes piezas R de la particién
Vi=0""1T-1Q (v los respectivos puntos zg) en las siguientes clases de piezas, dos
a dos disjuntas:

e Clase Cp: Formada por las piezas R tales que ninguno de los @);; en la igualdad
(9.17) es Qo.

e Clase C'1: Uno y solo uno de los Q;; es Qo

e Clase (: Exactamente dos de los @Q;; son Qg

e Clase Cj: Exactamente h, con 0 < h < n fijo dado, de las piezas Q;;, son Qo.
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e Clase Cy,: Todos los n conjuntos Q;; son Q.

A su vez, cada clase C},, con h fijo, se clasifica que n!/h!(n — h)! subclases dos a dos
disjuntas. En efecto, cada combinacién v € C}' de h elementos tomado del conjunto
de n indices posibles {0,1,2,...,n — 1} determina la subclase C}, ., formada por las
piezas R tales que Q;; = Qg si y solo si i; € 7.

Fijemos una de estas subclases Cj, . O bien no hay dos piezas diferentes R # R’ de la
particién \/;:(}T’j Q en esta subclase, o bien si las hay. En el primer caso, la cantidad
de piezas en esta subclase es menor o igual que 1, que a su vez es menor o igual que s,,
(recordar que s, 5 denota la cardinalidad méxima de los (n, §) separadores para T'). En
el segundo caso, consideremos dos piezas R # R’ en la subclase C, . Denotamos con
x € Ry 2’ € R’ los puntos seleccionados en estas dos piezas. Escribimos la igualdad
(9.17) para R y R’ denotando sin primas los conjuntos Q;,; que corresponden a Ry
con primas los conjuntos Q’Z—j que corresponden a R’. Entonces R # R’ se diferencian
entre si porque existe algin ¢; ¢ v tal que Q’ij #+ ng , v ambos conjuntos son diferentes

de Qo porque i; ¢ . Luego,
reRCT(Qiy), « eR CTQ),
de donde, usando la desigualdad (9.11), obtenemos
dist(77(x), T (')) > dist(Qs,, Q; ;) > 6.

Deducimos que para h,~ fijos, el conjunto de puntos seleccionados en las piezas R €
Ch,y es un (n,d)-separador. Entonces

#Ch~y <s(n,0) YO<h<n, VyeCly

Luego:
|

#C), = Z #Ch < Z Sp,s = # 5(n,0).

h)!
yecy yeCy )

Ahora sumamos en h, para contar todas las piezas de la particion \/?;OlT_j (Q):

n n—1
V2T Q) = - #0h < 3 gt 0. ) =
> H#O S 2 i =)

h
=({1+1"s(n,d) =2"s(n,d).

Ahora, sustituyendo en la igualdad (9.16), resulta:

log #(V'=iT—7Q 2" s(n, &
hu(Q) < limsup g #( J=0 ) < h'msups(in’) =

)
log 2 + lim sup M

n—-+oo n
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Finalmente aplicando la desigualdad (9.10) establecida al principio, concluimos que

)
hu(Q) < log2 + limsup s(n—,) < 1+1og2+ hiop(T),

n—-+oo n
terminando de demostrar la afirmacién (9.15) y el Lema 9.8.1. O
Demostracion del Lema 9.8.2:

Demostracion. Si hiop(T) = 0 la desigualdad de la tesis es trivial. Si by, (") > 0, por
definicién de entropia topoldgica, para todo § > 0 suficientemente pequeno y para
todo n > 1 natural suficientemente grande, existe un (n,0) generador S(n,d) con
cardinalidad méxima s(n,d) tal que log s(n,d)/n > 0.

Para cada 6 > 0 y n fijos, elijamos tal generador maximal

S(n,d) ={x1,...,zs},
donde s = s(n,d) > 2. Con § > 0 fijo, elijamos una subsucesién n; — +o0o tal que

Y log s(n;, d) — lmsup log s(n,&)'

1——+00 n; n—-+4oo n

(9.18)

Construyamos las siguientes medidas de probabilidad, no necesariamente 7T-invariantes:

s n—1
1 1 i\ .
Vp 1= ; h§_1 6mh7 Hn 1= E JE:O(T]) Up, W= zi}inoo s (919)

donde n; es una subsucesién tal que satisface (9.18) y ademds tal que {pn,}; es
convergente en el espacio M de las probabilidades con la topologia débil*. La medida
de probabilidad p es T-invariante porque |, — T*pn| < (v, — (T*)"vy,) /n para todo
n>1.

Aplicando la Proposicién 9.2.4, existe una particién finita P con piezas medibles tal
que diam(P) < ¢ y el borde O(P) tiene p-medida nula. Como u es T-invariante,
entonces

pOIT(P)=0vj>0, p@ViT(P)=0¥n>L

Afirmamos que

1
log s(n, 9) - H(V(JZ':OT P, N)

Aprobar : limsup Yqg>1. (9.20)

n—-—4o0o n q
Primero probemos que la afirmacién (9.20) implica la desigualdad del Lema 9.8.2
que queremos demostrar. En efecto, tomando limite cuando ¢ — +o0o en la igualdad
(9.20) y aplicadno la definicién de entropia de T para la particién P y la definicién
de entropia métrica de T respecto a la medida u, obtenemos:

H( ViZg TP, u)
lim sup lim

n—-+oo n q—+o0 q

log s(n, d) -

=h(P,p) <
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<suph(Q,p) = hu(T) < sup h,(T).
Q peMr
Luego, tomando limite cuando § — 0% y aplicando la definicién de entropia topolégica,
concluimos: ) 5
hiop(T) = lim h’msupM < sup h,(T),
6—0t n—+toco n peEMr
terminando de demostrar el Lema 9.8.2 una vez probada la afirmacién (9.20).
Segundo, probemos la afirmacién (9.20). Comenzamos fijando los naturales

g>1, 1<r<q, m>2, 1<(m-1)¢<n<mg

para calcular
HNVP TP wy).

Como la particién P tiene didmetro menor que ¢, todos los puntos de cada pieza de
la particion v;ﬂ:']JT_lT_jP se d-acompanan en sus iterados de 0 a mq + r — 1; en
particular hasta el iterado n — 1. Luego, cada pieza R de la particién \/}”:‘IDJr rir-ip
contiene a lo sumo, un solo punto del (n,d) separador maximal S(n,d). Entonces
vn(R) es o bien igual a cero, o bien igual a 1/s, donde s = s(n,d) = #(S(n,0)).
Como v, (X) =1y \/}n:q,;r "IT=iP es una particién, deducimos que la cantidad de
sus piezas R tales que v, (R) = 1/s, es exactamente s, y las restantes de sus piezas
tienen v,,-medida nula. Entonces:

H(VPG TP, 0,) = =S va(R) log v(R) = —s ((1/5) log(l/s)) —logs. (9.21)
R

Si denotamos

qg—1
Pyi=\/T7'P
=0

tenemos: mgtr—1 1 m—1
Voroe= (Vroe) V(Y 1)
j=0 j=0 =0

Luego, de la igualdad (9.21) obtenemos:

log s(n,8) = H\V™ I TIP vy,) =
= H(( VIZg TPV (VI T74T™P,), yn) <

<SHNVZ3TP, vy) + H(VIG T9T 7Py, vy) <
<Y H(TP,w,)+ Y H(T TP, u,) <
J

|
3

Il
o
<.

Il
=)

< r-log(#P) + Z H(P,, (T777) ).

Jj=0
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Sumando la desigualdad anterior para 1 < r < ¢, obtenemos:

qg m-—1
q-logs(n,d) < ¢ - log(#P) + Z H(P,, (T *v,) =
r=1 j=0
gm m—1
q* - log(#P) + H(P, ) =
j=1 j=0
n ‘ qm .
=q¢- log(#P) + ZH(an (T7)"vn) + Z H(Pqg, (17)"vy) <
Jj=1 j=n+1

n

< q? - log(#P) + Y H(Pg, (T7) vn) + > log(#P,) <

j=1 j=n+1

n

< ¢ -log(#P) + Y H(Py, (T?)*vy) + (gm — n)qlog(#P) <

Jj=1

n

<2-¢ log(#P) + Y H(Py, (T7) w).

j=1

Para la ultima desigualdad recordamos que #mathcal Py < (#P)9 y que (m —1)g <
n < mgq, luego gm — n < g. Dividiendo la desigualdad anterior entre n obtenemos

q- =
n n

log s(n, 2-q2 - log(#P 1 — .

(n,9) ( )+EZ:H(P(1,(TJ) V).
Usando el Teorema 9.2.1 que establece que la entropia de una combinaciéon convexa
de medidas es mayor o igual que la combinacién convexa de las entropias, deducimos
que

log s(n, 6) - 2-¢% - log(#P) 1
q n - n n

n

M + H(Pq, 1 Z(Tj)*yn) —

n -
j=1

< 2- ¢ - log(#P)

- + H(Py, pin). (9.22)

Ahora, consideramos la subsucesién n; — +o0o0 que cumple las condiciones (9.18) y
(9.19). Con ¢q > 1 fijo, definimos

m; := 1 + parte entera(n;/q).
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Entonces es aplicable a n, la desigualdad (9.22). De esta igualdad (9.22) tomando
n = n; — 400, con ¢ fijo, deducimos que
g i0) _ o
q - lim sup 5(n,9) =gq- lim 5(:,9) <limsup H(Py, pin,) (9.23)

n—+00 n i—+00 ng i—--00

Como u(9(Py)) = 0, aplicando el Teorema 9.2.5, p es un punto de continuidad de
la aplicacién v € M — H(Py,v). Entonces, como por construccién de p se cumple
lim; p, = p, deducimos que existe el siguiente limite

lim H(Py, pin;) = H(P, ).

1——+00

Entonces, sustituyendo en (9.23) concluimos

q - lim sup 5(n,9)

n— 400 n

< H(Py, 1)- (9.24)

Esto termina de probar la Afirmacién (9.20) como querfamos, y por lo tanto termina
la demostracién del Lema 9.8.2. (|
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Capitulo 10

Apéndice
Existencia del primer
subespacio de Oseledets

El objetivo de este apéndice es demostrar el Teorema 4.5.1 que afirma la existencia de
un primer fibrado no nulo de Oseledets, de los exponentes de Lyapunov en todas las
direcciones de este fibrado, y la existencia de su fibrado invariante complementario.

Este Teorema 4.5.1, constituye la parte esencial no trivial de la prueba, expuesta en la
Seccion 4.6, del Teorema 3.9.8 de Oseledecs o Teorema Ergddico Multiplicativo 4.6.2.

10.1. Demostraciéon del Teorema 4.5.1:
Primer Subespacio de Oseledets

Sea f : M — M un difeomorfismo en una variedad compacta y Riemanniana de
dimension finita. Sea p una medida de probabilidad f-invariante. Sea £ un subfibrado
medible y df-invariante del fibrado tangente tal que E, # {0} para un conjunto de
puntos z € M con medida p positiva.

Observacion 10.1.1. Para probar el Teorema 4.5.1, primero consideramos el conjun-
to Ag ={zx € M : E, # {0}}. Como E es medible y df-invariante, entonces A9 C M
es un conjunto medible e invariante por f. Por hip6tesis pu(Ap) > 0. Construimos la
medida de probabilidad u; definida por

_ #(AoN B)

Entonces p; es invariante por f (porque el conjunto fijo Ag lo es) y cumple pq(A4p) = 1.
En lo que sigue sustituimos la medida g por py, asi no es restrictivo asumir que

E,#{0} p—ctp zeX.

YV B C M medible .

293
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Ahora enunciamos los siguientes lemmas:

Lema 10.1.2. En las hipdtesis del Teorema 4.4.8, para todo € > 0, definimos el
“cono” F(2¢€) por

F.(2¢) :={0}U

1 af; "

{O#U € E,: limsup og(lldf, " (v)Il/llv1l) < —xh(z) + 26}. (10.1)
n—-+oo n

Entonces:

(A) Fy(2¢) es un subespacio vectorial de Ey para todo x.

(B) Fy(2¢) # {0} para p-c.t.p. x.

(C) Para todo € > 0 existe N = N(¢’,x) > 1 (uniforme en 0 # v € F,(2¢)) tal que

log(lldfy "vll/Iel) _

n

L(@)+2+€ Vn>N V0#ve F,(2).

Recordemos la Definicién 4.4.11 de transformacion lineal invertible medible L : £ — E
en un subfibrado medible E' (no necesariamente invariante por df). El Lema 10.1.2 es
un caso particular del siguiente Lema, tomando L = df |g:

Lema 10.1.3. En las hipdtesis del Teorema 4.4.12, para todo € > 0 definimos el
“cono” F(2€) por
F.(2¢) :={0}U

1 L;m

{O #v € Ey: limsup og(llL TEU)”/”UH) < x5 (z) + 26}. (10.2)
n—-—+oo ’

Entonces

(A) F,(2¢) es un subespacio vectorial de E, para todo x.

(B) Fy(2¢) # {0} para p-c.t.p. x.

(C) Para todo € > 0 existe N = N(¢’,x) > 1 (uniforme en 0 # v € F,(2¢)) tal que

log(IL~"ull/llvl) . _

n

Xo(@)+2e+€ Yn>N V0#£ve Fy(2).

El Lema 10.1.2 es el punto crucial en la demostracién del Teorema 4.5.1. Lo probare-
mos a a partir del parrafo 10.2.1, como consecuencia del Lema de Pliss 10.2.2.

En esta seccién admitimos los Lemas 10.1.2 y 10.1.3, y solo veremos cémo ellos im-
plican el Teorema 4.5.1.

10.1.4. Demostracién del Teorema 4.5.1 (admitiendo los Lema 10.1.2 y 10.1.3):

Paso 1: Prueba de partes (a), (b) y (c¢):

Lema 10.1.5. Existe un primer subespacio de Oseledets EL para pu-c.t.p. x € M, que
satisface las condiciones (a), (b) y (c) del Teorema 4.5.1.
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Demostracion. Del Lemma 10.1.2, parte (A), teniendo en cuenta que la dimensién de
T, M es finita, y observando que F(2¢') C F(2¢) para todos los reales 0 < € < ¢, se
deduce que existe ¢y > 0 tal que

F,(2¢) = Fy(2¢0) V0 <e<e. (10.3)

En efecto, no puede haber infinitos subespacios diferentes, uno contenido en el otro, en
un espacio vectorial de dimensién finita. Entonces F,(2¢) es un subespacio vectorial
constante (independiente de ¢) y ademds de dimensién mayor o igual que 1 para
p-c.t.p., porque coincide con F,(2¢p) que no es nulo (cf. Lema 10.1.2). Luego, el
subfibrado E' definido por

Ey:= () Fu(26) = Fu(2¢0) p—c.tp. (10.4)

0<e<eq

tiene dimension mayor o igual que 1 porque existe 0 # v € F,(2¢p) debido al Lema
10.1.2. Ademds, como E! es la interseccién de los subespacios Fy., para todo € > 0
arbitrariamente pequeno, entonces estd caracterizado por la siguiente igualdad:

p el @II/llel) —x*}

(10.5)

Ei:{O}U{O#vEEI:h’msu £

n—-—4oo n

Entonces E! es df-invariante, porque XJEC es una funcién f-invariante, el fibrado dado
E es df-invariante, y el limite superior en (10.5) para 0 # v € E, es el mismo que
para 0 # u = df,v € df s Ex = Ejp(y).

Ademss, de la igualdad (10.5) se desprende la medibilidad del subfibrado E'. En efec-
to, primero obsérvese que E' es seccionalmente cerrado porque E, es un subespacio
vectorial de T, M y todo subespacio de T, M es cerrado en T, M. Segundo, el limite
superior en la igualdad (10.5) es una funcién medible de TM — R porque es el l{imite
de funciones medibles; XJEC : M — R es una funciéon medible por el Teorema 4.4.8.
La preimagen de (—oo,a] por la suma de dos funciones reales medibles, es medible.
Entonces, el subconjunto A en M \ {0} donde el limite superior de (10.5) mds x}; es
no positivo, es medible. Finalmente, como por hipétesis el fibrado dado E es medible,
E' = {0} U (AN E) es medible.

Aplicando las desigualdades (4.70) y (4.71), la propiedad de que el infimo de los limites
inferiores es menor o igual que el supremo de los limites superiores, y la caracterizacién
del subfibrado E' dada por la igualdad (10.5), obtenemos:

log inf [df; ") _

n—-+oo n

C it 2B @D
0#vEEL n—+00 n

I df-m
< sup limsup og(lldfy " (W)[I/l[v])
0#£vEEL n—+00 n

_Xgl (z) =

< —xp(@) (10.6)
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Ademds, usando nuevamente la igualdad (a) del Teorema 4.4.8, para E en lugar de E*,
aplicando la definicién de infimo y teniendo en cuenta que el infimo en un subconjunto
E' C E es mayor o igual que el infimo en E, se tiene:

log inf(||df ™
it SR
o gt )
_n—1>I-iI-1<>o n T T Xe

Luego, deducimos que
X = Xp b= CtD.
y entonces, las desigualdades en (10.6) son igualdades. Deducimos que existe el sigu-

iente limite (exponente de Laypunov hacia el pasado) para todo 0 # v € E., es
independiente de la direccién v € E}, e igual a X} = XJEC:

De la parte (C) del Lema 10.1.2, deducimos que la convergencia por abajo al l{imite
de la igualdad (10.7) es uniforme en v € E'\ {0}. En efecto, dado ¢ > 0, como
E! C F(2¢), tomamos ¢ = € en la parte (C) del Lema 10.1.2.

Aplicando el Corolario 4.4.9, deducimos que para todo 0 # v € E} existen los sigu-
ientes limites (exponentes de Lyapunov en el futuro y en el pasado), son iguales entre

si, e iguales a x . (v) = XJEQI (z) = x}(2):
R o C VA L D ([ s GIVA 1)

n—-+o0o n m— —00 m

Ademas, por el Teorema 4.4.8, X}g(:v) es una funcién medible de x. Luego el exponente
de Lyapunov xi(z) en el subespacio E., es una funcién medible de z.

Esto termina de probar la existencia del primer subespacio de Oseledecs El, de-
mostrando asi las partes (a), (b) y (c) del Teorema 4.5.1 (una vez que el Lema 10.1.2
esté probado). O

Ahora probaremos las partes (d) y (e) del Teorema 4.5.1, referente al cono G comple-
mentario de E' en E. Recordamos que para p-c.t.p. G es medible, pues esta definido
por

G ={0} | JE\E.

Paso 2: Prueba de la parte (d) del Teorema 4.5.1

Lema 10.1.6. G es invariante por df y para todo subfibrado vectorial medible F' ¢ G
invariante con df y para p-c.t.p. x tal que E} # {0} se verifica la siguiente desigual-
dad:

I dfm
sup timsup SIS ooy cyp @ =n (08

0#veEF} n—+oo
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Demostracion. G es medible e invariante por df porque es, para cada punto x € M,
el complemento en E de E', y estos dos ltimos son fibrados medibles e invariantes
por df. Ahora probemos que todo subfibrado medible F'' invariante con df contenido
en G satisface (10.8):

La desigualdad a la izquierda en (10.8) se cumple debido a (4.70). La igualdad a la
derecha en (10.8) se cumple porque, por lo probado antes, el subfibrado E* satisface
la parte (c) del Teorema 4.5.1. Asumamos, por absurdo, que la desigualdad del medio
en (10.8) no se cumple para un conjunto de puntos = con p medida positiva. Entonces,

X (2) 2 XE(2). (10.9)
Como F}! C G, C E,, entonces el supremo de cualquier conjunto de niimeros para
los vectores en F!, es menor o igual que el supremo para los vectores en E,. Luego,
aplicando nuevamente la parte (a) del Teorema 4.4.8:

log sup ||dfy! |2 || < lim logsup ||df2 e, || + ()
— e < —2 e el — ().

X;fn () = lim =¥

n—-+o0o n n—-+o0o n
Juntando ésta con la desigualdad (10.9), resulta
X (2) = Xg ().
Entonces, aplicando a F'' en lugar de E, las partes (b) y (c) ya demostradas del

Teorema 4.5.1, para pi-c.t.p. = tal que F} # {0} donde se cumple la igualdad X;Cl (x) =
X5 (z), existirfa un subespacio

E:CcFlcG,={0}uU(E,\E}) (10.10)
con dim(E?) > 1y tal que:

i OB _ e o2

n—-+4oo n
Pero, por la caracterizacién del subespacio E' (x) dada en la ecuacién (10.5), resultaria

E?, C E',, lo cual contradice (10.10).
Esto termina de demostrar la parte (d) del Teorema 4.5.1. O

Ahora probaremos la ultima parte (e) del Teorema 4.5.1. Para poder demostrarla
necesitamos generalizar las partes (a), (b) y (c¢) ya probadas del Teorema 4.5.1, al
caso en que la transformacion lineal L = F — E no es necesariamente el diferencial

df 1.

Paso 3. Generalizacién de partes (a), (b), (c):

Lema 10.1.7. En las hipdtesis del Teorema 4.4.12, existe un subfibrado F(Y) C F,
invariante por L, es decir

1) _ @)
Lo B0 = Fy

tal que:
(a’) No nulidad de F':

dim(F}!) > 1 para p-c.t.p. tal que F, # {0}.
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(b’) Existencia del exponente de Lyapunov y; 1 en F:

Para p-c.t.p. tal que F, # {0}, para todo 0 # v € F}, existen los siguientes limites
(exponentes de Lyapunov xf (@) y X1, . (x), para el futuro y para el pasado respec-
tivamente, en todas las direcciones de F), son independientes de la direccion v, e

iguales entre si:
. log(|| L™ (v v B . log(| L " (v v
P 2 L P 7 TV 1

n—-4o0o n n—-4o0o —n

(¢’) Maximalidad de x1,1.:
El exponente de Lyapunov x| ; (x) = x; () en las direcciones de F} (que denotamos
como x1,1(x)), satisface:

X1,0(2) = Xp () = X (€) = Xfu 1 (2),

(donde X7, Xj1 ;¥ Xi ; estdn definidos en el Teorema 4.4.12) para los subfibrados
F y F* respectivamente.

Demostracion. Basta repetir el paso 1) de la demostracion de las partes (a), (b), (c) del
Teorema 4.5.1, escribiendo F en lugar de ), la transformacion lineal L, : Fy — Fy )
en lugar de df, : E; — FEy(,), usando el Teorema 4.4.12 en vez del Teorema 4.4.8, y
el Lema 10.1.3 en vez del Lema 10.1.2. (|

Finalmente, probemos ahora la tltima parte (e) del Teorema 4.5.1:

Paso 4. Construccién del subfibrado complementario F!

Lema 10.1.8. Eziste un subfibrado F' medible e invariante con df tal que
EloF!'=E, p-ctp. xzeM.

Demostracion. Si E} = E, u-c.t.p., la parte (e) del Teorema 4.5.1 es trivial tomando
F, = {0} para todo = € M.
Consideremos el caso en que el conjunto Ay := {z € M : E! C E,} cumple (A7) > 0.
Como A; es un conjunto f invariante, porque el subfibrado E, y el subfibrado E. lo
son, entonces, no es restrictivo asumir que la medida invariante x4 cumple p(A4;) = 1.
(En caso contrario sustituimos p por la medida uq(B) := u(B N Ay)/u(Ar) para todo
boreliano B C M.)
Sea E't el subfibrado tal que para todo x € M el subespacio E1** es el complemento
ortogonal de E} en E,. Entonces para p-c.t.p. se cumple EL* # {0}. (En los puntos
donde E! = E, definimos EL+ = {0}.)
El fibrado E''* es medible porque E y E' lo son. En general E** no es df-invariante,
pero como E! lo es, entonces

dim(Ep*) = dim(E} ;) Vo€ M.
La esencia de esta demostracion radica en probar que existe el siguiente limite de
subfibrados:

A probar: 3 F'= lim df "EY y FINnE.={0}Vxe M. (10.11)

n—-+4oo
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La primera afirmacion de existencia del limite, en extenso, significa que para todo
x € M existe en T, M el siguiente limite de subespacios

Fy = lm dfplnEpi),
donde la topologia para definir el limite de una sucesiéon de subfibrados es la del
Grassmaniano G(T,, M) dada en la Definicién 4.4.1.
De la afirmacién (10.11) se deduce inmediatamente que F'' & E' = E, porque, para
cada x € M fijo, si existe el limite de una sucesién de subespacios (todos de la
misma dimensién complementaria a EL en E,), el subespacio limite tiene esa misma
dimensién. Ademds de la afirmacién (10.11) se deduce que F'* es medible, porque es
el limite de una sucesion de subfibrados medibles. Finalmente, se deduce también que
el subfibrado F! es df-invariante porque

1 _ ‘ -n 1,1
A FL = dfs Yim_dfpli, E

_ s —n+1pl, L Al
@B fie = mdfpiay By = Fr)-

(@)

En la dltima igualdad hemos usado que, para x € M fijo, la transformacién df, :
Ty M +— Ty M es continua, por ser una transformacién lineal.

Por lo tanto, para terminar de demostrar el Lema 10.1.8 y el Teorema 4.5.1, basta
demostrar la afirmacién (10.11).

Observamos que el grafo G(A,) de toda aplicacién lineal A, : ELt — E! es un
subespacio de E, con dimensién igual a EL1 y que intersecta a E! solo en {0}. Es
decir G(A;) ® E} = E, para todo = € M. Reciprocamente, todo subfibrado G tal que
G, ®El = E, paratodo x € M, es tal que cada fibra G, es el grafo de una aplicacién
lineal A, : EL+ s EL. En efecto, si G, @ El = E,, entonces la proyeccién ortogonal
Telg, @ Go — ELL sobre ELL es una transformacion lineal invertible. Definimos
Ay =7l|a, o (mzlg,) ™! : Eb+ — By, donde 7/, es la proyeccién ortogonal sobre E!.
Por construccion tenemos que la fibra G, es el grafo de A, .

Entonces, toda sucesion A™) tal que A" es una transformacién lineal E}M — E!
para todo z € M, define una sucesién de fibrados G(A(™ complementarios a E' (no

necesariamente medibles). Supongamos que una tal sucesién Aé") cumple

lim AW =A, VeeM

n—-+o0o

para cierta transformacién lineal A, : E}*+ — E! donde el limite de una sucesién de
transformaciones lineales esta definido por la topologia inducida por la norma usual
de transformaciones lineales:

4]l = max  [|Auull ¥ A, € L(EpT, Ey) s Byt # {0},
0Au#Ey

(Si ELL = {0} entonces la transformacién lineal es solo 0, y es siempre convergente,
porque es constante.) Es estdndar chequear que entonces el grafo G(A,) es el limite

de los subespacios grafos G (A&")), con la topologia del Grassmaniano G(FE,) dado en
la Definicién 4.4.1. Es decir:

JA,= lim A = G(A,) = lim G(AWM).

n—-+o0o n—-+o0o
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Deducimos que para probar la afirmacién (10.11) (y por lo tanto para terminar de
probar el Lema 10.1.8) es suficiente demostrar lo siguiente:

A probar: Vn>0, VaeM:
Fdf ol By = GAM), 3 A, = 1im AP (10.12)

(1 n—-+oo

Es inmediato chequear que G(0) = E'*. Es decir, definimos

AY) =0e L(EM EL) Ve M. (10.13)

x

Veamos cémo construir A paran > 1.
Consideremos la transformacion lineal

L:EY — B Ly(u) = mpydfe(u) Y ue B

donde 7, : E, — E es la proyeccién ortogonal sobre el subespacio EL1, para
todo z € M. (Si EL+ = {0}, 7, es la transformacién lineal nula). Siendo df continua
y 7 medible (porque E! es medible), la transformacién L es medible, de acuerdo
a la Definicién 4.4.11. Como el subfibrado E', ortogonal a EV1, es df-invariante,
deducimos

L™ = ndf® V neZ. (10.14)

Sea P: Bt — E' tal que P, € L(ELb+ — E} . (,) definida por
Pou:=df 'u — 7Tf71(z)df;1u =df;'u — L;'u YueEM. (10.15)
Entonces
df; (G(Ar)) = {dfy; M (u+ Agu): u e E;l} =
{L;7'u+ Pou+df ' Agu: we EMYY =
- 1L _
= {1) + PmLf—l(z)U + dfm 1AmLf71(z)’U: RS Effl(ac)} =
G(Psz—l(w) + dfm_lAmLf—l(w))
Hemos probado que para todo subespacio G(A,) complementario a El en E*, el
subespacio df; *(G(A;)) (complementario a E}c,l(m) en E;o1(,), es el grafo de la
aplicacion lineal Py Lj-1(,) + dfz_lAmLffl(m).
Denotamos como F,(A,) a la siguiente aplicacién lineal:

— 1,1
Fo(Ay) = PoLpi(wy +dfy  AcL 12y € LIE}T (4 Efor )

V A, € L(ELH EL. (10.16)

Tenemos
df;7H(G(A,) = G(FrA,) Yaoe M,V A, € L(EMY ED.

Luego
Af 7l (0) G( A () = G(Efn ) Apn(a)) ¥ 20,



Teoria Ergédica de los Sistemas Dinamicos Discretos 301

donde F.z?"(w) = Fy(z) © Fy2(p) 0 ... 0 Fin(y). En particular tomando Aio) = 0 para
todo z € M deducimos
n 1,L n n) _ n (0) _
df 1oy By = G(AY) donde ATV = F. () (A} ) = Ffagy(0).  (10.17)
Para terminar de demostrar la afirmacién (10.12) (y por lo tanto para terminar de

demostrar el Lema 10.1.8), basta ahora demostrar que la sucesién A:(E") € L(EM EL
es convergente con la norma de las transformaciones lineales en el espacio L(EL+, E})
para cada punto x € M.

Sean A, BO) tales que ASEO), BJ(CO) € L(EM B para todo z € M y tales que para
todo x € M existe una constante C'(z) > 0 tal que ||Afn(m)|\, ||B§g)(z)|\ <C(x)VneL.

Sea n > 1. Usando la férmula (10.17) aplicada también a By la férmula (10.16),
obtenemos:

1 _ (1) _ 0) BO 20 (0)
Ay = Fy(a(Af) = Free) (Bihy) = df iy (A = By Lo
Aggn) - Bg(gn) = Ff(r)(Agf(m) )) Fia ><B§’Zz>”)
1 (n—1) (n—1)
W) Ape)” ~ Biay Vo
Luego, por induccién en n > 1 tenemos:
n n) _ n -1 (0) (0) n—1 ) —
Agc ) - Ba(c ) = (Hj:1dffj(z))(Afn( )y Bfn( ))(szo LfJ(z)) -
—n (0) (0) n
A prla) (A @) = Bpaw) Las
donde Ly = Ln-1(z) ... Ly(y) Ly Luego:
1AS) = BRI sup ANzl
0£ueE
1ASY = BV < - e (10.18)
inf {df;'(v)/[lv]l}
0#vek,

Dado ¢ > 0 arbitrariamente pequeno, aplicando la parte A) del Teorema 4.4.12 al
subfibrado E't, existe N1 = Ny(z,¢) tal que

sup  {NLE()|/llull} < expn(xj. , +€) ¥n >N (10.19)
0#uc Ert

Anslogamente, aplicando la parte A) del Teorema 4.4.8 al subfibrado invariante E*,
existe Ny = Na(x,€) tal que

inf  {ldfz )/} = exprlxg g —€) V=N (10.20)
0£veE!
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Tomando N = N (e, x) = max{Ny(z,€), Na(z,€)} y sustituyendo (10.19) y (10.20) en
la desigualdad (10.18), resulta:

[49) = BI| < expn(e+ b, — X g) - 149~ BO| ¥ a2 N, (10.21)
Usando la Parte (c) ya demostrada del Teorema 4.5.1 tenemos

Xgl,df = le,df = XE (1022)

Afirmamos que
XEM,L < x5 (aprobar). (10.23)

Entonces, para terminar la demostracion del Lema 10.1.8 basta probar los dos sigu-
ientes enunciados (i) y (ii):

ii) La desigualdad (10.23) es verdadera.

i) La desigualdad (10.23) implica que existe A, = lim,— 4 A € L(EM EL).
Por lo tanto, una vez demostrados los enunciados (i) y (ii), la afirmacién (10.12)
quedard probada, terminando la demostracién del Lema 10.1.8.

i) (10.23) = 3 A, = lim,_ 400 AL,
Para probar la afirmacién (i), construimos
XE - XE‘IL

€= S >0, (10.24)

Recordamos que XJEF — X g1 dependen de x, pero es invariante en la érbita por f. Por
lo tanto, fijado x € M, el niimero € es constante a lo largo de toda la orbita de x.
Sustituyendo (10.22) y (10.23) en la desigualdad (10.21), obtenemos:

148 = BI| < e AP = BOY|| V> N

para cierto N > 1. Entonces existe Ny > 1 (que depende de x pero que para cada x
fijo es constante a lo largo de toda la dérbita de z) tal que

|48 — BED|| < (1/2)143, ) — ByN

o) (10.25)

ol
La afirmacién anterior vale para f"(x) en lugar de x para todo n € Z, debido a que
Ny es constante a lo largo de la érbita de z. Es decir:

N N,
1AGR) = BRI < (1/2)[| A% 0y — B

Fho+s () ~ Bporial

Vjez. (10.26)

La férmula (10.26) vale para todas las aplicaciones A(®), BO) : EL-L s B! tales que
AY Y ¢ L(ELL, EY)V 2z € M. En la férmula (10.13) tomamos, en particular,
A©) =0, es decir Aio) = (0 para todo z € M. Fijemos el punto = € M y definamos la
constante

C(z) = sup{||AV||: :0<j < Ny—1=No(z)—1}.
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Tal supremo existe en R porque para 7 = 0 la transformacion lineal A§°> es 0,y la
aplicacién F, que lleva A(fj()z) en A;J(er)l) estd acotada uniformemente para todo z € M.

Tomemos cualquier aplicacién B : '+ — E tal que

B" e L(BM, E)VzeM y |BY, | <Cl) Vi€l

El espacio ¥¢(,) de tales aplicaciones es una bola compacta con la norma ||B|| =
supjez | Byi(a) - Aplicando la férmula (10.26) y el teorema del punto fijo de Banach
deducimos que existe A, € L(EL+ EL) tal que

lim B{"™) =4, ¥ BY € Se).
En particular para cada r € {0,1,..., Ny — 1} si elegimos BS’) = A,(ZT) para todo

z € M, obtenemos

lim A™Notr — Jim B™MYVo = 4,.
n—-+4oo n—-—+o0o

Como todo m € N es de la forma nNy 4 r para algin 0 < r < Ny — 1, concluimos que

lim AT' = A,,

m——+o0
terminando la prueba de (i).

ii) Prueba de la desigualdad (10.23): Por la parte (A) del Teorema 4.4.12, usando
la igualdad (10.14), y observando que la proyeccién ortogonal 7, sobre Elt tiene
norma menor o igual que 1, obtenemos:

CoswplLEl L sup [l df2]
Ny (@) = lim =l = i — e

- swplldfr|

S —— = = Xp(@).

Entonces, para probar (10.23), argumentamos por absurdo, suponiendo que x g1+ 1 =
X% Usando el lema 10.1.7 (con EY% en lugar de F), si EL- # {0}, existe un vector
u (que dejamos fijo) tal que

0#ucEH, (10.27)
’ log (|| Ly "ull/[|ul)
, og(|| Ly "ull/|lull) 4
nEI—ir-loo n - _XE1L7L(‘T)'

Por hipétesis de absurdo obtenemos:

080 L) 102

n—-—+0o0o n

Aplicando recursivamente la igualdad (10.15) obtenemos:

df ;7 'u = Pyu+ L ', (10.29)
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df U—dff PU—I—Pf 1(m)L U+L u
dfy "= df ;) Pou df S P L+
+ df;}(n,l)(m)Pffmfm(m)L;("_mu+Pff(nfl)(m)L;("_l)u—i—L;"u v n > 0. (10.30)

Observando que P,u € E},l(z) vy L;tu e E}fl(z) obtenemos, de la igualdad (10.29)
y por Pitdgoras ||Pyul < ||df,  ul|. Luego

[Prull <K [lul,
donde k = méax{||df;||: z € M}. Luego, tomando norma en la igualdad (10.30),

deducimos:
ldfy "l o L ull

< +
[ [

S sw (el el E (L ). (10.31)
Jj=1 O#U (S E}fj(z)

De la igualdad (10.28) deducimos que existe una constante c(x) > 0 tal que
1Lz ull/llull < e(@) expnixgp +€) ¥Vn=>1. (10.32)

Aplicando a f~! en vez de f la Definicién 4.4.2 de la funcién v, y la Definicién 4.4.5
de la funcién supremo H (z) y usando las igualdades (4.68) y (4.69), obtenemos:

sup {5l Il < H(F () exp ((n = 5)(xg +€)- (10.33)
0#£wve€ E},j(w)

De (10.22) obtenemos:

sup  {ldf Dol 1l < H(F (@) exp ((n— ) (xg + ). (10.34)
0#ve E},j(m)

Sustituyendo (10.32) y (10.34) en la desigualdad (10.31):

<efx) exp (n(xf +¢) +
ZeXP (=D +e) H(f 7 (2) exp((n—5)(xp +e¢) =

c(z) exp (n(xgp +e)) +k clx) exp((n—1)(x% +¢)) ZH

Vo>l (10.35)



Teoria Ergédica de los Sistemas Dinamicos Discretos 305

La funcién H(z) tiene crecimiento subexponencial (c.f. Definicién 4.3.1 y Proposicién
4.4.6). Entonces, puede elegirse N > 2 suficientemente grande tal que

H(f(x)) < exp(je) ¥V j>N.

Luego
n ) N—-1 ) n )
DH(f @)<Y H(f @)+ Y ¢ <C@)+(n—1)e", Yn=N
j=1 j=1 j=N

donde C(z) = Ej\;l H(f77(x)). Para n suficientemente grande tenemos, adema4s,

C(x) < e™¢. Luego, existe N > 1 tal que:

iH(f_](x)) <ne"c, Vn>N.

Jj=1

Sustituyendo en (10.35) obtenemos:
< () exp (n(xp +€))+

c(x) kn e XE exp (n(x% +2€)) Vn > N.

Entonces, existe ¢*(x) > 0 tal que
< c*(z)exp (n(xf +2¢) Vn>N.

Tomando logaritmo, dividiendo entre n y haciendo n — +o00, deducimos que

s 1Bl /L)

n—-+oo n

< XE =+ 2e.
Como € > 0 es arbitrario, deducimos que

1 af; "

n—-+oo n

Usando la caracterizacién del subespacio E' dada por la igualdad (10.5), de (10.36)
deducimos que u € E}, lo cual contradice (10.27), terminando de probar, por absurdo,
la desigualdad (10.23) y finalizando la prueba del Lema 10.1.8. [l

Hemos terminado de probar el Teorema 4.5.1 asumiendo verdaderos los Lemas 10.1.2
y 10.1.3. Entonces, para que quede completa la demostracion de dicho Teorema solo
resta probar estos dos Lemas en forma independiente, lo que haremos en la préxima
seccién.
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10.2. Lema de Pliss y consecuencias

En esta secciéon demostraremos, sin usar los resultados obtenidos en la seccién anterior,
los Lemas 10.1.2 y 10.1.3. Estos dos Lemas son consecuencia del llamado Lema de
Pliss. Primero reduciremos la prueba de los dos Lemas 10.1.2 y 10.1.3 al Lema de
Pliss, y al final de esta seccién demostraremos el Lema de Pliss.

Solo expondremos explicitamente la prueba del Lema 10.1.2. Su generalizacién (el
Lema 10.1.3) se demuestra repitiendo la prueba del Lema 10.1.2; usando la transfor-
macién L : E — E en vez de df|g.

10.2.1. Demostracion del Lema 10.1.2
Sea F'(2€) el cono definido por la igualdad (10.3):

Fu(26) i= {0} U { tmsup 284" (I 0l)

n—-+oo n

< i) + 26} (10.37)

Demostracién de la parte (A) del Lema 10.1.2:
F(2¢) es fibrado vectorial.

Demostracion. Para demostrar que F,(2¢) es un subespacio vectorial de E, basta
repetir la demostracién del paso 4 del Teorema 4.5.1, para el subfibrado F'(2¢) en el
rol de F!, usando la igualdad (10.3), usando —x + 2¢ (con € > 0 fijo), en lugar de
X5, v usando ¢ > 0 cualquiera, en lugar de € = (1/2) min{A;, As}. O

Dejaremos la prueba de la parte (B) del Lema 10.1.2 para el final. Primero probaremos
su parte (C):

Demostracién de la parte (C) del Lema 10.1.2

Tenemos que demostrar la aproximacién uniforme (en los vectores 0 # v € F,.(2¢) al
limite superior acotado por —XJEC + 2¢. Més precisamente:

Para p-c.t.p. © € M, dado € > 0, existe N = N(z) (independiente de 0 # v €
F.(2¢)), tal que:

log([ldfs "vll/llvl) _ _
- <

Xp(®)+2+€ Yn>N YO#vEFE, (10.38)

Demostracion. Por simplicidad, a lo largo de esta prueba, denotaremos F; al sube-
spacio Fj(2¢). Por la parte (A) F, es un subespacio vectorial de E,. En los puntos
x tales que la dimensién de F, es nula, no existen vectores 0 # v € F, y no hay
nada que probar. Para cada uno de los demas puntos x, existe una base ortonormal
v1, ...,V del subespacio F}, donde

k = dim(F;)
depende de x. Elegimos la base ortonormal; es decir

vl =1, <wj,v;>=0V1<i#j<k.
j
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Dejamos fijo el punto = y tal base vy, ..., v;. Por definicién del subespacio F), para
cada v; se cumple:

1 df ",
l{m sup log ldf, "vall < —xh(z) + 2e.
n— 400 n
Luego, dado € > 0 existe N; > 1 tal que
log ||df; "v: /
M < —xh(x) + 2+ % Vo> N (10.39)
Sea 2 log dim(F;
N:méx{w, méx{Nizlgigk}} > 1. (10.40)
€

Para probar la aproximacion uniforme, demostraremos que para este natural N, se
satisface la desigualdad (10.38) para todo n > N y para todo 0 # v € F,. No es
restrictivo asumir que

ol =1,

ya que el limite superior a la izquierda de la desigualdad (10.38) no cambia si se
multiplica el vector no nulo v por un escalar no nulo. Como {v1,...,v;} generan F,,
existen reales {a;} tales que:

k
v i= E a;V;
i=1

Como |lv|| =1y la base {v;}1<i<k es ortonormal, tenemos:

k k
<v,v; >=ag,  a] <ol -l = 1, Z la;] < Zl =k=dim(F;). (10.41)
i=1 i=1

Por la linealidad de df,; " y la propiedad triangular de la norma tenemos

k k
ldfy " oll = 1) asdfy vl <Y laallldfy ™ vil] Vom0 (10.42)
i=1 =1

Multiplicando por n y aplicando la funciéon exponencial a ambos miembros de la
desigualdad (10.39), se obtiene:

+ /
ldf; o < ?CXE@) F 264 (€/2) y i > N> N, Vi<i<k. o (10.43)
Reuniendo las desigualdades (10.42) y (10.43), y luego aplicando la desigualdad (10.41)
resulta, para todo n > N:
k N , k
"ol < laslllafy i) < e (XE(@) + 2 (/D) (37 ) <
i=1 1=1

< M=Xp(@) + 26+ (€/2) gim(E,) =
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_ n(=xh(@) + 2+ (¢/2) Jog dim(E,)

Vn>N VYveF, |v=1 (10.44)

Tomando logaritmo en el primero y tdltimo miembro de la cadena de desigualdades
(10.44), se deduce:

log [|df, "vll < n(=xH(x) + 2¢ + (€/2)) + log dim(Fy)

Vn>N YveF,, |v=1

Dividiendo entre n y usando la desigualdad (10.40),
(1/n) < (1/N) < €'/(2 logdim(F})), resulta:

log ||df ™ ! log dim(F,

€ €
<-xp(@) + 2+ 5+ 5= -xp@) + 2+ ¢
Vn>N VYveF, |v=1
Entonces, para cualquier vector 0 # w € F,, observando que ||df ~"w/|w||| =
lldf ~"wl||/||w|| v que w/||w|| = v cumple |jv|]| = 1, de la desigualdad anterior se

deduce: B
log(ldf; "wl|/[lwl)

n

Vn>N V0O0#wEeF,,

< —xgh(x) + 2 + €

probando la desigualdad (10.38) como querfamos, y terminando la demostracién de
la parte (C) del Lema 10.1.2. O

Demostracién de la parte (B) del Lema 10.1.2:
No nulidad de F(2¢€) para p-c.t.p. donde E # {0}
En la Observacién 10.1.1, vimos que no es restrictivo asumir que

E, # {0} p—c.t.p.
Entonces, en esta parte (A) probaremos que F,(2¢) # {0} p-c.t.p.

Paso 1: Conjuntos A, (¢) de e-aproximacién.
Por la parte (a) del Teorema 4.4.8, tenemos:

iy Losinf ldf, " eIl
m =

n—-+4oo n

—X5(x) p—ctp. (10.45)

Fijamos ¢ > 0. Usando la igualdad (10.45), para p-c.t.p. * € M existen ndmeros
naturales j, arbitrariamente grandes tales que

log inf ||df 7
0g 11 ”jfz |Em|| S _XJEr'(x)+6
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Como FE, es un subespacio vectorial, existe un vector 0 # v € F, tal que

ldf 7|

[[o]

nf ||df; 7| g, || =

Deducimos que el siguiente subfibrado V.(j,e) C E, no es nulo para p-c.t.p. x € M
si j > No(x):

Vm(]a 6) =
1 df -7
ufotven, <8l fwj”'/ D < i@ v £ 00 (10.6)
Para todo n > 1 definimos el siguiente conjunto:
Ap(e) :={x e M: Vy(je) #{0} Vj=>n} (10.47)

{A,}n>1 es una sucesion creciente de conjuntos. Por lo probado al principio, para p-
c.t.p. x € M existe n = No(x) > 1 tal que V,(j,€) # {0} para todo j > n. Deducimos
que p-c.t.p. x € A, para algin n > 1, es decir:

+oo
u( U An(e)) =1V peM; (10.48)
n=1

Paso 2: Conjuntos X,, de 2ec-aproximacién por tramos.
Dados fijos € > 0 y un natural m > 1, construimos el siguiente conjunto X,,(2¢) C M:

Xon(2€) 1= {y eM: (V0.2 # {0}}, (10.49)

j=1
donde V,,(j, 2¢) es el subfibrado definido en (10.46). Dicho de otra forma, y € X, (2¢)

si y solo si existe un vector no nulo v € E, tal que:

log(lldf, 7ull/llull) _
; <

Xp(y) +2¢ ¥V je{l,....m} (10.50)

Es decir, un mismo vector no nulo v € E, estd en todos los subfibrados V;,(j, 2¢)
de 2e-aproximacion, para todos los valores de j en el tramo que va desde 1 hasta
m. Entonces, X,,,(2¢) es el conjunto de puntos donde existen vectores no nulos para
los cuales la 2e-aproximacién al limite superior —XJEC se produce en todo el tramo
(para cada uno de los mismos vectores) de valores naturales de j entre 1 y m. Se
observa que, aunque en la cola para valores de j > m no se afirma nada sobre la
aproximacion, la longitud finita del tramo donde se satisface la 2e-aproximacion es
tanto mayor cuanto mayor es m.
Pero que no se afirme nada sobre la aproximacién para valores de j > m, es un
problema resoluble del siguiente modo:
Si existiera algun punto y:

ve [ Xm(2e), (10.51)

mZN()
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entonces existirfa, para cada m > Ny, un vector no nulo w,, € E, que cumple (10.50)
para cada m fijo que se elija.

Con y y m fijos, el conjunto Up,, de vectores u € E, tales que ||ul| = 1 y que
cumplen (10.50) para todo j € {1,...,m}, es compacto en E, (porque E, es un
subespacio y df, J es una transformacién lineal invertible para cada j). Ademés la
sucesion {U,y}m>n, (con y fijo) de conjuntos de vectores en E,, es decreciente al
crecer m > Ny. Entonces deducimos (usando la propiedad de intersecciones finitas
de compactos) que ﬂmZNO U,y # 0. Luego, si existe algin punto y en el conjunto
interseccién definido en (10.51), entonces, para este punto y, existe un vector de
u € (5, Um,y, con norma 1. Es decir, existe 0 # u € E, tal que

log(ldf, 7ull/llull) _

; X)) +2e Vjie{l,...,m} ¥ m> No.

Esto significa que:

log(ldf, 7ull/llull) _

; x5(y) +2¢ VjeNT. (10.52)

Luego

1 df. 7
i oy BTl ) _

s ; Xz () + 2,
j—+oo

probando la no nulidad del subespacio F,(2¢), c.f. igualdad (10.37), como queriamos
demostrar.
En resumen, hemos probado que:

(] Xm(20) € B:={y e M: F,(2e) # {0}}. (10.53)

m>1

El argumento desarrollado para probar la no nulidad del subfibrado F,(2¢) vale so-
lamente para los puntos y (si existe alguno) que estdn en el conjunto interseccién
M,>1 Xm(2€). Pero nosotros queremos demostrar que el subespacio F,(2¢) # {0}
para p-c.t.p. y € M.

Entonces, para demostrar la parte (B) del Lema 10.1.2, bastar{a probar que el conjunto
interseccion (), Xm(2€), tiene medida p igual a 1. No probaremos tal afirmacion
tan fuerte, sino una aparentemente mas débil, que es la siguiente:

A demostrar: 36 > 0 tal que ,u( ﬂ Xm(2e)) >0 Ve M;y. (10.54)
mZNo

donde X,,,(2¢) C M es el conjunto de aproximacién definido en la igualdad (10.49), y
6 > 0 es independiente de la medida de probabilidad p invariante por f.

Afirmamos que basta probar (10.54) para poder deducir que F(2¢) # {0} p-c.t.p.
para toda pu € My, lo cual terminaria de demostrar la parte (B) del Lema 10.1.2.
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En efecto, si es cierta la afirmacién (10.54), entonces en particular para toda medida
de probabilidad v ergddica para f, tenemos

1/( N Xm(2e))26>0.

mZN()

Por la inclusién (10.53), deducimos que
V(B) = 1/({:10 e M: Fy(2¢) # {o}}) >5>0.

Pero el subespacio Fj(2¢) es df-invariante, porque el limite superior en la férmula
(10.1) es invariante con f y la funcién xj; también lo es (c.f. parte d) del Teorema
4.4.8).

Entonces, el conjunto B es invariante con f. Como tiene medida positiva v(B) >
0 > 0, para cualquier medida de probabilidad ergédica v, entonces B tiene medida 1
para cualquier probabilidad ergédica v. Luego, por el Teorema 4.1.2 de Desintegracion
Ergédica, el conjunto B donde el subfibrado F'(2¢) no es nulo tiene probabilidad total
(medida 1 para cualquier u € M), terminando de demostrar el Lema 10.1.2 (médulo
la prueba de la afirmacién (10.54)).

Paso 3: Reduccidon del problema al Lema de Pliss
Ahora el objetivo es probar (10.54). Para ello reduciremos la demostracién a la prueba
de un lema (Lema de Pliss) que enunciaremos y demostraremos al final.

Demostracion. Denotamos

+oo
X(2€) 1= (] Xm(2¢)
m=1

+oo
Ale) = | Anlo),

donde X,,(2¢) es el conjunto de 2e-aproximacion en el tramo [1,m], definido por la
igualdad (10.49), y A, (€) es el conjunto de e-aproximacién en la cola [n, +00), definido
por la igualdad (10.47). En el paso 1 probamos la afirmacién (10.48):

HA©) =1 ¥ ue My,

Queremos probar (10.54), o sea estimar por abajo la medida u(X(2¢)) para toda
i € My. Como por ahora e > 0 esta fijo, por simplicidad omitiremos provisoriamente
la escritura de 2¢ y € en los conjuntos X (2¢) y A(e) respectivamente.

De la Férmula (10.49) que define los conjuntos X,,, observamos que la sucesién
{Xm}m>1 es decreciente con m; es decir, X;4+1 C X, ¥V m > 1. Denotemos £x,,
a la funcion caracteristica del conjunto X,,. Tenemos

§Xm+1 < ng vV.m > 1
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Entonces, para cualquier medida de probabilidad g se cumple

p(X) = lim p(Xo).

m——+0o0o
Denotemos £x,, a la funcién caracteristica del conjunto X,,. Por el teorema de
Birkhoff, y por convergencia dominada, para toda medida de probabilidad p invariante
con f, tenemos:

pX)= lm p(Xm)= lm [ Ex, dp=

m——+oo m——+o00

= hm §X du

m——+o0

donde { x,, denota el limite de los promedios de Birkhoff de la funcién £x,, con
m > 1 fijo, para el difeomorfismo f~! (si p es f-invariante, entonces es también
f~l-invariante: luego podemos aplicar el teorema de Birkhoff para f=! en lugar de
f)-

Como p(A) =1 para toda u € M, entonces:

X0 = i / e

Ahora tenemos en cuenta que el promedio de Birkhoff de la funcién caracteristica
¢x,, (z) hasta tiempo n por f~!, en cada punto 2 € M, es la frecuencia con la que los
puntos del tramo de 6rbita {f~*(x)}o<r<n_1 cayeron en X,,. Entonces:

Exm( = lim ZXX a:):

n—+oo n

— lm #1<Ek<n: f*2)eX,}

n—-+o0o n

Juntando esto con lo anterior, obtenemos:
w(X) =

<k<n:fk m
~ lim i LSk n /@) € X}

m——+o0 zEA n—-+o0o n

Ve My (10.55)

Supongamos demostrada la siguiente propiedad:

Afirmacién X:

Existe constante 0 < § < 1, independiente del punto z, de la medida de probabilidad
W, de m y den, tal que:
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Para todo m > 1, para todo x € A, existe ny = ni(x,m) tal que, para todo n > ny se
cumple:
#1<k<n:fHz)eX,}>dn (10.56)

Si demostramos la afirmacién X, entonces, sustituyendo en la igualdad (10.55), ob-
tendriamos inmediatamente que

w(X)>d Ve My,
demostrando (10.54) como querfamos, y terminando de probar el Lema 10.1.2.

Entonces ahora el objetivo es demostrar la Afirmacién X. La reformularemos como
sigue, incorporando ahora de vuelta el parametro € > 0 en la notaciéon y los enunciados:

Afirmacion Y:
Para todo € > 0 existen constantes No = No(e) > 1y 0 < § = §(e) < 1 (independientes
del punto z, de la medida de probabilidad p, de n y de m) tales que:

Para todo x € A(e), existe ng = no(x) > No tal que para todo n > ng y para todo
m < én se cumple:

#{1<k<n: frx) e Xn2)}>6dn

Si demostramos la Afirmacién Y, entonces deducimos inmediatamente la Afirmacién
X, eligiendo para cada © € A(e) y cada m > 1 dados:

ny = ny(x,m) := max{ng(z), m/§}.

Entonces, ahora el objetivo final es probar la Afirmacién Y, que es justamente el Lema
de Pliss, que demostraremos en el proximo paragrafo.

Hemos terminado de probar la afirmacién (10.54) como querfamos (médulo el Lema
de Pliss), y con ella termina la demostracién del Lema 10.1.2 O

El siguiente resultado reformula, en un contexto adaptado a nuestra notacion, el Lema
de Pliss [Pl 1972]. Este lema es un resultado aritmético que se refiere a promedios de
sucesiones cualesquiera de nimeros reales.

Sea (fijo) € > 0. Sea, para cada n > 1, el conjunto A, (¢) definido por la igualdad
(10.47).
Denotemos

+oo
A(e) == ] An(e) (10.57)
n=1

Sea, para cada m > 1, el conjunto X,,(2¢) definido por la igualdad (10.49).
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Lema 10.2.2. Una reformulacién del Lema de Pliss
Hipdtesis: Dado € > 0 sea
x € A(e).

En extenso, la hipdtesis asume que existe n(z) tal que para cada n > n(z), existe un
vector no nulo 0 # v € E, que cumple:

log({ldf " v]l/[lv])
n

< —xh(z)+e (10.58)

Tesis: Para todo € > 0, existen N =N(e) > 1y 0 <0 =203(e) <1 tales que:

Para todo punto x € A(e), y para todo n > max{n(x), N(e)}, se cumple lo siguiente:
Existen
r>on

puntos diferentes en el tramo de orbita

{ffk(“’)}og k<n—1

que pertenecen al conjunto X,,(2¢), definido en la igualdad (10.49), para cualquier
natural
1 <m<én.

En otras palabras, existen r indices {k1,ko,...,k.} C{k e N:0<k <n—1}, con
r>6nyk; #k;sii+#j, tales que para todo i = 1,...,7 el punto f~*i(z) posee un
vector no nulo u; € Ey—k;(,) que satisface la siguiente condicion de 2e-aproximacién
en tramos largos:

tog(ldf 2, il /i)
J

< —xple)+2¢  Vie{l,...,m}. (10.59)

Se resalta que 6 = §(¢) y N = N(e¢) no dependen del punto z € A(e), ni de ninguna
medida de probabilidad g, ni de los naturales n y m, y que la tesis vale para cualquier
punto = € A(e) (no solo para un subconjunto con probabilidad total de A(e)).
Interpretacién: Se asume por hipétesis, que en un instante al final de por lo menos n
iterados (para cualquier n suficientemente grande), la aproximacion al limite superior
XE de los posibles exponentes de Lyapunov, es por lo menos €. La tesis afirma que
entonces, en el camino recorrido entre el iterado 1 y el n, existieron por lo menos
r > dn instantes (una proporcién no menor que 6 > 0), en que la aproximacién fue
de por lo menos 2¢ y no solo en vectores diferentes para cada instante ni en instantes
aislados, sino para un mismo vector, y en tramos de longitud m, que crece y tiende
infinito con n.

Ahora demostraremos el Lema 10.2.2. La formulacién original de Pliss de este lema y
su demostracién se encuentra en [P1 1972]. Otras formulaciones del Lema de Pliss y
sus demostraciones pueden encontrarse, por ejemplo, en [Man 1983a, Lema on page
356], [Man 1987], [Bon-Dia-Via 2005, Lemma 11.5], [Via 2012a] y [Po 2007].
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Demostracion. del Lema 10.2.2: Recordamos del Teorema 4.4.8, que
x| < logk (10.60)

donde k = méx.cp{||df:|,||df7 1]} > 1. Ademés, por la férmula de derivada de
funciéon compuesta y de funcién inversa: 4.4.3:

log(lldfy "ol /lll])

<logk Ve X, VveT,M. (10.61)
n
Sean o lozk -+ 2
N = N(e) > 208+ 2 (10.62)
€
€

Dado x € A(e), debido a las definiciones (10.47 y (10.57), existe
ng =ng(z) > N

tal que para todo n > ng existe algin vector 0 # vy € E, que satisface la desigualdad
(10.58). Fijemos cualquier n > ng y el vector 0 # vg € E, que satisface la desigualdad

(10.58).
Aplicando la regla de la cadena tenemos:

dfvy = dffjl(n,l)(x) cdf @) df 2, () df ., () 4 0o
Denotamos: _
v; =df;7vg Vje{0,1,...,n—1}.

Tomando norma en la igualdad obtenida de la regla de la cadena, y dividiendo entre
[lvgl], resulta:
df ™ol ’ﬁl df 75 ¢4y v ]
[[voll iz Mol

Tomando logaritmo:

n—1
log([ldf, "voll/Ilvoll) = Y log(lldf ;s ll/I1vs]l-

=0
Por la hipdtesis (10.58):

n—1

Z 10g(||df]:—1j(x)vj||/||Uj|| < n(_XJL: +€)

=0

Por simplicidad en la notacion, escribimos:

aj = log([ldf; ™ (/1) (10.64)
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Entonces tenemos:

n—1
Z aj < n(—x4+e). (10.65)
j=0
Definimos para todo
kEe{l,....,n}
la siguiente suma auxiliar:
k—1
Sk = () a;) + kxh — 2ke. (10.66)
j=0

Entonces, si 1 < k < n — 2, tenemos:

k k—1
Skt — Sk =Y a;+ (k+1)xp —2(k+1)e— > _a; + kxf — 2ke =
Jj=0 j=0

=ak+xg — € > —lax| — Ixp| — 2¢.
Usando las cotas (10.60) y (10.61), resulta:
Spi1— Sy > —2logk — 2 Vke{1,....n—2) (10.67)
Ademés, reuniendo (10.65) y (10.66):

n—1
Sp = Z aj +nxh — 2ne < —ne (10.68)
3=0

Usando que n > N por hipétesis, y la férmula (10.62), deducimos:
Sp < —ne < —Ne < —2(logk + 2¢) < —logk (10.69)

De la definicién de la suma auxiliar Sy en (10.66), aplicada al caso k = 0, tenemos:

0
S1 =Y a;=ag > —|ag| > —logh > Sy (10.70)
§=0
Luego,
S1 > Sn.
Ahora recorremos los naturales k € {1,2,...,n} en forma regresiva, comenzando por
kl =n

del siguiente modo: Tenemos k; = n, luego Sk, = S,. Si n — 1 cumple que S,,_1 >
Sy, entonces nombramos kg := n — 1, Sk, = Sp,—1 y pasamos al natural siguiente
en orden descendente. En caso contrario, no nombramos todavia a ko ni a Sg, v
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pasamos al natural siguiente en orden descendente n — 2. Digamos que en este paso
tenemos nombrados hasta el indice k;. Si S,,_o > S,_1,S,, entonces nombramos
kiv1 =n—2,8,,, = Sn—2 y pasamos a n—3. En caso contrario (o sea si S,_2 < Sp_1
0si S,_2 < S,), no nombramos todavia a k; 1 y pasamos al natural siguiente en orden
descendente. Dicho con precisién:

Construimos todos los naturales

1<bks<ks1<...<ki<...<kao<ki=n (10.71)

que cumplen

Sk, > Sk Vk € {ki, - ,TL}. (10.72)

Se observa que kg no tiene porqué ser 1, ya que si bien S; > S,,, puede haber otro
valor del indice k; > 1, tal que S, > S;. El ultimo k4 en ser definido (es decir, el
menor indice k) siempre cumple:

Sk, > S (10.73)

También observamos que la cantidad s de indices asi construidos, es por lo menos
2. En efecto, por construccién, el primero (el mayor indice) es k; = n, por con-
vencién. Por otro lado, ya probamos que S; > S,. Luego, existe un primer nat-
ural (primero en orden descendente) después del mayor, un ke < n que cumple
Sk, = Sk V k € {ka,...,n}. En caso contrario serfan todos las sumas auxiliares
S menores estrictamente que S,,, para 1 < k < n, contradiciendo que S1 > 5,,.
Como hay por lo menos 2 indices diferentes en la coleccién (10.71), para todo i €
{1,...,s — 1} existe Sk,,,. Por el procedimiento de construccién con la condicién
(10.72), deducimos que:

Sk, > Ski+l+17 (10.74)

pues si fuera Sk, ,+1 > Sg,, entonces habriamos asignado el siguiente indice ki1
antes (es decir mayor o igual) de llegar indice k;11 + 1 (y kit1 no es mayor o igual
que kit1 + 1).

Usando la desigualdad (10.67):

Skiti+1 — Skips = —2logk —2¢ Vie{l,...,s—1}
Luego, reuniendo esta tltima desigualdad con (10.74), obtenemos:
Ski — Skivr = Skipr+1 — Skipy = —2logk —2e Vie{l,...,s—1}.
Entonces:

s—1

Z(Skz - Ski+1) > (S - 1)(_210gk - 26)7

i=1
S1— S > (s—1)(—2logk — 2¢).
Reuniendo esta ultima desigualdad con (10.68) y (10.73):

—ne—Sy > S1— 55 > (s—1)(—2logk — 2e¢).
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Finalmente empleando la cota (10.70), resulta:

—ne+loghk > —ne — Sp > (s — 1)(—2log k — 2¢),

de donde
. ne —logk ne _
~ 2logk 4+ 2¢ ~ 2logk + 2¢
Entonces,
S ¢ 95 (10.75)
n — 2log+2e ' ’

Con esta construccién hemos encontrado una proporcién s/n no menor que 24 del
conjunto inicial de n indices. Vamos a interpretar ahora el resultado en términos de
las aproximaciones de (1/h) 10g(||dfj;fkai l/llvk: 1) al limite superior x}:
Para todo k; con

1€{2,...,s}

y para todo natural
h e {kl—l—l,,n}

se cumple:
h—1 h—1 ki1
da;=> a;— Y a;=Sn+h(—x}+2€) = Sk, — ki(—x} +2€) =
=k j=0 j=0

= S — Sk, + (h — ki) (=X 3 + 2¢).
Como Sp, < Sk,
> a; < (= ki) (=xh + 2e).
J=ki

Reemplazando a; por la igualdad (10.64):

h—1
S tog(ldf 7y vsll losl) < (= ko) (—xh + 26).

j=ki

h—1
tog TT (df 5 oyl /llvsl) < (h = ki) (=x5 + 26),

j=ki

y pOI’ la regla de la Ca.dena.
.} k,b(x) ki ki (2 XE €).

—(h—k;
tog([|df ;& ok |/l )
h—k;

< —xXE+2 Vhe{k+1,...,n} (10.76)
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(Hemos descartado a k1 = n para que el cdlculo anterior sea vélido pudiendo computar
k; + 1). Luego, hemos encontrado s — 1 > (26n) — 1 puntos

fR@): 2<i<s

a lo largo del tramo finito de 6rbita {f~7(z)}1<j<n—1 del punto z, tales que tienen
vectores no nulos vy, € Epx, () que 2¢ aproximan, por la desigualdad (10.76), al limite

X4, durante todo un tramo (de los df ~(h=k) con k; fijo):
h—k; € {1,...,n—ki}.

Para terminar de probar el Lema 10.2.2, contemos cuantos, de estos s — 1 puntos
{f~%i(x)}, estdn en el conjunto X,,(2¢) dado por la igualdad (10.49); es decir, cuantos
2e-aproximan durante un tramo que incluya por lo menos a todos los df (=% en el
siguiente intervalo de naturales

h—kié{l,...,m},

donde m es un natural que puede tomar cualquier valor, siempre que no supere a nd.
Para asegurarse que esto suceda, basta imponer la condicién

n—=k; >m.

Esto es, k; < n—m < n(1 —0). Entonces contemos (o mejor dicho, estimemos en
cota inferior) cudntos k; diferentes, de los s > dn indices diferentes que construimos
al principio, cumplen k; < n(1 — ¢). Contemos cudntos a lo sumo no lo cumplen, y
restémoslos de s:

Si k; > n(1-¢), como por construccién (después de descartar el ultimo) 1 < k; < n—1,
entonces k; € (n —nd,n) NN. En el intervalo de reales (n — nd,n — 1) hay a lo sumo
(6n) — 1 naturales. Entonces los indices k; que debemos descartar son a lo sumo dn
(incluyendo k1 = n, que ya lo descartamos una vez). Como tenemos s > 26n indices
diferentes en el intervalo [1, n], restando dn quedan:

r=s—0n>2dn—4o6n=7on

indices diferentes k; € [0,n — 1] tales que los puntos f~*(z) satisfacen la desigualdad
(10.76), para todo 1 < h — k; < m. Luego f~*i(z) € X,,(2¢), como querfamos
demostrar.

Finalmente, notamos que, en el enunciado del Lema 10.2.2, los indices k; estan re-
numerados con ¢ = 1,...,r. Para ser precisos, los indices del enunciado son en realidad
la subcoleccién {k;, }1<i<r, obtenida de la coleccion {k;}1<i<s construida a lo largo
de esa prueba, después de descartar los del conjunto {1 <i <s: k; € (n —nd,n]}.
Hemos terminado de probar el Lema 10.2.2 de Pliss. [l
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